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1 Dokumetacja techniczna programu Liebmann - do-
kumety tej serii

1. Wyznaczanie rozktadu pola elektrostatycznego w prézni metoda relaksa-
cyjna Liebmanna. (Polish version / wersja polska)

2. Determination of electrostatic field distribution by using Liebmann relaxa-
tion method. (English version / wersja angielska)

3. Graphics. Mapping voltages to colours (colormaps)

4. Laplace equation 2D (XY). (Cartesian coordinates). Relaxation scheme
explained (5 - point star)

5. Laplace equation 2D (ZR). (Cylindrical coordinates). Relaxation scheme
explained (5 - point star)

6. Liebmann source sode. (ANSI C programming language)

2 Wersje tego dokumentu

1. version 1 -2023.11.03
2. version 2 - 2024.01.26

3. version 3 - 2024.05.24

3 Spis symboli
» P, - i-ty wezet siatki
« V; - warto$¢ potencjatu elektrycznego w wezle P;. Jednostka: [V]
* h - krok siatki (np. h - krok siatki w kierunku x. Jednostka: [mm]|

* 9;+/— - gradient potecjatu w kierunku i (np. g1,— = %

(=]

* irow - iNndeks wiersza w siatce. Warto$ci: 4,0, = 1,2, .., size_row

. Jednostka:

* icol - index kolumny w siatce. Wartosci:f i.,; = 1,2, .., size_col
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4 Po co tyle wysitku?

4.1 Problem poznany w szkole sredniej

W szkole sredniej omawia sie czesto odchylanie toréw lotu czgstek natadowa-
nych w polu elektrostatycznym i magnetycznym.

Znajduje to zastosowanie w réznych urzgdzeniach. Dawniej typowym przy-
ktadem byt kineskop w telewizorze, bgdZ monitorze komputerowym. Innym waz-
nym zastosowaniem byta lampa oscyloskopowa. W urzgdzeniach tych umiejet-
ne sterowanie torem lotu elektronéw pozwalato ,rysowaé” na ekranie zadane
obrazy i wykresy.

Bardziej zaawansowanymi urzadzeniami moga by¢ mikroskopy elektrono-
we, akceleratory czastek czy spektrometry masowe. Obecnie ruch czgstek na-
tadowanych jest nadal wykorzystywany. Telewizory i oscyloskopy co prawda
przeszty ewolucje, jednak niektére inne typy przyrzaddéw sg nadal wykorzysty-
wane w nauce i technice. Spektrometry masowe, mikroskopy elektronowe i ak-
celeratory pozwalajg na prowadzenie unikalnych badan. Czasem sg dostepne
komercyjnie. Mnogo$¢ rozwigzan jest imponujaca i w sumie wykracza poza méj
zakres kompetencji.

Co do mnie, postanowitem zrobi¢ i opisa¢ symulacje podstawowych urza-
dzen elektronowych.

Wracajac do lampy oscyloskopowej. Zrobitem prosty szkic.

4.2 Przykiad - lampa oscyloskopowa



« plamka

]

- —] ekran

pion poziom

wyrzutnia elektronowa ptytki odchylajace tor Iotu$

Rysunek 1: Lampa oscyloskopowa (schemat ideowy)




93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

4.3 Dlaczego pole elektrostatyczne?

Pole elektrostatyczne moze by¢ wykorzystane do przyspieszania czgstek nata-
dowanych lub zmiany toréw ich lotu.

4.4 Przykiad - ptytki odchylajace

Przykiad - odchylanie toru elektronu w lampie oscyloskopowej. Problem ten jest
omawiany np. w repetytorium maturalnym z fizyki Blinowskiego i Tryskiego()

W préznie znajduje sie czastka czastka posiadajgca mase m oraz tadunek
elektryczny gq.

Czastka ta jest rozpedzana do predkosci v (predkos¢ jest wektorem i ma w
ogoélnosci 3 sktadowe, w uktadzie kartezjanskim vy, vy, v).

Czastka wlatuje pomiedzy dwie natadowane ptaskoréwnolegte ptytki. Po-
miedzy ptytkami znajduje sie jednorodne pole elektrostatyczne. Pole elektro-
statyczne dziata na czgstke sitg prostoladtg do poczatkowego kierunku wlotu.
Powoduje to nadane czgstce dodatkowej predkosci v,.

Ta predko$¢ ,poprzeczna’ ’ v, powoduje, ze tor lotu zostaje zakrzywiany.
Jezeli nasza czgstka wyleci z obszaru pola, to bedzie poruszata sie po lini
prostej, jednak tor bedzie zakrzywiony o pewien kat. W koncu czgstka uderzy
w ekran pokryty luminoforem i spowoduje to emisje Swiatta (wywota Swiecenie
punktu na ekranie).

Generalnie mozna powiedzie¢, ze im silniejsze pole odchylajgce i im dtuzej
dziata na czastke, tym odchylenie jest silniejsze.

4.5 Pole elektrostatyczne pomiedzy ptytkami - szczegoty

W szkole $redniej uczy sie, ze jezeli ptytki odchylajace sg blisko siebie (ich
dtugos¢ jest znacznie wieksza od odlegtosci pomiedzy nimi), to pole elektro-
statyczne mozna uzna¢ za jednorodne.

Na studiach specjalistycznych mozna dowiedzie¢ sie, ze rozktad pola elek-
trostatycznego mozna wyznaczy¢ dokfadniej przy pomocy réznych bardziej za-
awansowanych metod obliczeniowych. Generalnie wchodzimy na obszar ma-
temetyki wyzszej i nie sg to rzeczy trywialne.

Rozktad pola elektrostatycznego mozna wyznaczyé na rézne sposoby.

* Niektore szczegblne rodzaje pél elektrostatycznych mozna wyznaczy¢
Scisle przy pomocy zaawansowanych metod matematycznych.

» Czasami rozktady pola elektrostatycznego mozna wyznaczy¢ z pomoca
wzorow przyblizonych.

* Istniejg metody ,analogowe”, wykorzystywane takze raczej w przesztosci.
Metoda wanny elektrolitycznej, metoda siatki oporowej, metoda membra-
ny gumowe;j.
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* Istniejg tez ,0g6lne metody numeryczne”, pozwalajgce na wyznaczanie
nawet mniej typowych rodzajow pél elekirostatycznych. Metody te sg
chetnie stosowane z powodu duzej dostepnosci szybkich komputeréw
cyfrowych. Metody te korzystajg z wielu zdobyczy matematyki.

W sumie moge doda¢, ze chyba w kazdej dziedzinie zycia jest wiecej py-
tan niz odpowiedzi. Nawet, jezeli komputer liczy stosunkowo szybko, to i tak
zawsze wskazana jest ostrozno$é. Projektowanie urzgdzenia to jedno, a bu-
dowa praktyczna to juz inne problemy, ktérych na razie nie jestem do konhca
Swiadomy.

5 Elektrostatyka - wprowadzenie

5.1 Odziatywanie elektrostatyczne
5.1.1 Historia
5.1.2 Nosniki tadunku elektrycznego

Budowa typowego atomu

Budowa typowego jadra atomowego
elektron

proton

neutron

jony dodatnie

jony ujemne

antymateria i inne czastki elementarne
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5.2 Prawo Coulomba

5.3 Prawo Coulomba - zadania

5.4 Pole elektrostatyczne

5.4.1 Natezenie pola elektrycznego
5.4.2 Indukcja pola elektrycznego

5.5 Pole elektrostatyczne - zadania
5.6 Praca w polu elektrostatycznym

5.7 Praca w polu elektrostatycznym - zadania
6 Roéwnanie Laplace’a

6.1 Prawo Gaussa w ujeciu catkowym

Uwaga. Tutaj V oznacza objetosS¢.
Tres¢ prawa Gaussa w ujeciu catkowym.

N

Strumien natezenia pola elektrycznego D przenikajacy przez zamknietg
powierzchnie S, ograniczajacg obszar o objetosci V jest rowny catkowitemu
tadunkowi elektrycznemu () zawartemu w tej objetoSci.

— —
@D:¢D(7)~dS:Q (6.1)

tadunek elektryczny w objetos¢ V jest opisany zaleznoscia:

/ PV =Q (6.2)
\%

Tzn. catka z gestosci tadunku elekirycznego po objetosci V jest réwna cat-
kowitemu tadunkowi elektrycznemu znajdujgcemu sie w tej objetosci V.
Opracowano na podstawie Wikipedii [1] (dostep 2024.07.19).
Pomiedzy indukcjg pola elektrycznego a indukcjg pola elekiryczego zacho-
dzi zwigzek:
— —
D- =¢-E (6.3)

() — ()

Dla osrodka izotropowego zachodzi zwigzek:
€ty = €06, (7 (6.4)

Opracowano na podstawie: Nagel 2012 [2]
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6.2 Twierdzenie Ostrogradskiego - Gaussa

Twierdzenie Ostrogradskiego - Gaussa

Twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa umozliwia zamiane catki powierzch-
niowej na objetosciowg (potrojng) i na odwrét. Twierdzenie Ostrogradskiego -
Gaussa w postaci wektorowej ma postaé.

— — —
Do -dS= | (V-D- |dv (6.5)
2 E ) . (7)

Mozna to zapisa¢ przy pomocy operatora dywergencji:

— —

div-D=V-D (6.6)

Opracowano na podstawie Wikipedii: [3] oraz [4].

6.3 Prawo Gaussa w ujeciu rézniczkowym

Opracowano na podstawie: Nagel 2012 [2]

-
V-D

GG (6.7)
6.4 Rowanie Poissona
P
V2V, = ) (6.8)
(r) €0€Er

6.5 Rowanie Laplace’a

Roéwnanie Laplace’a jest szczeg6inym przypadkiem réwnania Poissona. Jest
stuszne, kiedy w danym punkcie przestrzeni nie ma tadunku elektrycznego.
Przyktadem moze by¢ lampa elektronowa, kiedy gestos$¢ pradu jest zaniedby-
walnie mata.

Jezeli w rébwnaniu Poissona zaniedbamy gesto$¢ tadunku elektrycznego
(p(?) = 0), wéwczas otrzymujemy réwnanie Laplace’a:

v2v(7>) =0 (6.9)

7 Rozwiazywanie rownanie Laplace’a metoda relaksa-
cyjng

| tried to solve Laplace equation using mainly information from Pierre Grivet's

book (Electron Optics) - [5].

There are few editions of this book (1965, 1972). Second edition (1972) conta-
ins explanation of relaxation method (page 38).
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More generalized approaches has been drafted by James R. Nagel - [2].
https://my.ece.utah.edu/"ece6340/LECTURES/Febl/ (visited 2023-03-01).

There are also publications edited by Albert Septier: Focusing of Charged
Particles [6] and Applied Charged Particle Optics (part A). [7].

| have also found some ideas in publication of D W O Heddle: Electrostatic
Lens Systems [8] (especially using PC computers to solve electrostatic pro-
blems).

I have also found (brief) description of by - hand solving of Laplace equation
by Bohdan Paszkowski - [9] (Polish edition). English translation of this book al-
so exists - [10].

I would like to thank many people, who helped me with this challenge. Espe-
cially prof. dr hab. Mieczystaw Jatochowski (supervisor of my master’s thesis),
who enabled me to use SIMION and MATLAB software while writing master’s
thesis about electron optical systems at University of Maria Curie - Skiodowska
in Lublin in 2008. | would also thank to prof. Marcin Turek for fruitful discus-
sion about numerical methods. What is more, my colleague Bartosz in 2012
had explained me general problems with software efficiency. So he had also
contributed significantly to the idea of Liebmann software (especially using C
language).
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s 8 Mesh XY -type D

20 hy=hy=h

220

gradient V' outside a mesh does not exist

y
Y row
Pr Py Py
Ymazx 4 3 ® L g 9
P4 P5 Pb'
+2 @ @ L J
h
Py Py Ps
Ymin 4+ 1 @ @ @
h
1 2 3 Z.col
Tmin Tmax x
Rysunek 2: Mesh XY type D
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2 9 Example of D-type mesh in ANSI C

222 Example of D- type mesh in ANSI C program. The mesh is analogous to B -
223 type mesh. Just h, = hy = h.

7:7‘0117
4 18 19 20 21 22 23
3 12 13 14 15 16 17
2 6 7 8 9 10 11
1 / 0 1 2 3 4 5
14
1 2 3 4 5 6 Z.c()l
Rysunek 3: ANSI C - mesh XY type D
224 e V =doublex* ptr_V
225 * unsigned int size_row == 4
226 * unsigned int size_col == 6
227 * unsigned int i_row == 1, 2, .., 4
228 e unsigned int i_col == 1,2, .., 6
229 e double h == 1.0 [mm]

11



Yy 4
ymaflj -+
vacuum
plate 1 plate 2
Ymin -
% "
Tmin Tmax

Rysunek 4: Example of 2D XY electrostatic problem - 2 parallel plates in vacu-
um
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10| O @) @] @) ©) @) O O

1 2 3 4 ) 6 7 8 Leol

Rysunek 5: Nodes in sample mesh XY type D

230 hy =hy=h
231 gradient V' outside a mesh does not exist

13



ZT'O’(U

10

2 3 4 ) 6 7 8 icol

Rysunek 6: Boundaries in sample mesh XY type D
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ZT'O’(U

10} 0.0 | 0.0 | 00| 00| 00| 0.0 | 0.0 | 0.0

8 0.0 { 0.0 |+1.0| 00| 0.0 |-1.0| 0.0 | 0.0

7001 00 |+10| 00| 00 |-1.0| 0.0 | 0.0

6 | 00| 0.0 |+1.0| 00| 0.0 |-1.0| 0.0 | 0.0

5] 001 00 |+10| 00| 00 |-1.0| 0.0 | 0.0

41 00| 00 (|+10] 00| 00 |—=1.0| 0.0 | 0.0

3100 00 |+10| 00| 00 |-1.0| 0.0 | 0.0

1 2 3 4 ) 6 7 8 Leol

Rysunek 7: Values of electrostatic potential V, .,y in sample mesh XY type D
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ZT'O’(U

10

72 73 74 75 76 7 78 79
64 65 66 67 68 69 70 71
o6 o7 o8 59 60 61 62 63
48 49 50 o1 92 93 o4 95
40 41 42 43 44 45 46 47
32 33 34 35 36 37 38 39
24 25 26 27 28 29 30 31
16 17 18 19 20 21 22 23
8 9 10 11 12 13 14 15
0 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7 8

icol

Size of mesh (number of rows and columns) is:

size_row
size_col

We can have access to each node if we know its row and column: We can

Rysunek 8: Indices in sample mesh XY type D (ANSI C)

10

8

determine its index (let’s name it icp (index if ,central” point).

icp = (id_row - 1) * size_col + i_col - 1

where

i_row
i_col

For example, if we want to set voltage of node with index icp, to 1.0 Volt,

1,
1,

2
2

2

I’

2

*

size_row
size_col

we can do it using pointer notation:

16




243 double* ptr_V is pointer to voltage mesh
244 *(ptr_V + icp) = +1.0;

17
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