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Streszczenie w jezyku polskim

Przewodnim celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest opracowanie wydajnych i do-
ktadnych algorytméw numerycznego rozwigzywania uktadéw réownan liniowych z ma-
cierzg wspotezynnikow tréjdiagonalng typu Toeplitza oraz doktadniejszych metod su-
mujacych bez zmniejszenia wydajnosci czasowej, ktérych wektorowo-rownolegle imple-
mentacje umozliwiaja dobre wykorzystanie wtasnosci wspotczesnych architektur wie-
loprocesorowych.

Pierwszym z uzyskanych wynikéw jest sformutowanie algorytméw rozwigzywania
omawianych uktadow z uwzglednieniem budowy wspotczesnych komputeréow. Nastep-
nie utworzone zostaly implementacje w jezyku C z wykorzystaniem interfejséw pozwa-
lajacych na wlaczenie proceséw rownolegtosci, tj. OpenMP (na CPU) i OpenACC (im-
plementacje przenosne: CPU i GPU). Nastepnie przedstawiono rézne formaty danych,
pozwalajace na lepszy dostep do pamieci. Oprocz standardowego kolumnowego forma-
tu danych przedstawiono réwniez format wierszowy, jak i efektywna zamiane pomiedzy
nimi z wykorzystaniem pamieci podrecznej oraz implementacje, w ktorej obliczenia sg
przeprowadzane z wykorzystaniem bloku pamieci podrecznej bez zamiany caltej tablicy
danych. Wykorzystanie innych formatow znaczaco przyspieszyto dziatanie funkcji na
procesorach graficznych, wliczajac nawet czas potrzebny na konwersje formatow. Poka-
zano implementacje przenosne pomiedzy CPU i GPU, heterogeniczne - dziatajace na
dwoch kartach graficznych oraz hybrydowe dziatajace jednocze$nie na CPU i GPU.

Przedstawiono réwniez implementacje algorytmow Kahana i Gilla-Mgllera w spo-
sOb pozwalajacy na wlaczenie proceséw wektorowych za pomoca funkcji wbudowanych
(ang. intrinsics) oraz procesu réwnolegtosci przy uzyciu OpenMP. Wyniki doktadno-
Sci obu algorytmoéow sumowania z poprawkami sa znaczaco lepsze niz wykorzystanie
zwykltego sumowania, a funkcje zréwnoleglone i zwektoryzowane dziataja w znaczaco
krétszym czasie niz zwykte sumowanie. Funkcje tylko zwektoryzowane dziataja w cza-
sie podobnym do zwyklego sumowania, a jednoczesnie poprawiaja doktadnosé wyniku.
Nastepnie podejscie to wykorzystano w algorytmach catkowania numerycznego oraz w
metodzie rozwiazywania szczegdlnego przyktadu trojdiagonalnego uktadu rownan linio-
wych typu Toeplitza. W obu rozpatrywanych przyktadach wykorzystanie sumowania z
poprawkami poprawito doktadnos¢ wynikow.

Otrzymane rezultaty potwierdzajg stuszno$é tezy stawianej w niniejszej rozprawie,
ze zrownoleglenie i wektoryzacja pozwalaja na znaczace przyspieszenie dziatania im-
plementacji algorytmoéw numerycznych rozwiazujacych uktady réwnan o macierzach
trojdiagonalnych typu Toeplitza na wspotcezesnych procesorach, procesorach graficz-
nych oraz architekturach hybrydowych.






Streszczenie w jezyku angielskim

The primary objective of this doctoral dissertation is to develop efficient and accurate
algorithms for solving linear systems of equations with a tridiagonal Toeplitz coefficient
matrix, as well as more precise summation methods without loss of time efficiency. Vec-
torization and parallelization of these algorithms aim to utilize modern multiprocessor
architectures effectively.

The first set of results involves formulating algorithms for solving the discussed
systems, taking into account the architecture properties of modern computers. Imple-
mentations have been developed in the C language using interfaces that enable paral-
lel processing, namely OpenMP (on CPU) and OpenACC (portable implementations:
CPU and GPU). Novel data formats have been developed to improve memory access.
The usage of different formats significantly accelerates the performance of the functions
on graphics processors, including the time required for format conversion. Portable im-
plementations between CPU and GPU, heterogeneous implementations operating on
two graphics processing units, and hybrid implementations simultaneously running on
CPU and GPU have been presented. Apart from the conventional column-wise data
format, various data structures have been introduced. These include pure row-wise
format and row-wise format with efficient conversion using cache memory and the im-
plementation where computations are performed using cache blocks without swapping
entire data arrays.

Implementations of Kahane’s and Gill-Moller’s algorithms have been also presen-
ted. It allows to utilize vector extensions using intrinsic functions and parallel proces-
sing using OpenMP. Accuracy results of both compensated summation algorithms are
significantly better than using ordinary summation. The vectorized and parallelized
functions operate significantly faster than ordinary summation. Vectorized functions
run in a time similar to ordinary summation while improving the accuracy of the re-
sults. Then, this approach has been applied to the problem of numerical integration
and a method for solving a specific case of tridiagonal Toeplitz linear systems. In both
cases, the use of summation with corrections improves the accuracy of results.

The obtained results confirm the thesis presented in this dissertation, namely that
parallelization and vectorization allow for significant acceleration of the implementa-
tion of numerical algorithms for solving systems of equations with tridiagonal Toeplitz
matrices on modern processors, graphics processing units, and hybrid architectures.
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Wstep

Obliczenia sekwencyjne polegaja na realizacji kazdej z instrukcji jedna po drugiej.
Wspblczesne procesory wielordzeniowe i komputery wieloprocesorowe umozliwiaja row-
nolegte podejécie do wykonywania polecen. Znacznym ograniczeniem w zrowleglaniu sg
obliczenia rekurencyjne, ktére nie zawsze moga zosta¢ zoptymalizowane przez kompila-
tory tak, aby wykorzysta¢ wtasnosci procesorow wielordzeniowych. Kazda oszczednosé
czasu trwania programu ma potencjal przyniesienia znaczacych korzysci, zwtaszcza gdy
dana implementacja jest wielokrotnie uruchamiana. Mimo coraz lepszych kompilato-
row, ciggle istnieje trudno$é¢ w automatycznym wykorzystaniu potencjatu réwnolegtosci
i wektorowosci, zwlaszcza w przypadku ztozonych proceséw rekurencyjnych.

Niniejsza praca przedstawia problematyke efektywnego rozwigzywania wybranych
algorytmow numerycznych na wspotczesnych architekturach komputerowych. Przez
efektywne rozumie sie programy dziatajace szybciej i/lub z lepsza doktadnoscia niz
znane do tej pory metody.

Nalezy zwroci¢é uwage na fundamentalny tréjkat: sprzet - algorytmy - kompila-
tory |[EGJKO04]. Wynika z niego, ze powinno si¢ tworzy¢ algorytmy, ktére umozliwia
kompilatorom adaptacje kodu do architektury komputeréw. Jest to nieodtaczna czescia
postepu w dziedzinie informatyki obliczeniowej. Dlatego, aby efektywnie rozwigzywac
badane uktady rownan, poszukuje sie nowych metod zapewniajacych szybkos¢, wydaj-
nos¢ i doktadnosé rozwigzan, ktore wykorzystuja potencjat wieloprocesorowosci.

Zmane podejscia do rozwigzywania omawianych probleméw nie sg tatwo przenogne
na programy rownolegte i wektorowe. Wezesniejsze rozwigzania dazyty do jak naj-
mniejszej liczby operacji, jednak efektywnosé algorytmow nie zawsze koreluje z liczba
operacji; czesto te z wigksza ich liczbg moga by¢ efektywnie zréwnoleglone lub zwekto-
ryzowane. Proces ten wymaga opracowania nowych struktur danych i implementacji,
ktore moga w wydajny sposob wykorzystaé potencjat rownolegtosci, szczegolnie w obli-
czeniach na kartach graficznych, gdzie podejscie SIMD odgrywa kluczowa role [Ebel4).

W niniejszej pracy zaproponowano efektywne algorytmy rozwigzujace szczegdlne
przypadki uktadéw réwnan liniowych, tj. z macierza wspoétczynnikoéw trojdiagonalng
typu Toeplitza. Uktady takie wystepuja w algorytmach numerycznych do rozwiazy-
wania problemow wartosci granicznych zwyczajnych i czastkowych rownan roézniczko-
wych [SP11,VA12]. Wykorzystuje sie je réwniez w interpolacji kawatkami szescien-
nej (ang. piecewise cubic interpolation), w algorytmach splajnowych (ang. spline al-
gorithms) |CY96al,[SP06|Ter16], w metodzie ADI (ang. Alternating Direction Impli-
cit) |[Terl6] i wiele innych [Pot14,SCB05|Saa03]/QS04,/QS04, WE17,|Farl1].

Rozwiazywaniu szczegdlnych uktadow réownan liniowych poswigcono wiele uwagi.
Podstawowa idea pochodzi od Rojo [R0j90]. Zaproponowal on metode dla uktadow
trojdiagonalych symetrycznych z wykorzystaniem dekompozycji macierzy wspotczyn-
nikéw na LU oraz réwnan Shermana-Morrisona [DSZ1§]. Podejscie to zostato zmo-
dyfikowane w celu otrzymania nowych solweréw umozliwiajacych zréwloleglanie obli-
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czen |[VA12,GS01]. Zwektoryzowany, lecz nie zréwnoleglony alogorytm zostal zapro-
ponowany w [CY96b]. Inne podejscie wykorzystali McNally i in. [MGS08] w skalowal-
nym algorytmie z ograniczong komunikacja pomiedzy danymi. Znajduje on przybli-
zenie doktadnego rozwigzania z zadang precyzja, lecz nie wykorzystuje wektoryzacji.
Terekhov [Ter16] zaproponowal wysoce skalowalny, zréwnoleglony algorytm do rozwia-
zywania uktadow réwnan z wieloma prawymi stronami.

Zauwazy¢ nalezy, ze znane biblioteki numeryczne takie jak MKL, LAPACK czy
NAG nie zapewniaja funkcji do rozwigzywania trojdiagonalych uktadéow Toeplitza.
Zapewniaja natomiast funkcje dla bardziej ogdlnych uktadow.

Dotychczasowe prace badawcze nad rozwigzywaniem trojdiagonalnych uktadow row-
nan liniowych typu Toeplitza autorka zawarta w trzech artykutach [DS20,DS21,DS22).

Kolejnym elementem niniejszej pracy jest efektywne - pod wzgledem czasowym i do-
ktadnosci - sumowanie dtugich ciggéw liczb. Jest to jeden z najwazniejszych i najczescie]
wystepujacy element algorytmoéw numerycznych, wpltywajacy znaczaco na doktadnosé
i stabilnos¢ wielu algorytméw. Dlatego powstato wiele algorytmow efektywniejszych niz
zwykle, iteracyjne sumowanie |Hig96|. Jezeli pozadana jest wicksza doktadnosé, a czas
wykonania jest mniej istotny, mozna skorzystaé¢ z bardziej wyszukanych algorytmoéow
sumowania |[ADN20]. Znane sa dwie podstawowe metody sumowania z poprawkami:
metoda Kahana [Kah65] i algorytm Gilla-Mgllera [Mg65]. Sa to wzglednie proste me-
tody, jednak ich automatyczna optymalizacja przez kompilator nie jest mozliwa ze
wzgledu na zaleznosci miedzy danymi wykorzystywanymi w kolejnych krokach iteracji.
Praca [NDMR20| pokazuje wektoryzacje metody Kahana.

Dotychczasowe prace nad tym zagadnieniem autorka opublikowata w dwoch arty-
kutach [DS23b,DS23a].

Cel i teza rozprawy

Celem rozprawy jest opracowanie wydajnych i doktadniejszych algoryt-
mow numerycznego rozwigzywania ukladow réwnan liniowych z macierza
wspolczynnikéw trdjdiagonalng typu Toeplitza oraz doktadniejszych me-
tod sumujacych bez zmniejszenia wydajnosci czasowej, ktorych wektorowo-
rownolegte implementacje umozliwialyby dobre wykorzystanie wlasnosci
wspolczesnych architektur wieloprocesorowych.

W zwiazku z tak postawionym celem zostata sformutowana teza: Zréwnoleglenie
i wektoryzacja pozwalaja na znaczace przyspieszenie dzialania implementa-
cji algorytmoéw numerycznych rozwigzujacych uktady réwnan o macierzach
tr6jdiagonalnych typu Toeplitza na wspoétczesnych procesorach, procesorach
graficznych oraz architekturach hybrydowych.

Aby osiggnaé¢ tak postawiony cel postuluje sie wykonanie nastepujacych krokdw:

- sformutowanie algorytméw pozwalajacych na implementacje, ktore beda wyko-
rzystywaly wtasnosci architektur wspotezesnych systemoéw komputerowych,

- implementacja ww. algorytmow z wykorzystaniem narzedzi wspierajacych wek-
toryzacje i obliczenia rownolegte oraz przenosnos¢ pomiedzy architekturami,

- wykorzystanie nowych reprezentacji danych (macierzy, wektorow) pozwalajacych
na lepszy dostep do pamieci i zredukowanie liczby niezbednych synchronizacji,
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- zwiekszenie doktadnosci obliczen poprzez wykorzystanie algorytméw sumowania
z poprawkami,

- wykorzystanie obliczen w réznych formatach reprezentujacych liczby zmiennopo-
zycyjne (pojedyncza, podwdjna i mieszana precyzja),

- przeprowadzenie testow, analiza wynikéw czasowych, doktadnosci, dobdér para-
metréw, proba automatyzacji doboru parametrow.

Struktura rozprawy

Niniejsza praca sktada sie z szeSciu rozdziatéw, wstepu, podsumowania oraz bibliografii.
Rozdzial pierwszy stanowi wprowadzenie do obliczen réwnoleglych. Ponadto, w roz-
dziale tym omoéwione zostaja narzedzia programistyczne wykorzystywane do tworzenia
programow zaprezentowanych w niniejszej pracy. Opisano réwniez architektury, na kto-
rych zebrano wyniki stanowiace cze$¢ niniejszej rozprawy. Jako ostatni punkt tego
rozdzialu omowiono sposoby weryfikacji wydajno$ci omawianych implementacji.

Rozdziat drugi prezentuje tematyke zwiazana z uktadami réwnan liniowych. Wpro-
wadza w uktady z macierzg wspotczynnikow trojdiagonalng typu Toeplitza. Przedsta-
wia zastosowania omawianych uktadéw, znane algorytmy do ich rozwigzywania oraz
prezentuje ich rozwiniecia oraz inne podej$cia do rozwigzywania omawianych ukta-
déw opisane w literaturze. Omawia réwniez istniejace oprogramowanie pozwalajgce na
rozwigzywanie specjalnych uktadéw réwnan liniowych.

Kolejne rozdziaty, tj. trzeci, czwarty, piaty i szésty przedstawiajg oryginalne wyniki
badawcze.

Rozdziat trzeci zajmuje tematyka zwigzana z trojdiagonalnymi uktadami réwnan
linowych typu Toeplitza postaci (1,t,t3). Zaprezentowano dwie wersje réwnolegltego
solwera typu dziel i zwyciezaj (ang. divide and conquer), opartego na znanym algo-
rytmie rozwigzywania wyzej wymienionych uktadéw. Pokazano jak zredukowacé liczbe
niezbednych synchronizacji i jak wyrownywac¢ dane, aby optymalnie wykorzystaé¢ pa-
mie¢ podreczng. Zaprezentowane implementacje osiggaja bardzo dobre przyspieszenie
na architekturach wielordzeniowych oraz sg bardziej energooszczedne niz prosta imple-
mentacja sekwencyjna.

Rozdziat czwarty kontynuuje tematyke tréjdiagonalnych uktadow réwnan linowych
typu Toeplitza, jednak postaé¢ badanych uktadow to (¢1,ts,t3). Przedstawiono imple-
mentacje dwoch algorytméw - pierwszy oparty na metodzie Wanga [Wan81| oraz drugi,
oparty na sekwencyjnym algorytmie przedstawionym przez Liu i in. [LLYZ20|. Zapro-
ponowano implementacje sa przenosne, a wiec moga zosta¢ wykonane zaréwno na CPU
jak i GPU, a bardziej zaawansowane wersje moga zosta¢ wykonane na wielu GPU lub na
architekturze hybrydowej. Oprocz standardowego kolumnowego formatu danych przed-
stawiono rowniez format wierszowy, jak i efektywna zamiang pomiedzy nimi z wykorzy-
staniem pamieci podrecznej oraz implementacje, w ktorej obliczenia sa przeprowadzane
w bloku pamieci podrecznej bez zamiany catej tablicy danych. Rozwazono roéwniez spo-
sob predykcji parametréow przedstawionego algorytmu. Przeprowadzone eksperymenty
wykazaly dobra wydajnos¢ i doktadnosé algorytmow.

Rozdziat piaty zwigzany jest z tematyka efektywnego sumowania. Zawiera wpro-
wadzenie do tematyki sumowania z poprawkami. Przedstawia dwa znane algorytmy:
Kahana oraz Gilla-Mgllera, pozwalajace na osiaganie wysokiej doktadnosci sumowa-
nia duzych ciggdéw liczbowych. Pokazano réwniez sposob wektoryzacji i zréwnoleglenia
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z wykorzystaniem funkcji wbudowanych oraz OpenMP. Zaprezentowano wyniki eks-
perymentéw w pojedynczej, w podwojnej oraz w mieszanej precyzji. Pokazaly one,
ze zaproponowane implementacje osiaggaja znacznie wicksza doktadnosé niz iteracyjne
sumowanie, a czas dzialania jest z nim porownywalny.

Rozdzial szosty jest ostatnim rozdziatem niniejszej rozprawy. Przedstawia on efekty
wykorzystania sumowania z poprawkami w znanych algorytmach. Pierwszy przyktad
to catkowanie numeryczne. Wybrano kilka znanych metod catkowania numerycznego
oraz uzupeliono te algorytmy o sumowanie z poprawkami wykorzystujac algorytmy
Kahana oraz Gilla-Mgllera i zbadano otrzymane doktadnosci. Drugi przyktad to za-
gadnienie warunkow brzegowych réwnania rézniczkowego, czyli rozwiazywanie szcze-
gblnego uktadu rownan liniowych wzbogacone o algorytm Kahana. Dla tego przyktadu
zebrano wyniki doktadnosci jak i czasu trwania programow.

W podsumowaniu znalazty sie konkluzje ptynace z niniejszej rozprawy oraz kierunki
dalszych badan.

Nalezy doda¢, ze wszystkie implementacje przedstawione w niniejszej rozprawie
s ogolnodostepne i mozna jest znalez¢ w publicznym repozytorium pod adresem
https://github.com /beatadmitruk/doktorat_kody.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie do obliczen
rownoleglych

1.1 Wstep

Kompilatory mogg samodzielnie przeprowadzaé¢ pewne optymalizacje kodu. Wystepu-
ja rozne rodzaje takich dziatan. Podstawowymi rodzajami sg optymalizacja maszy-
nowa (dotyczy whasciwego wykorzystania architektury) i niezalezna sprzetowo opty-
malizacja skalarna (wykorzystujaca m.in. upraszczanie wyrazen, eliminacje wspolnych
fragmentéw kodow, eliminacje nadmiarowych podstawien i inne; dzielona na lokal-
ng - w ramach blokéw instrukcji prostych i globalng - w obrebie calych podprogra-
méw) |[ASU02,Stp0g].

Problem stanowia jednak algorytmy sekwencyjne, polegajace na realizacji kazdej
z instrukcji sekwencyjnie - jedna po drugiej, bez wykonywania innych proceséw jedno-
czesnie. W algorytmach tych czesto wystepuja zaleznosci miedzy danymi przetwarza-
nymi w kolejnych krokach. Wtedy, nawet w przypadku wzglednie prostych algorytmow
nie jest mozliwa ich automatyczna optymalizacja. Zatem implementujac takie metody
nie wykorzystuje sie wlasnosci architektury wspotczesnych komputeréw wielordzenio-
wych i wieloprocesorowych, co jest kluczowe w otrzymywaniu efektywnych programéw.
Potrzebne jest wiec ciggte doskonalenie metod obliczeniowych tak, aby mogty by¢ efek-
tywnie zaimplementowane na wspotczesne architektury. Wiodace sa w tym dwa kolejne
sposoby optymalizacji: wektorowa i réwnolegta.

Wektoryzacja jest procesem, ktory przeksztatca skalarne operacje na pojedynczych
elementach (ang. Single Instruction Single Data—SISD) na operacje, gdzie jedna in-
strukcja wykonywana jest jednocze$nie dla wielu elementéw np. catego wektora lub
macierzy (ang. Single Instruction Multiple Data—SIMD) [RF15|. Wiele dzialan wy-
stepujacych w obliczeniach naukowych jest zdefiniowanych jako dziatania wektoro-
we lub macierzowe. Aby wykorzysta¢ ten fakt, projektowane sg architektury, w kto-
rych mozna realizowaé instrukcje dla calych zbioréw danych [SB11]. Powstaja réw-
niez nowe klasy algorytméw pozwalajace na wykorzystywanie jednostek wektorowych
[GBWS18,BE93,/Sun01} Ter16,,ACDT01,/AALZ00]. We wspolczesnych procesorach wie-
lordzeniowych wektoryzacja odbywa sie na poziomie rozszerzen SIMD, czyli AVX,
AVX-2, AVX-512 i ma gtowny wplyw na osiaggane przyspieszenia wzgledem algorytméow
sekwencyjnych.

Zréwnoleglenie jest procesem, ktory pozwala na przeprowadzenie wielu operacji
w tym samym czasie. Programowanie rownolegle jest zasadniczo innym typem dzia-

15



tania niz wektoryzacja. W wektoryzacji - jak wspomniano wyzej - wykonuje sie jedna
instrukcje na wielu elementach. Natomiast programowanie rownolegte polega na dziele-
niu duzych zadan na mniejsze dziatania i wykonywanie tych wtasnie mniejszych zadan
jednoczesnie. Proces ten moze zosta¢ wykorzystany dzieki odpowiedniej budowie kom-
puteréw, a odbywa sie na poziomie odrebnych procesoréw lub rdzeni procesoréw wie-
lordzeniowych. Zréwnoleglanie jest szczegélnie istotne dla procesoréw graficznych (ang.
Graphics Processing Unit, GPU) oraz dla architektury MIC (ang. Many Integrated Co-
re Architecture) [GBWS18]|. Nalezy jeszcze dodaé cytujac za [Stp08|, ze realizujac idee
rownoleglosci wewnatrz pojedynczego procesora na poziomie wykonywanych réwnole-
gle rozkazow (ang. instruction-level parallelism) powstalta koncepcja budowy proceso-
réw superskalarnych, wyposazonych w kilka jednostek arytmetyczno-logicznych (ALU)
oraz jedna lub wiecej jednostek realizujacych dzialania zmiennopozycyjne (FPU). Jed-
nostki obliczeniowe otrzymuja w tym samym cyklu do wykonania instrukcje pochodzace
zwykle z pojedynczego strumienia. Zaleznos¢ miedzy poszczegdlnymi instrukcjami jest
sprawdzana dynamicznie w trakcie wykonania programu przez odpowiednie uktady
procesora.

Powstawanie coraz bardziej zaawansowanych architektur komputerowych ze ztozo-
ng struktura pamieci pociaga za soba potrzebe tworzenia nowych algorytmoéw, ktore
w wydajny sposob beda korzystaly z tych ulepszen [EGJKO04].

1.2 Narzedzia programistyczne

W niniejszej sekcji zostana wymienione oraz pokrotce omoéwione narzedzia, ktore zo-
staly wykorzystane do tworzenia programéw przedstawionych w niniejszej rozprawie.
Zostanie przedstawiony jezyk programowania jak i wykorzystane interfejsy umozliwia-
jace programowanie rownolegte oraz funkcje pozwalajace na dziatania wektorowe.

1.2.1 Jezyk C

C jest wysokopoziomowym, strukturalnym jezykiem programowania powstatym w roku
1972. Jest to jeden z najpopularniejszych jezykéw programowania, wykorzystywanym
bardzo wszechstronnie - od systeméw operacyjnych do programéw nadzorujacych prace
urzadzen przemystowych. Istotnymi zaletami sg przenosnosé¢ oraz szybkos¢ programow
napisanych w tym jezyku. Natomiast poprawne zarzadzanie pamiecia wymaga poswie-
cenia wiekszej uwagi programisty, niz w innych popularnych jezykach, takich Python
czy Java.

Wszystkie implementacje, ktore zostaty przedstawione w niniejszej rozprawie po-
wstalty w jezyku C. Przykltadowy program w jezyku C znajduje sie na listingu [1.1

#include <stdio.h>

int main() {
printf( )
return O;

ST W N

Listing 1.1: Przyktadowy program w jezyku C
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1.2.2 OpenMP

OpenMP (ang. Open Multi-Processing) jest interfejsem pozwalajacym na wprowadze-
nie programowania réwnolegltego do programéw napisanych w jezyku C/C++ oraz
Fortran dla systeméw wieloprocesorowych z pamiecig wspotdzielonag [BSHS11|. Pozwa-
la on réwniez na wprowadzenie mechanizmoéw komunikacji pomiedzy watkami oraz ich
synchronizacji [SB11]. OpenMP oparty jest na dyrektywach - w jezyku C sa to pragmy,
ktore specyfikuja mozliwg rownolegtosé obliczen. Dyrektywny te moga rowniez zawie-
ra¢ informacje o podziale danych pomiedzy watkami [Qui03|. Dodatkowo, w OpenMP
zdefiniowano takze kilka zmiennych §rodowiskowych oraz funkcji, ktore m.in. pomagaja
w mierzeniu czasu wykonania programu [Stpl8|. Listing u przedstawia przyktadowy
program w jezyku C wykorzystujacy interfejs OpenMP.

1 |#include <omp.h>

2 |#include <stdio.h>

3 |#include <stdlib.h>

4

5 |int main(){

6 int i, all;

7 |#pragma omp parallel private(i,all)
8 {

9 i=omp_get_thread_num() ;

10 all=omp_get_num_threads () ;
11 printf ( , i, all ) ;
12 }

13 return O0;

14 |2

Listing 1.2: Przyktadowy program w jezyku C z wykorzystaniem OpenMP

1.2.3 OpenACC

OpenACC (ang.Open ACCelerators) jest interfejsem stuzacym do zréwoleglania obli-
czen w programach stworzonych w jezykach C/C++ lub Fortran [SC17]. Oferuje dy-
rektywy (pragmy), dzigki ktérym mozna przekazaé¢ informacje o mozliwosciach zréw-
noleglenia oraz przenoszenia danych z oraz do urzadzen akceleracyjnych (np. kart gra-
ficznych) [Farl7]. Dyrektywy te stuza do oznaczania blokéw kodu zrédtowego, ktore
moga zosta¢ automatycznie zakcelerowane. Czasami jednak niezbedne jest réwniez do-
danie wysokopoziomych przeksztatcen kodu zrodtowego, aby uzyskaé¢ oczekiwang wy-
dajnosé |CJ18,Stpl6].

Model wykonania OpenACC zostal przedstawiony na rysunku [I.I} Model ten po-
zwala uzytkownikom wyrazié¢ trzy poziomy réwnolegtosci: gang (ang. gang), pracow-
nik (ang. worker) i wektor (ang. vector). Ponizej nastapi oméwienie tych poziomdw
za pozycja [Farl7|, zaczynajac od najbardziej podstawowego, czyli watku (ang. thre-
ad). Pojedynczy, szeregowy watek wykonawczy to podstawowa koncepcja rownolegta.
Pracownik, to grupa watkow, ktére moga dziata¢ razem w trybie SIMD. Wektory to
zbiory watkéw dziatajacych krok po kroku podczas wykonywania instrukeji SIMD. Na-
tomiast gangi to grupy pracownikow. Gangi dzialaja niezaleznie od siebie. Przyktadowy
kod z wykorzystaniem OpenACC znajduje sie na listingu [1.3
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A thread—serial execution

A thread in a worker

A thread in a worker

A thread in a worker

A thread in a worker

A thread in a worker

A worker A vector in a worker
(composed of multiple threads) (threads work in lockstep)
|
A gang

(where one or more workers share resources)

Rysunek 1.1: Rézne formy rownolegtosci OpenAC

1 |#include <openacc.h>

2 |#include <stdio.h>

3

4 |int main (){

5 int N=10000;

6 float a = 11.3f;

7 float *x = (float*)malloc(N * sizeof (float));
8 float *xy = (float*)malloc(N * sizeof (float));
9 for (int i = 0; i < N; ++i) {

10 x[1i] = 1i;

11 y[il] = N - 1i;

12 }

13 |#pragma acc parallel loop

14 for(int i = 0; i < N; ++1i)

15 y[il = a * x[i]l + y[il;

16 return O;

17 |}

Listing 1.3: Przyktadowy program w jezyku C z wykorzystaniem OpenACC

1.2.4 Funkcje wbudowane

Funkcje wbudowane (ang. intrinsics) dla procesoréw CPU to wysokopoziomowe re-
prezentacje instrukcji maszynowych, pozwalajace na manualng wektoryzacje obliczen
w jezykach C/C++. Instrukcje te pozwalaja w pelni wykorzystaé zalety plynace z roz-
szerzen wektorowych (ang. Advanced Vector Extensions). Dzialaja na typach danych
reprezentujacych 512-, 256-, 128-bitowe rejestry (w AVX-512, AVX2, AVX, odpowied-
nio). Pozwalaja programiscie na zapis instrukcji SIMD wygladajacych tak, jak wywola-
nie funkcji C/C++. Gléwna wada takich programéw jest brak przeno$nosci pomiedzy
roznymi wersjami rozszerzef wektorowych [Stp18].

17r6dto:
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1 |#include <immintrin.h>

2 |#include <stdio.h>

3 |#include <stdlib.h>

4

5 |int main(){

6 __m256 a = _mm256_set_ps(1.0 2.0,4.0,8.0,16.0,32.0,64.0,128.0);
7 __m256 b = _mm256_set_ps(128.0,64.0,32.0,16.0,8.0,4.0,2.0,1.0);
8 __m256 ¢ = _mm256_add_ps(a, b);

9

10 float d[8];

11 _mm256_storeu_ps(d, c);

12 for(int i=0;i<8;i++)

13 printf ( ,dlil);

14 return 0;

15 |}

Listing 1.4: Przyktadowy program w jezyku C z wykorzystaniem funkcji whudowanych

1.3 Architektury wspoétczesnych komputeréw

Efektywnos¢ algorytméw zalezy nie tylko od ich ztozonosci. Wptywa na nia takze kom-
pilator oraz sprzet komputerowy. Dlatego za praca [EGJKO04] mozna méwié¢ o funda-
mentalnym trojkacie “algorytmy - sprzet komputerowy - kompilatory” (ang. algorithms-
hardware-compilers triangle lub fundamental AHC triangle). W praktyce przeklada sie
to na koniecznos¢ tworzenia odpowiednich algorytméw, umozliwiajacych kompilatorom
dostosowanie kodu do budowy komputeréw [Stp0§].

Koncepcja programowania rownolegltego poczatkowo realizowana byta na bardzo
drogich superkomputerach, ktére stuzyty do wysokowydajnych obliczen (ang. high per-
formance computing). Urzadzenia te mozna byto znalez¢ jedynie w centrach naukowych,
a przez to dostepne one byty jedynie dla waskiego grona specjalistow [Pot14].

Obecnie zapotrzebowanie na moc obliczeniowa stale rognie. Aby sprostac tej potrze-
bie nastgpito przejécie od tradycyjnych procesoréow jednordzeniowych do architektur
wielordzeniowych i wieloprocesorowych. Efektywne wykorzystanie takich architektur
pociaga za soba rozpowszechnienie technologii obliczen réwnolegtych. Obecnie niemal
wszystkie nowoczesne komputery dysponuja taka technologia, przez co znaczaco rozsze-
rzyla sie grupa jej uzytkownikéow [RSW15|. Ostatnie dziatania producentéw architektur
komputerowych sugeruja, ze dalszy rozwoj bedzie zwiazany z systemami hybrydowy-
mi, a obecnie najpopularniejsze - ze wzgledu na cene¢ - rozwigzania to heterogeniczne
urzadzenia, na ktore sktadaja sie zintegrowane z procesorem karty graficzne.

W dalszej czesci omoOwione zostang architektury, na ktérych zebrano wyniki zapre-
zentowane w niniejszej rozprawie z podziatem na procesory i procesory kart graficznych.
Urzadzenia te zostaty zainstalowane na Wydziale Matematyki, Fizyki i Informatyki
Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej w Lublinie.

1.3.1 Procesory

Procesor (ang. Central Processing Unit, CPU) - jednostka, ktéra odpowiedzialna jest
za pobieranie danych z pamieci operacyjnej i wykonywanie rozkazow. Nastepnie takie
dane zwracane sa do pamigci badz wysytane do strumienia wyjsciowego. Wspotczesne
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procesory majg budowe wielordzeniowa. Wiodacym producentem procesoréw jest firma
Intel. Przyktadowy procesor - Intel Xeon Phi - zostal przedstawiony na rysunku (1.2}

Rysunek 1.2: Procesor Intel Xeon Ph

Ponizej opisano architektury, ktére stuzyty do testéw w niniejszej pracy:

. Intel Xeon E5-2670 v3 Intel Xeon E5-2670 v3 (tacznie 24 rdzenie z hyperthre-
adingiem, 2.3 GHz), 128GB RAM, uruchomiony na systemie Linux z CUDA 10.0
oraz kompilatorami Portland Group PGI wersja 19.4 ze wsparciem dla OpenMP

i OpenACC,

II. Intel Xeon Phi 7120P (KNC, 61 rdzeni z multithreadingiem, 1.238 GHz, 16GB
RAM, 512-bitowe rozszerzenia wektorowe) - w dalszej czesci nazywany bedzie
MIC,

III. Intel Xeon Gold 6342 (tacznie 48 rdzeni z hyperthreadingiem, 2.8 GHz, 36 MB pa-
mieci podrecznej, 256 GB RAM) uruchomiony na systemie Linux wraz z OneAPI
firmy Intel (wersja 2022) zawierajacym kompilatory jezykéw C/C++, Fortran
oraz wysokowydajng biblioteke numeryczng MKL.

1.3.2 Procesory graficzne

Procesor graficzny (ang. Graphics Processing Unit, GPU) jest to jednostka obliczeniowa
znajdujaca sie w kartach graficznych.

Rysunek 1.3: Procesor graficzny Ampere A100 firmy NVIDI

27rédlo: https://www.benchmark.pl/aktualnosci/intel-xeon-phi-procesory-dla-superkomputerow-
cena-specyfikacja.html, dostep: 19.09.2023
37r6dlo: https://www.nvidia.com/en-us/data-center/a100/, dostep: 20.09.2023
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Poczatkowo karty graficzne stuzyty gtownie do obstugi grafiki, gdzie wymagane byto
przeprowadzenie wielu, ale raczej bardzo prostych obliczen. Wprowadzenie architektu-
ry NVIDIA G80 oraz opartego na jezyku C srodowiska NVIDIA CUDA umozliwito
powszechne wykorzystanie procesoréw graficznych do obliczen naukowych i inzynie-
ryjnych [Pot14]. Czotowi producenci omawianych podzespotéw to NVIDIA i AMD.
Przyktad karty graficznej - Ampere A100 firmy NVIDIA - zostal przedstawiony na
rysunku [1.3]

Ponizej opisano wykorzystywane w eksperymentach karty graficzne, ktére urucho-
mione byty na systemie Linux z CUDA 10.0 oraz kompilatorem PGI:

A. Kepler - NVIDIA Tesla K40m GPU (2880 rdzeni, 12GB RAM),
B. Volta - NVIDIA Volta V100 GPU (5120 rdzeni, 32GB RAM),

C. Turing - NVIDIA GEFORCE RTX 2080 SUPER GPU (3072 rdzeni, 8 GB RAM),
pracujaca na komputerze z procesorem AMD Ryzen 9 3900X (tacznie 12 rdzeni
z hyperthreadingiem, 3.8 GHz), 32GB RAM,

D. Ampere - NVIDIA Ampere A100 GPU (6912 rdzeni, 40GB RAM).

1.4 Pamieé¢ komputera

Jednym z fundamentalnych aspektow projektowania efektywnych implementacji jest
optymalny dostep do danych. Dlatego nalezy poswieci¢ uwage na zbadanie systemu
pamieci.

rejestry
L1
pamieé Lo
podreczna
L3

pamieé operacyjna

pamieé¢ zewnetrzna

Rysunek 1.4: Tréjkat prezentujacy hierarchie pamieci komputera

Na szczycie hierarchii pamieci znajduja sie rejestry, gdzie majg miejsce obliczenia
(zmiennoprzecinkowe, catkowitoliczbowe i logiczne). Maja one najkrotszy czas doste-
pu, ale tez najmniejsza pojemnos¢. Pomiedzy rejestrami i pamiecia gtowng znajduje
si¢ jeden lub wiecej pozioméw pamieci podrecznej. Najblizsza rejestrom jest pamiec
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podreczna pierwszego poziomu (ang. first-level cache memory (L1 cache)) - najszyb-
sza, lecz najmniejsza. Nastepna jest pamie¢ podreczna drugiego poziomu (ang. second-
level (L2)). Jest jeszcze mozliwy poziom trzeci (ang. third-level (L3)). Ponizej pamieci
gtownej znajdujg sie poziomy pamieci zewnetrznej z wigkszymi pojemnosciami, ale
wolniejszym dostepem [EGJKO04]. Opisany powyzej schemat prezentuje rysunek .

1.5 Analiza wydajnosci

Podstawowa cechg opisujacg wydajno$é¢ programu jest jego czas wykonania. Dziatania
programisty maja za zadanie skrocenie tego czasu. Jednak operowanie czasami bez-
wzglednymi nie jest miarodajng informacja, poniewaz moze nie odzwierciedla¢ osigga-
nego zysku. Dlatego wygodniej jest postugiwaé sie miara przyspieszenia (ang. speedup)
programu [Stp08]. Warto$¢ ta pokazuje ile razy szybciej dziala program zoptymalizo-
wany okreslong technikg lub na okreslong architekture wzgledem programu bazowego
- na og6t sekwencyjnego.

Definicja 1.1. Przyspieszenie wyliczane jest jako iloraz czasu dziatania algorytmu ba-
zowego oraz rozwazanego algorytmu, tj.

Czas(Algorytm Bazowy)

Przyspieszenie = (1.1)

Czas(Algorytm Rozwazany)
Kolejnym waznym aspektem osigganym przez program jest doktadnosé. Jest ona

roOwnie wazna, a czasami wazniejsza niz czas dziatania programu. Przede wszystkim

zmniejszenie czasu dziatania nie moze pociaga¢ za sobg zmniejszenia doktadnosci.
Niech rozwazany uktad réwnan ma postac:

Tx = b, (1.2)
gdzie T € R™™ jest macierzg wspotczynnikéw, x = (xg, 21, ..., 2,_1)7 szukanym wek-
torem oraz b = (by,by,...,b,_1)T prawa strong réwnania. Dokladnosci programéw

rozwiazujacych uktady réwnan postaci (1.2) moze zostaé wyliczona za pomoca naste-

pujacego wzoru:
Tx —b
Blgd wzgledny = ”HHH, (1.3)
X
gdzie X jest rozwigzaniem wyliczonym przez badany program. W programach beda-
cych przedmiotem niniejszej rozprawy wykorzystano norme euklidesowa, tj. nastepu-

jacy wzor:
Blad wzgledny = | > % (1.4)

gdzie g =TX — b.
Blad wzgledny sumowania zostal sprawdzony w tatwy sposob, poniewaz - jak opisa-
ne zostato w rozdziale o[- znana jest doktadna warto$é¢ sumy. Wyliczenie to przedstawia

wzor (1.5).

|Suma wyliczona — Suma doktadna |

Blgd wzgledny = ) (1.5)

|Suma dokladna |

gdzie Suma wyliczona jest wynikiem rozpatrywanego programu, a Suma dokiadna zo-
stala wyznaczona za pomocg wzoréw matematycznych.
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Aspektem wartym uwagi jest réwniez ilos¢ operacji w algorytmie. Jednak w pro-
gramowaniu rownoleglym nie zawsze przeklada sie to bezposrednio na efektywnosé
implementacji. Wystepuja sytuacje, w ktorych implementacja z wigksza liczba operacji
moze zostaé obliczona szybciej, poniewaz wiele z tych operacji moze zosta¢ wykonanych
rownolegle.

Zmajac liczbe operacji w algorytmie mozna wyznaczy¢ liczbe operacji zmiennoprze-
cinkowych na sekunde, czyli FLOPS (ang. Floating Point Operations Per Second). Jest
to jednostka mocy obliczeniowej. Wyznacza si¢ jg poprzez podzielenie ilosci operacji dla
konkretnego przypadku przez czas wykonania tego wtasnie przypadku. Na ogot wygod-
niej jest podawac liczbe operacji na sekunde w jednostce GFLOPS, czyli podzielone;j
przez 107,
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Rozdziat 2

Trojdiagonalne uklady réwnan
liniowych typu Toeplitza

2.1 Wstep

Uktad réwnan liniowych o n niewiadomych i m réwnaniach moze zostaé¢ zapisany jako:

0o + anry + ...+ Qomnr-1)Tn-1 = b
100 + anry  + ...+ Ain-1)Tp-1 = b
(2.1)
Am-10To +  Qm-11T1  + .+ QD)= 1)Tn-1 = b1

Niech 0 <i<m —1oraz 0 < j <n—1 Wtedy z; sa niewiadomymi, a;; - wspétczyn-
nikami uktadu, b; - statymi. Przypisujac:

Qoo ao1 ap(n—1) Lo bo
4510) ail a1(n—1) T1 by
A = . . . ) X = . ) b = )
A(m-1)0 Om-11 -  O@m—1)(n—1) Tp—1 b1

uklad (2.1) moze zostaé¢ zapisany w nastepujacej, rownowaznej formie:
Ax = b. (2.2)

Do dalszych rozwazan przyjeto zatozenie, ze n = m. W przeciwnym przypadku mozna
dopemi¢ brakujace kolumny lub wiersze elementami zerowymi.

Glownym przedmiotem badan niniejszej rozprawy beda uktady, w ktorych macierz
A spelia dodatkowe kryteria. Pierwszym typem jest macierz Toeplitza , ktora
nazwana zostata za niemieckim matematykiem Otto Toeplitzem (ur. 1 sierpnia 1881
we Wroctawiu, zm. 15 lutego 1940 w Jerozolimie). Jest to macierz, w ktorej elementy
na kazdej z przekatnych maja takie same wartosci, tj.:
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(2.3)

Inny ciekawy przypadek to macierze waskopasmowe. Oznacza to macierz, w ktorej
wszystkie elementy sg zerami, z wyjatkiem gtoéwnej przekatnej i waskiego pasma obok
niej. Ponizej przyklad macierzy waskopasmowej, a konkretnie trojdiagonalnej (o trzech
przekatnych zawierajacych niezerowe elementy):

[ ago

10

0

0

Qo1

11

0

12

0

O(n—1)(n—2)

A (n—2)(n—1)
A(n—1)(n—1) J

0

(2.4)

Macierz rozwazana w niniejszej rozprawie jest jednocze$nie trojdiagonalng i typu
Toeplitza, tj. ma nastepujaca postac:

123
tq

l3
ta

2.2 Macierze blokowe

i3

(2.5)

Koncepcja fundamentalnego tréjkata “algorytmy - sprzet komputerowy - kompilatory”,
przedstawiona w rozdziale |1| pociaga za soba koniecznos$¢ grupowania danych tak, aby
pasowaty do hierarchicznej struktury pamieci. W przypadku macierzy mozna podzieli¢
je na bloki (lub podmacierze, lub klatki). Ponizej podano przyklad takiego podziatu
dla macierzy o rozmiarze 6 x 9 i rozmiarze bloku 2 x 3:

app @o1 Qo2 | Aoz Qo4 Aps | Gos Qo7 A0S
ajp Qi1 Aai2 | @13 A4 dis | A1 A17  A18
Q20 Q21 Qg2 | G23 QA24 A5 | Q26 Q27 A28
azp (31 (32 | 33 (34 0A35 | G3¢ A37 (38
ag0 Q41 Q42 | Q43 Q44 Q45 | Q46 Q47 A48
asp (51 Gs2 | A53 G54 0As5 | G56 A7 A58
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Przyjmujac oznaczenia:

Ao — Qoo Qo1 Aop2 Ao — @p3 Qo4 Qo5 Ay — Qos Qo7 A8
00 — 5 4101 — s 4102 — )
| @10 411 12 | | @13 Q14 Q15 | | @16 d17 418 |
G20 Ag21 (22 G23 QA24 Q25 26 Q27 A28
AlO = 7A11 = aA12 - 9 (27)
| @30 a31 A32 | | @33 A34 Aa35 | | @36 QA37 A38 |
Qg0 A41 Q42 (43 Q44 Q45 Qg6 Q47 QA48
Aoy = J Ay = Agp = )
| @50 Q51 As2 | | @53 Q54 A55 | | @56 QAs7 A58 |

macierz ([2.6) mozna zapisaé jako:

Ao Ao Ao
A A An . (2.8)
Ao Az A

Korzystajac z powyzszego sposobu, mozna przeksztatca¢ cate uktady na zapis blo-
kowy. Réwnanie ([2.9)) przedstawia ogdlny zapis uktadu blokowego:

Ao Aot ... Ao X0 by
A An ..o Ay X1 b,

. . ) . : . = . ) (2.9)
Aqo Aq1 c. Aqr Xr br

gdzie n/r = s, m/q = s oraz A;;, 1 € {0,1,...,q}, j € {1,2,...,r} sa blokami
o rozmiarach r X s, natomiast x; oraz b, sa wektorami o rozmiarze s.

Postac¢ taka jest bardzo istotna, poniewaz pozwala uprosci¢ wiele obliczen macie-
rzowych, np. moga pojawi¢ si¢ podmacierze zerowe lub bedace tozsamosciami. Zapis
blokowy jest takze kluczowy w programowaniu wysokopoziomym [GVLI6].

Podziaty na bloki macierzy wykorzystywanych w niniejszej rozprawie zostang szcze-
gbétowo przedstawione w dalszych rozdziatach.

2.3 Zastosowania

Uktady rownan liniowych z macierza wspotczynnikéw tréjdiagonalna typu Toeplitza
wystepuja w wielu praktycznych i teoretycznych zagadnieniach. Ponizej wymieniono
wybrane problemy, ktore sprowadzaja sie do rozwiazania wyzej wymienionych uktadow
rownan. Oczywiscie, nie wyczerpuja one zbioru mozliwych zastosowan takich uktadéw.

A) Numeryczne metody rozwigzywania warunkéw brzegowych réwnarn rézniczko-
wych zwyczajnych lub czastkowych [SP11,[VA12]. Jako przyktad podano naste-
pujace rownanie roézniczkowe:

d?u

2= f(z), x€]|0,1] (2.10)

z warunkami brzegowymi «'(0) = 0 oraz u(1) = 0, na siatce punktéw
O=zp<m <...<wxp,=1,gdziex; = (i—1)h, h=1/n,i=0,...,n+ 1. Niech
fi = f(x;) oraz u; = u(x;) . Wykorzystujac przyblizenie drugiej pochodnej:

Uit1 — 2U; + Uiy

u'(z;) = 2 (2.11)
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oraz warunki brzegowe:

0—h)—2 —w(0—h
(0) ~ >h2 2 u'(O)muqu(h) (2.12)

otrzymano nastepujace rownania:

2(“1 - Uz) = h2f1
—Uiq + 2u; — U = AP f5 i =2,...,n—1, (2.13)
—u; + 2u, = h*f,.

Z tak opisanych warunkow wynika, ze omawiany problem moze zosta¢ zreduko-
wany do nastepujacego tréjdiagonalnego uktadu réwnan liniowych:

1 -1 (751 d1
—1 2 —1 U9 dg
S ; = , (2.14)
-1 2 -1 Up—1 dn—1
-1 2] [ u, | | dy

gdzie d; = %hZfl, d; = h%f; dla i = 2,...,d,. Przyklad ten oraz szczegblowe
informacje o omawianym zagadnieniu mozna znalezé w [SP11}[Pot14,|SCBO05|.

Uktady powstajace przy rozwigzywaniu numerycznym zwyczajnych rownan réz-
niczkowych drugiego rzedu. Dla przyktadu:

{ Z(l((z?:_f,yﬁ);qg.(m) =0 ol (2.15)

Po wykonaniu odpowiednich krokéw, powyzszy uktad moze zostaé¢ rozwigzany
poprzez rozwiazanie nastepujacego uktadu réwnan liniowych:

ap  Co Yo Jo
bg aq C1 Y1 fl
: =|: . (2.16)
bn—3 Ap—-3 Cp—3 Yn—3 fn—3
L bnf2 Ap—2 4 L Yn—2 | L fn72 i

Réznice skonczone dla probleméw 1-D (ang. finite differences for 1-D problems).
Jest to metoda rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych [Saa03,QS04].

Niech:
—u"(x) = f(z), x € (0,1)
{ w(0) = u(1) = 0. (2.17)
Przedzial [0, 1] moze zostaé¢ przyblizony przy pomocy z; = ih, i =0,...,n+ 1,
oraz h = —1. Przy tak przedstawionych oznaczeniach powyzsze zagadnienie moze

n+1°
zosta¢ sprowadzone do nastepujacego uktadu:

Ax =1

?
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gdzie:

—1

-1
2

—1

-1

2
-1

-1
2

(2.18)

Roéznice skoniczone dla probleméw 2-D (ang. finite differences for 2-D problems).
Analogicznie jak powyzej jest to metoda rozwiazywania réwnan roézniczkowych
czastkowych, a jej opis przytoczony zostanie za [Saa03,/QS04]. Podobnie do po-
przedniego przypadku rozwazono nastepujacy problem:

32”) =fwQ

d%u
_(81‘12 + Oxo?
u=0nal,

(2.19)

gdzie ) jest prostokatem (0,l1) x (0,l5), a I' jego brzegiem. Przy odpowiednich
zalozeniach macierz uktadu jest blokowa i ma postac:

1 B = —le _411 —1
A=—=| -1 B -1 |,gdzie B= (2.20)
2 -1 4 -1
-1 B 1 4

Szybkie metody rozwigzywania réwnan Poissona (ang. Fast Poisson Solvers,
FPS) za |Saa03] - metoda pozwalajaca na rozwigzywanie uktadéw réwnan li-
niowych powstajacych przy dyskretyzacji rownania Poissona na siatce prostokat-
nej za pomoca roznic skonczonych. Za pomoca réwnan Laplaca’a opisa¢ mozna
na przyktad potencjal grawitacyjny poza punktami zrodet pola, potencjal pred-
kosci cieczy przy braku zrodet. Gdy do analogicznych zwiazkéw dodane zostanie
zrodlo pola, to do opisu takich zjawisk mozna wykorzysta¢ rownania Poissona.

Rozwazajac macierz B z podpunktu @, mozna wyznaczy¢ jej wartosci wlasne
(\;) 1 wektory wlasne (¢;) za pomoca metody Fouriera. Definiujac @ = [¢1, ..., ¢
oraz QTBQ = A = diag()\;), nalezy rozwigza¢ nastepujacy blokowy uktad row-
nan:

A
—1

-1
A

-1

-1

A
—1

—1
A

an—2

an—l |

_ éo
by

én—2
bn—l

(2.21)

Przy opisanych zaltozeniach -ty wiersz kazdego z blokéw sprowadza sie do:

dzie @;; i b;: jest j-t sktadowg wektorow w; i b; odpowiednio.
g j 5 ) J-ta

Ai
—1

—1
Ai

—1

-1

Ai
—1

—1
At
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F)

Schematy wsteczne (ang. Upwind schemes). Problem, ktéry pojawia sie przy
rozwiazywaniu uktadow rownan liniowych powstajacych dla réwnan konwekcji-
dyfuzji jednowymiarowych [Saa03|. Opisywane schematy wykorzystywane sa na
przyktad przy problemach gromadzenia zanieczyszczeni (smog, dym papieroso-
wy). Niech przyktadowy uktad bedzie postaci:

—au”" +bu' =0, z € (0,1)
{ w(0) = 0, u(1) = 1, (2.23)
Sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu z macierza:
2 —1+c¢
1 —-1—c 2 -1+c
A= 7 : . . , (2.24)
. —-1+c
—1—-c 2
gdy b < 0, a gdy b > 0 macierz A przyjmuje postac:
2+c —1
1 —1—-c¢c 2+c¢ -1
A= = : . . , (2.25)
. -1
—1—-c 2+c¢

Numeryczne wyznaczanie funkcji sklejanych szesciennych (ang. cubic spline) po-
dane za [Pot14]. Funkcje sklejane wykorzystywane sa w celach interpolacji nie-
znanej funkcji za pomoca wielomianéw - raczej niskiego rzedu. Aby wyznaczyé
funkcje sklejang szescienna S interpolujaca funkcje f na przedziale [a, b] w punk-
tach podziatu x;, © = 0, ..., n takich, ze

a=x9 <21 <..<x,=0>,

na kazdym przedziale [z;, z;11], gdzie 0 < ¢ < n — 1 konstruuje si¢ wielomian
pi(x) stopnia trzeciego nastepujacej postaci:

pi(x) = wy; + woi(x — x;) + wsi(x — )% + wyi(r — ;)3

Przy odpowiednich oznaczeniach problem powyzszy redukuje sie do nastepujace-
go uktadu:

1 b() myo do
C1 2 bl mq dl
—|: . (2.26)
Cn—1 2 bn—l mMp—1 dn—l
i Cn 21 [ m, | | dn ]

Zaprezentowany uktad ma charakter bardziej ogdlny, a macierz jego wspotczyn-
nikéw nie jest typu Toeplitza. Jednak, w przypadku funkcji sklejanych macierze
tréjdiagonalne pojawiaja sie bardzo czesto i zdarza sie, ze sa one rowniez typu
Toeplitza. Wiecej informacji o funkcjach sklejanych mozna znalezé w [Spa95).

30



H) Metoda kierunkéw naprzemiennych (ang. Alternating Direction Implicit, ADI)
[Wac13,|Ter16| zostata wprowadzona jako metoda rozwiazywania réwnan rézni-
cowych eliptycznych i parabolicznych w [PR55|. Pojawia sie przy wyznaczaniu
rozwigzania macierzowego rownania Sylvestera postaci:

AX +XB=C (2.27)

lub w metodzie Lapunowa wyznaczania stabilnosci punktu réownowagi.

I) Problemy fizyczne. Tréjdiagonalne uktady réwnan liniowych pojawiaja sie row-
niez w wielu problemach opisujacych prawa fizyki. Wystepuja one w modelu gto-
wicy rurowej (ang. tube header model) oraz w modelu rury grubosciennej (ang.
model for a thick-walled tube). Bez wdawania si¢ w szczegdly natury fizycznej
(pelne opisy dostepne w [WE17]) kazdy z wymienionych probleméw redukuje sie
do rozwiazania trojdiagonalnego uktadu réwnan liniowych, badz uktad trojdia-
gonalny jest czescia rozwigzania.

J) Dyskretna transformata sinusoidalna (ang. discrete sine transform). Tréjdiago-
nalne macierze wystepuja takze w dyskretnej transformacie sinusoidalnej, ktorg
wykorzystuje si¢ na przyktad w algorytmach z tematyki przetwarzania obrazu.
Wiecej informacji mozna znalezé w [Farll].

2.4 Znane algorytmy

Ze wzgledu na opisane, szerokie wykorzystanie omawianych uktadow istnieje szereg de-
dykowanych metod pozwalajacych na ich rozwiazywanie. W niniejszej sekcji oméwiono
najwazniejsze z nich.

2.4.1 Algorytm Thomasa

Jako pierwszy sposéb wymieni¢ nalezy algorytm Thomasa, zwany tez z ang. Tridiagonal
Matriz Algorithm, TMA. Jest to specjalny przypadek eliminacji Gaussa dla macierzy
tréjdiagonalnych |[CH14]. Zakladamy, ze uktad, ktory nalezy rozwiaza¢ ma postaé:

Tx = b, (2.28)

gdzie T' jest macierzg tréjdiagonalna typu Toeplitza. W opisywanym rozwigzaniu przy-
jeto, ze gtéwna przekatna jest dominujaca, tzn. nie ma koniecznosci wyznaczania ele-
mentéw gtéwnych (ang. pivoting). Rozwiazanie opiera sie na zalozeniu, ze macierz T’
moze zostaé¢ zapisana jako iloczyn macierzy gornotrojkatnej (U) i dolnotréjkatnej (L),

tj. T = LU. Wtedy uktad (2.28) mozna zapisa¢ réownowaznie jako:
LUx = b. (2.29)

Rozwiazanie uktadéw postaci (2.29)) mozne zostaé znalezione poprzez rozwiazanie dwédch
prostych uktadow, co przektada sie na nastepujace fazy:

- eliminacja do przodu (ang. forward reduction):

Lz=b (2.30)
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- podstawianie odwrotne (ang. back substitution):

Ux = z. (2.31)

Przedstawiony algorytm jest algorytmem sekwencyjnym i przez to jest wydajny
jednie dla matych uktadow. Gdy rozwigzywany problem ma duzy rozmiar, czas wyko-
nywania bedzie sie znaczaco wydtuzal, poniewaz algorytmy sekwencyjne nie sg w stanie
wykorzystywa¢ w pelni architektur wspotczesnych komputeréw. Rozwazajac wicksze
problemy, nalezy szukaé lepszych metod. Duzo bardziej efektywne sa metody, ktére
mozna zroéwnolegli¢ badz zwektoryzowaé¢. Omoédwione zostang teraz trzy takie algoryt-
my: recursive doubling, cyclic reduction oraz metoda Wanga.

2.4.2 Metoda rekurencyjnego podwajania

Rekurencyjne podwajanie (ang. recursive doubling) to algorytm rozwigzywania ukla-
dow trojdiagonalnych wprowadzony w [KS73|. Opisy omawianej metody mozna znalezé
w nastepujacych pracach: [DDSV91,Mod88, Pan95,Stp08,[KS73|. Ponizszy opis pocho-
dzi z [Stp08]. Gdy parametr m = 1, kroki opisujace omawiang metode wygladaja
nastepujaco:

Tk = fr + ap12p—1 = fr + ap1(fem1 + aro11208—2) = fr + g1 Tp—2. (2.32)

Nowe wspotezynniki fp, ax,1 moga, by¢ obliczane rownolegle badz wektorowo, lecz
obliczenia wektorowe nie beda duzym usprawnieniem ze wzgledu na raczej niewiel-
kie dtugosci petli wektoryzowalnych. Powyzsze przeksztatcenie moze byé¢ powtarzane:
w pierwszym kroku mozna zastapi¢ we wzorze na x,, wyraz x,_, korzystajac ze wzoru
na x,_1, czyli przy uzyciu z,_». Podobnie x,,_s mozna zastapic¢ przez x,,_3 itd. Kolejny
krok to zastgpienie we wzorze na x,, elementu x,_ o wzorem na x,_o, czyli przez x,_3
itd. [Stp0g].

Sposob dziatania algorytmu recursive doubling mozna przedstawic¢ rowniez w naste-
pujacych krokach:

1. Podziat danych: podziat na mniejsze uktady, ktére mozna rozwiaza¢ roéwnolegle.

2. Lokalne rozwiazania: kazdy proces rownolegly znajduje swoja czesci rozwigzania
uktadu tréjdiagonalnego.

3. Redukcja: taczenie wynikow lokalnych przez co nastepuje redukcja rozmiaru pro-
blemu.

4. Tteracyjne podwajanie: opisane procesy powtarzane sg iteracyjnie.

2.4.3 Metoda cyklicznej redukcji

Kolejng metoda jest cykliczna redukcja (ang. cyclic reduction). Oryginalnie wprowa-
dzona jako metoda rozwiazywania rownan Poissona na prostokacie [BGN70], natomiast
modyfikacja przeprowadzona w [Polll] prowadzi do algorytmu rozwiazywania ukla-
déw réwnan macierzowych. Szczegétowe opisy moga zostaé zaczerpniete z [LPNJRIG,

LQC96,Wil92,Stpog].
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W kazdym kroku tej metody, eliminacji podlegaja parzyste lub nieparzyste wiersze
badz kolumny, czyli w kazdym kroku rozmiar problemu zmniejsza sie o potowe, az
do pojedynczego rownania [Wil92]. Proces podziatu - cho¢ kosztowny - pozwala na
wykorzystanie obliczen réwnolegtych. Efektywniejszy jest réwniez proces wektoryzacji
tej metody.

Dziatanie (ang. cyclic reduction) mozna przedstawié¢ jako wykonanie nastepujacych
krokow:

1. Inicjalizacja: podzial macierzy trojdiagonalnej na dwie podmacierze: jedng dla
parzystych indekséw, a druga dla indekséw nieparzystych.

2. Redukcja: kazdy krok redukcji polega na operacjach na macierzach o zmniejszo-
nym rozmiarze.

3. Obnizanie stopnia uktadu w trakcie kazdej iteracji. Rozwiazywanie uktadéw o niz-
szym stopniu.

4. taczenie wynikéw, co pozwala uzyskaé rozwigzanie dla calego uktadu trojdiago-
nalnego.

5. Iteracyjnos¢: opisany proces powtarza sie az do uzyskania ostatecznego rozwia-
zania.

2.4.4 Metoda Wanga

Ostatnig omawiang metoda jest metoda Wanga, znana tez jako metoda podziatu (ang.
divide and conquer). Opisy tej metody znajduja sie w [Wan81, LPNJR96,Stp93]|. Meto-
da Wanga jest wykorzystywana w niniejszej pracy i praktyczny sposéb jej wykorzysta-
nia mozna znalez¢ w rozdziatach [3loraz 4 Polega ona na zapisaniu rozwazanego uktadu
w postaci blokowej dwudiagonalnej (w przypadku macierzy Toeplitza), a nastepnie roz-
wigzywaniu powstalych sktadowych uktadéw w sposodb mozliwie zréwnoleglony, badz
zwektoryzowany - cho¢ niektére kroki moga zosta¢ wykonane tylko sekwencyjnie.

Ponadto w literaturze spotka¢ mozna szereg nowych lub ulepszen juz istniejacych
metod dedykowanych macierzom tréjdiagonalnym typu Toeplitza, badZz macierzom
z modyfikacja pojedynczych elementéw. Ponizej podano aktualny spis literatury (prace
pojawiajace sie¢ w innych miejscach niniejszej rozprawy nie zostaly tutaj powtorzone).

Rojo w [Roj90| zaproponowal metode rozwigzywania uktadéw z symetryczna ma-
cierza Toeplitza wykorzystujac dekompozycje LU oraz wzory Shermana-Morrisona
[DSZ18|. Podejscie to zostalo dalej zmodyfikowane w celu uzyskania réwnolegltych
implementacji [VA12,|GS01]. Zwektoryzowana, lecz niezréwnoleglona metoda zostata
zaproponowana w |[CY96b]. Inne podejscie zostalo zaproponowane przez McNally’ego
iin. w [MGSO08], ktorzy przedstawili skalowalny algorytm znajdujacy przyblizenie do-
ktadnego rozwiazania z dang precyzja. Jednakze algorytm ten nie jest wektoryzowalny.
Terekhov w |Ter16| zaproponowal wysokoskalowalny algorytm réwnolegly dla rozwia-
zywania ukladéw z wieloma prawymi stronami. Yan and Chung w [YC94] przedsta-
wili algorytm dla uktadéw z macierza symetryczng Toeplitza, diagonalnie dominujaca.
Algorytm ten zostal rozwiniety w [MGS00| przez McNally’ego i in. tak, aby omawia-
ny problem moégt zosta¢ podzielony na dwa oddzielne uktady, ktére mozna rozwigzac
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rownolegle. W pracy |[KR21| zaprezentowano metode rozwiazywania tréjdiagonalnych
uktadéw blokowych typu Toeplitza, gdzie kazdy blok jest typu Toeplitza (ang. To-
eplitz—Block—Toeplitz, TBT) za pomoca rozktadu WZ na urzadzeniach akcelerujacych.
Wymienione prace nie wykorzystuja w petni jednoczesnie proceséw wektorowych i row-
nolegtych, przez co nie jest efektywnie wykorzystywana budowa nowoczesnych archi-
tektur komputerowych. Stad potrzeba powstawania nowych algorytméw i ich imple-
mentacji.

2.5 Istniejgce oprogramowanie

Istnieje wiele dostepnych narzedzi pozwalajacych na obliczenia numeryczne. W niniej-
szej sekcji wymienione zostang te, ktore moga by¢ pomocne w tematyce omawianej
W rozprawie.

2.5.1 LAPACK

LAPACK jest biblioteks zawierajaca funkcje do rozwiazywania najczesciej spotykanych
problemow w numerycznej algebrze liniowej m. in. uktadéw réwnan liniowych, proble-
méw najmniejszych kwadratow, wartosci wlasnych. LAPACK jest akronimem z ang.
Linear Algebra PACKage |[ABB792]. W bibliotece LAPACK nie ma funkcji rozwia-
zujacej uktady jednoczesniej trojdiagonalne i typu Toeplitza, nie ma tez funkcji dla
uktadéw Toeplitza. Istnieje natomiast funkcja do rozwigzywania uktadow trojdiagona-
lych - DGTSV, ktéra korzysta z eliminacji Gaussa z cze$ciowym wyborem elementu
gtéwnego [GTM].

2.5.2 NAG

Biblioteka NAG jest zbiorem funkcji rozwigzujacych problemy numeryczne i statystycz-
ne utworzona przez The Numerical Algorithms Group Ltd. Biblioteka ta podzielona jest
na rozdziaty, z ktorych kazdy poswiecony jest jednej z dziedzin analizy numerycznej
badz statystyki [Phi87]. W dokumentacji biblioteki NAG [NAG] mozna znalez¢ funkcje
rozwiazujaca uktady z macierza Toeplitza. Funkcja ta nosi nazwe £04fff. Mozna takze
znalez¢ wiele funkcji rozwigzujacych uktady z macierza tréjdiagonalng z dodatkowymi
zalozeniami (rzeczywista, zespolona, symetryczna, dodatnio okreslong), np. f04bcc,
f04bcf, f04bgc, f07cac. Jednak ta biblioteka réwniez nie zapewnia funkcji rozwia-
zujacej uktady z macierza jednoczesnie Toeplitza i trojdiagonalna.

2.5.3 MATLAB

MATLAB jest $srodowiskiem programowania pozwalajacym na przeprowadzanie obli-
czen numerycznych, wizualizacje danych, tworzenie i przeprowadzanie symulacji kom-
puterowych, a takze do wielu innych zastosowan zwigzanych z matematyks i inzynie-
rig. Nazwa stanowi skrot od ang. MATriz LABoratory [Mol]. MATLAB oferuje bogaty
zestaw funkcji matematycznych i narzedzi do pracy z macierzami, wektorami, funkcja-
mi, wykresami oraz réznymi rodzajami danych. Srodowisko to zapewnia m.in. funkcje
tridiagonal matrix(A,d) [TMA], gdzie:

Ax = d oraz x € R". (2.33)
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Funkcja ta rozwigzuje tréjdiagonalne uktady réwnan liniowych za pomoca algoryt-
mu Thomasa. Do dyspozycji sa réwniez dwie funkcje rozwiazujace uktady z macierza
wspolezynnikéw typu Toeplitza [TM]: symetryczna - funkcja toeplitz(r), gdzie r
jest - w przypadku macierzy rzeczywistych - pierwszym wierszem oraz niesymetryczna
toeplitz(c,r), gdzie c jest pierwsza kolumna, a r - pierwszym wierszem. Jednak,
podobnie jak w przypadku biblioteki LAPACK, érodowisko MATLAB nie zapewnia
funkcji dla uktadéw bedacych jednoczesnie tréjdiagonalnymi oraz typu Toeplitza.

7 powyzszych sekcji mozna zauwazy¢, ze zadna z ogdlnodostepnych, znanych biblio-
tek numerycznych optymalizowanych na wspoétczesne architektury nie zapewnia funkcji
do obliczania uktadéw z macierza tréjdiagonalng typu Toeplitza. Jednak dzieki bada-
niu macierzy spetiajacych jednocze$nie oba warunki mozna utworzy¢ dedykowany,
wydajny algorytm, a przyklady wymienione w sekeji [2.3] pokazuja istniejaca ku temu
potrzebe.
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Rozdziat 3

Rozwigzywanie uktadéw réwnan
liniowych postaci (1,19, t3)

W niniejszym rozdziale zaprezentowane zostana dwie wersje zréwnoleglonego i zwek-
toryzowanego algorytmu typu dziel 1 zwyciezaj, do rozwigzywania uktadéw réwnan li-
niowych o specjalnych macierzach. Zbadane zostang wyniki eksperymentalne: czasowe,
doktadnosci oraz wydajnos¢ energetyczna.

3.1 Wstep

Niech tréjdiagonalny uktad réwnan liniowych typu Toeplitza Tx = b ma nastepujaca
postac:

[ty 15 11 20 1 [ bo ]
1 1o tg T bl
= (3.1)
1ty 13
- 1 t2 4L Tp—1 | L bn—l J

Dla uproszczenia zatozono, ze n = 2F, k € N.

3.2 Algorytm réwnolegtly

Pierwszym krokiem do uzyskania efektywnego algorytmu rozwigzywania bedzie
dekompozycja macierzy T'. Podazajac za algorytmem zaprezentowanym przez Chunga
i in. [CY96b] sformutowano twierdzenie [3.1]

Twierdzenie 3.1. Trojdiagonalng macierz Toeplitza T mozna zapisac jako:

T=LR+P,
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lub réwnowaznie:

to i3
1ty ts
1ty ts
i 1ty
[« 171 8 | 3 0 0 (3.2)
1 « 1 g
0 0
+ ’
1 « 1 p
I 1 o]l 1 0 0
L R P
gdzie:
to £ 4/ (t2)% — 4t
o= 2 (t2) ’ oraz [=1y— «

2

Dowdd. Po wymnozeniu prawej strony réwnania (3.2)) otrzymano:

(oo 63)

Po wyliczeniu 3 = ty —a 7z pierwszego rownania i podstawieniu do drugiego, otrzymano
rownanie kwadratowe postaci:

tQO./ - (O[)2 - t3 = 0. (34)

Z przyjetego zalozenia o macierzy diagonalnie dominujacej wynika, ze réwnanie (3.4)
bedzie miato rozwiazania. Latwo policzy¢, ze beda one postaci:

to & \/(t2)? — 4dts
o =

2
0J
Wykorzystujac wzor (3.2), uktad (3.1]) moze zostaé zapisany nastepujaco:
(LR+ P)x =b,
a nastepnie:

g 0 0 o

. 171
Lrx+| ! T = (3.5)

0 ... ... 0]len

Niech ey = (1,0...,0)T € R™. Po wymnozeniu macierzy z réwnania (3.5) i przyje-
tym zatozeniu otrzymano:
LRx + ﬁxgeo = b.

38



Ostatecznie:

lub réwnowaznie:

Zo bo 1
T bl
_ = (LR)™* — Bao(LR) ™! (3.6)
xn—l bn—l O

bo 1
by 0

v= (LR | . oraz u=(LR)™'| . (3.7)
b1 0

rozwazany uktad mozna zapisa¢ w prosty sposob jako:
x = v — [rou. (3.8)
Nastepujace twierdzenie przedstawia rozwigzanie rozwazanego uktadu rownan li-
niowych.

Twierdzenie 3.2. Niech Tx = b, gdzie:

o 1 30 ... 0
1 «o 1 g .
T = SO R C(39)
1 « 1 g
I 1 o]l 1| 0 0
L R P

oraz q = 2V V(t;)g_%, a3 =ty — . Niech réuniez v = (LR)™'b, u= (LR) ‘e, gdzie

eo = (1,0,...,0)7. Wtedy rozwigzanie réwnania Tx = b, moZe zostaé wyznaczone
ze wzory:
— K]
To =
7 Ttpuo . (3.10)
r; =v; — PBrou;, t=1,...,n—1.

Dowdd. Réwnanie ([3.8)) mozna zapisa¢ nastepujaco:

o Vo Uo
T (%1 Ul
Tn-1 Un—1 Up—1

Co prowadzi do réwnowaznej formy:

{ To = o = Broug (3.12)

r; =v; — PBrou;, i=1,...,n—1.

Po prostym przeksztalceniu powyzszego wzoru otrzymano wzor (3.10)).
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Zauwazmy, ze aby rozwigzac¢ uktad (3.10]) potrzeba jedynie wektoréw u i v, ktore sg
odpowiednio rozwigzaniami uktadéw liniowych LRu = ey i LRv = b. Oczywiscie nie
nalezy wyznacza¢ tych wektoréw przez znalezienie macierzy odwrotnej do macierzy LR
ze wzgledu na koszt algorytméw wyznaczania odwrotnosci macierzy oraz to, ze macie-
rze odwrotne do macierzy tréjdiagonalnych beda sktadaty sie w wiekszosci z elementow
niezerowych, co znaczaco zwiekszy koszt obliczen. Korzystajac jednak z rozktadu ma-
cierzy uktadu na macierz gorno- i dolnotrdjkatna mozna za [Wil92] rozwiazywaé w
prosty sposob uktady postaci LRy = f korzystajac z algorytmu Thomasa, ktory zostat
opisany w rozdziale [2.4.1] W opisywanym przypadku nalezy rozwiaza¢ uklady Lz = f
oraz Ry = z, co przeklada si¢ na nastepujace wzory sekwencyjne:

20 = fo/a
{ zi=(fi—zi1)/a,i=1,...,n—1 (3.13)

YUn—1 = Zn—1
. 3.14
Aby rozwiazaé uktad rownan (3.1), nalezy wykorzystaé algorytm Thomasa do dwbch
uktadow:

LRu=e, oraz LRv=Db,

a nastepnie rozwigzaé uktad Implementacja opisanego rozwiazania - rozwigzania
sekwencyjnego - zostalta przestawiona na listingu [3.1]

1 |void sequential (int n, double t2, double t3, double *b, double *u){
2 double tmp;

3 const double alfa=(t2>0)7((t2+sqrt (t2*t2-4%t3))/2):
4 ((t2-sqrt (t2*t2-4%t3))/2);
5 const double beta=t2-alfa;

6

7 b[0]=b[0]/alfa;

8 for(int i=1;i<n;i++)

9 b[i]l=(b[i]l-b[i-1])/alfa;

10

11 for(int i=n-2;i>=0;i--)

12 bl[il-=b[i+1]*beta;

13

14 ul[0]=1.0/alfa;

15 tmp=-1/alfa;

16 for(int i=1;i<n;i++)

17 ulil=uli-1]*tmp;

18

19 for(int i=n-2;i>=0;i--)

20 uli]-=uli+1]*beta;

21

22 b[0]/=(1+beta*ul0]);

23 tmp=betaxb[0];

24 for(int i=1;i<n;i++)

25 bli]l-=tmp*ulil;

26 |}

Listing 3.1: Algorytm sekwencyjny wyznaczania rozwiazania uktadu Tx = b
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Nalezy zaznaczy¢, ze rozwigzanie powyzsze jest rozwigzaniem sekwencyjnym z oczy-
wistymi zaleznosciami pomiedzy danymi przetwarzanymi w kolejnych krokach iteracyj-
nych, ktore nie mogg zostaé ani zréwnoleglone ani zwektoryzowane automatycznie przez
kompilator. Algorytm wymaga 9n + O(1) operacji zmiennopozycyjnych.

W celu stworzenia algorytmu do rozwigzywania LRy = f, ktéry bedzie mogt wy-
korzystywaé rozszerzenia wektorowe nowoczesnych komputeréw zastosowano podejscie
dziel i zwyciezaj [SP11,Stp04]. Macierze L oraz R zostaly przeksztalcone w macierze
blokowe. Niech n = rs, gdzie r,s > 1. Podzial macierzy L zostal przeprowadzony
w nastepujacy sposob:

I — . (3.15)

1|«
1l «
i I o
Gdy przyjete zostang oznaczenia:
o 0 ... 0 1
1 « : 0 0
L, = o oraz B = ) (3.16)
I a 0 ... ... 0
macierz L mozna zapisa¢ jako macierz blokowa nastepujacej postaci:
Ly
B L,
L= ) ) . (3.17)
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Niech teraz:
ek:(O,...,O,l,O,...,O)TeRS,k:(),...,s—l,
———

Z; = (Zi57 s 7Z(i+1)571)T

fi = (fisa S >f(i+1)sfl>T'

Y

Przy tak przyjetych oznaczeniach mozna przedstawi¢ twierdzenie o rozwiazaniu
uktadu dolnotrojkatnego, dwudiagonalnego.

Twierdzenie 3.3. Rozwigzaniem uktadu dolnotrojkgtnego bidiagonalnego Lz = f jest:

Zy — Ls_lfo
{ zZ; — Ls_lf,L - zis,lLs_leo, 1= 1, NN 1. (318)

Dowdd. Po wymnozeniu Lz = f otrzymano:

LsZO - f0

0 ... 0 1 Z(i—l)s 1
BZZ‘,1 = 0 O = Zis—1 = Zis—1€p (320)
O ... ... 0 Zis—1 0

Podstawiajac powyzsze wyliczenie, a nastepnie mnozac lewostronnie przez L; ! uzyska-

no uktad (3.18)). O

Przeksztatcenie w macierz blokowa doprowadzito do rownania , ktoére moze
zosta¢ efektywnie zréwnoleglone.

Pierwszym krokiem do rozwigzania jest znalezienie wszystkich wektoréw
L7, dlai = 0,...,7 — 1. Nastepnie mozna wyliczy¢ wektory z; dlai = 1,...,r — 1
uzywajac konstrukcji OpenMP for simd jeden po drugim, poniewaz kazdy kolejny
wektor z; jest obliczany na podstawie ostatniej sktadowej poprzedniego wektora, czyli
z;_1. Dlatego zanim obliczony zostanie kolejny wektor, wszystkie watki musza zostaé
zsynchronizowane. Wektory z; mozna réwniez obliczy¢ korzystajac z innego podejscia,
a mianowicie znalez¢ wszystkie ostatnie sktadowe wektoréw z;. Nastepnie s — 1 poczat-
kowych elementéw moze zosta¢ obliczona rownolegle bez koniecznosci synchronizacji
watkéw. Opisane powyzej podejscie pierwsze bedzie nazywane wersja pierwsza algoryt-
mu, a podejscie drugie wersjg druga. Zostang one szerzej omowione i zaprezentowane
w sekcji [3.3]

Analogiczna sytuacja ma miejsce dla macierzy R. Pierwszy krok, to podzial na ma-
cierze blokowe w sposéb pokazany ponizej:
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—_
—| @
— ®

R= . (3.21)

1 g
B
(. 1 -
Ponownie, gdy przyjete zostang oznaczenia:
1 0 ... ... 0
1 ; S
R, = oraz = e (3.22)
G 0 0 ;
1 6 0 0

(3.23)

Analogicznie do twierdzenia o rozwigzaniu uktadu dolnotrojkatnego, dwudiagonal-
nego przedstawi¢ mozna twierdzenie o rozwigzaniu uktadu gornotrojkatnego, dwudia-
gonalnego.

Twierdzenie 3.4. Rozwigzaniem uktadu gornotrojkgtnego bidiagonalnego Ry = z jest:

Yr—1 = R;1ZT—1
{ yi = Rs_lzi - ﬂy(iﬂ)sRs_les—l, 1=r—2,...,0. (3:24)

Dowdéd. Po wymnozeniu Ry = z otrzymano:

Rsyrfl =Zr
{ Rsyl =1Z; — Cyi+17 S 27 s 70' (325)
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O ... ... 0 Y(i+1)s 0

Cyip1= | . = BY(it1)s = BY(i+1)s€s—1- (3.26)
0 0 : : :
g 0 ... 0 Y(i+2)s—1 1

Podstawiajac powyzsze wyliczenie, a nastepnie mnozac lewostronnie przez R;' uzy-

skano uktad (3.24]). O

Jak tatwo zauwazy¢, sytuacja jest analogiczna do uktadu dolnotrdojkatnego. Aby
znalez¢ wektory y, dla ¢ = 0,...,r — 2 potrzeba teraz pierwszych sktadowych wszyst-
kich wektorow y, dla¢ =1,...,r —1. Mozna w pierwszej wersji oblicza¢ wektory jeden
po drugim z synchronizacja lub w wersji drugiej obliczy¢ wszystkie pierwsze sktadowe
y;, a pozostale s — 1 sktadowych mozna wyznaczy¢ rownolegle, bez potrzeby synchro-
nizacji. Algorytm taki wymaga 16n — 3r — 6s + O(1) operacji zmiennopozycyjnych.

3.3 Implementacja

Korzystajac z opisanych wezesniej wzordéw (3.18)), (3.24) oraz (3.10) mozna sformuto-

waé algorytm do rozwigzywania uktadéw réwnan postaci (3.1). Do zaprogramowania
wykorzystano jezyk C wraz z interfejsem OpenMP (sekcja . Zaproponowany al-
gorytm - w obu wersjach - wykorzystuje nastepujaca liczbe zmiennych wymienionego
typu: 4 - (int) + (2n + s + 6) - (double). Ponizszy opis przedstawia role zmiennych wy-
korzystanych w implementacjach:

e zmienna b, w ktorej przechowano wektor wejsciowy b, ktory nastepnie zostat
przeksztatcony w wektor v ze wzoru (3.7) i ostatecznie w wynik x ze wzoru
(13.10) - n elementéw typu double,

e zmienna u, w ktorej obliczono wektor u ze wzoru (3.7) - mozna zauwazy¢, ze
poczatkowe s elementéw wektora u pokrywa sie z wektorem ey - n elementéw
typu double,

e zmienna es, w ktorej obliczono wektor e;_; - s elementéw typu double.

Przyjmujac, ze wektory reprezentowane sa za pomoca tablicy jednowymiarowe;j
o rozmiarze n = rs, gdzie r,s > 1, dane beda interpretowane do potrzeb wzorow

(13.18) 1 (3.24) tak, jak pokazano na rysunku Format taki bedzie nazywany ukta-

dem kolumnowym. W kolejnym rozdziale zostanie zaprezentowany uktad wierszowy
oraz efektywna zamiana pomiedzy uktadami.
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( 0 s 2s (r—=3)s | (r=2)s | (r—1s
1
\ s—1 2s —1 3s—1 (r—=2)s=1(r—1)s—1] rs—1
— _/

——
r

Rysunek 3.1: Uktad danych po podziale na macierz blokowa, gdzie n = rs

Szczegdtowy przyktad dla n = 32, r = 4 oraz s = 8, znajduje sie na rysunku [3.2]

( 0 8 16 24
1 9 17 25
2 10 18 26
3 11 19 27
s
4 12 20 28
5 13 21 29
6 14 22 30
\ 7 15 23 31
— _
——

r

Rysunek 3.2: Uklad danych po podziale na macierz blokowa, gdzie 32 = 4 - 8, (tzn.
n=32,r=4,s=28)

Skr6cony fragment kodu obu wersji zostal zaprezentowany na rysunku [3.3] Przed-
stawia on elementy wspolne oraz réznice wystepujace miedzy wersjami w obliczaniu
fragmentu wzoru (3.18)) (linie 8-41), a takze wzoru (3.10)) (linie 41-47). Przyjeto zalo-
zenie, ze n, r i s sa potegami dwojki, dlatego kazda z kolumn jest poprawnie wyréwnana
w pamieci (linie kodu 14 i 32). Ponadto, kazda kolumna zajmuje sp6jny blok w pamieci.

Wystepuja dwa rodzaje petli. Pierwszy (linie kodu 12-19) nie wykorzystuje roz-
szerzen wektorowych, ale moze zosta¢ wykonany réwnolegle. Zauwazmy, ze petla we-
wnetrzna (linie kodu 17-18) korzysta z poprzedniego elementu kolumny, dlatego moze
zosta¢ wykonana z uzyciem pamieci podrecznej. Linie 35-37 zawieraja inny rodzaj petli.
Jest to petla zrownoleglona, ktéra wykorzystuje rozszerzenia wektorowe (przy uzyciu
konstrukeji OpenMP for simd). Réznice pomiedzy wersjami sa niewielkie. W przy-
padku pierwszej wersji umieszczono jawna bariere po petli wewnetrznej z linii 35-37,
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ul[0]=1./alfa;
int s=n/r;

{

double tmp=ul0];

for(int j=0;j<r;j++){
double *col;
__assume_aligned(col,64);
col=&b[j*s];
col[0] /=alfa;
for(int i=1;i<s;i++)

}
#pragma omp single
for(int i=1;i<s;i++)
ulil=uli-1]*tmp;
//bariera niejawna

#pragma omp for nowait schedule(static)

col[i]=(col[i]-col[i-1])/alfa;

void method(int n, int r, double a, double d, double *b, double *u){
const double alfa=(d>0)7?((d+sqrt(d*d-4*a))/2):((d-sqrt(d*d-4*a))/2);
const double beta=d-alfa, tmp=-1/alfa;

double *es=_mm_malloc(s*sizeof (double), 64); es[s-1]=1;

#pragma omp parallel //rozpoczyna sie obszar zréwnoleglony

// kazda kolumna jest poprawnie wyrdéwnana

//wersja 1

for(int j=1;j<r;j++){
double *col;
__assume_aligned(col,64);
col=&b[j*s];
double last=b[j*s-1];
#pragma omp for simd schedule(static)
for(int i=0;i<s;i++)
coll[il-=last*uli];
//bariera niejawna

}

//...reszta implementacji

//wersja 2

#pragma omp single
for(int j=1;j<r;j++)
b[(j+1)*s-1]-=b[j*s-1]*uls-1];

for(int j=1;j<r;j++){
double *col;
__assume_aligned(col,64);
col=&b[j*s];
double last=b[j*s-1];
#pragma omp for simd nowait schedule(static)
for(int i=0;i<s-1;i++)
col[i]l-=last*uli];
}
#pragma omp barrier
//...reszta implementacji

#pragma omp single
b[0]/=(1+betaxul0]);

tmp=betaxb[0];
#pragma omp for simd schedule(static)
for(int i=1;i<n;i++)
b[i]-=tmp*ulil;

} //koniec obszaru zréwnoleglonego
_mm_free(es);

}

Rysunek 3.3: Fragmenty zrownoleglonych implementacji zaproponowanego algorytmu

opierajace si¢ na wzorach (3.18) oraz (3.10) (pominigto obliczenia z wzoru (3.24)))
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poniewaz do nastepnej iteracji zewnetrznej petli (linie 30-39) potrzeba ostatniego ele-
mentu poprzedniej kolumny, co wynika ze wzoru (3.18)).

Jako inne podejscie, mozna znalez¢ najpierw wszystkie ostatnie sktadowe w pe-
tli sekwencyjnej (linie 26-28), a nastepnie wewnetrzna petla (linie 35-37) moze zostaé
uruchomiona z klauzula nowait. Jawna bariera musi zosta¢ wtedy umieszczona po ze-
wnetrznej petli (linia 39), aby upewnié sie, ze wszystkie niezbedne obliczenia zostaly
zakonczone.

Analogiczna sytuacja ma miejsce ze wzorem . Jednak w tym przypadku za-
miast ostatnich elementéw potrzeba pierwszych sktadowych wektora. Problem ten roz-
wigza¢ mozna doktadnie w ten sam sposob: w pierwszej wersji wyliczy¢ nalezy cate wek-
tory, po ktorych wystepuje niejawna bariera lub - w drugiej wersji - obliczy¢ wszystkie
pierwsze elementy wektoréw, a nastepnie rownolegle pozostale s — 1 elementow.

3.4 Wiyniki

Wyniki eksperymentalne tego rozdziatu zostaty zebrane dla dwoch architektur:

e serwer z dwoma procesorami nazwanymi I w sekcji[I.3]- w dalszej czesci nazywany

CPU,

e serwer z procesorem nazwanym II w sekcji[T.3]- w dalszej czesci nazywany bedzie
MIC.

Obie wersje dziataty pod kontrola systemu Linux wraz z Intel Parallel Studio wersja
2017. Eksperymenty na procesorze Xeon Phi zostaly wykonane przy uzyciu jego trybu
natywnego [JRS16a].

Przetestowano wszystkie opisane wersje, to znaczy:

e Sekwencyjny - implementacja algorytmu Thomasa opisanego w sekcji a na-
stepnie wykorzystanie wzoru (3.10)), zoptymalizowana automatycznie przez kom-
pilator,

e Wersja_l - wyliczenie kazdej czedci wektorow, jedna po drugiej,

e Wersja_2 - wyliczenie pierwszych lub ostatnich sktadowych oddzielnie, a nastep-
nie pozostate s — 1 elementéw rownolegle.

Na obu rozwazanych architekturach (CPU i MIC), w wiekszosci przypadkéw, naj-
lepsze wyniki czasowe dla algorytmow rownolegtych uzyskano przy wykorzystaniu jed-
nego watku na rdzen. Inny efekt zaobserwowano jedynie na MIC dla najwiekszych roz-
miaré6w badanego problemu w Wersji_1 algorytmu. Najlepszy efekt osiagnieto wtedy
dla dwoch watkdéw na rdzen. Osiagniete wyniki zostaly zaprezentowane na rysunkach

B.4] [3.5] oraz tabelach [3.1]1 3.2
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Rysunek 3.4: Czas dziatania dla réznych rozmiaréw uktadu n oraz parametru r na
CPU: Wersja_1 (a), Wersja_2 (b)
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Rysunek 3.5: Czas dziatania dla réznych rozmiaréw uktadu n oraz parametru r na
MIC: Wersja_1 (a), Wersja 2 (b)

Gorne ograniczenie rozmiaru badanego problemu rézni sie ze wzgledu na inng struk-
ture pamieci obu architektur. CPU pozwala na badania do n = 23°, natomiast na MIC
wystepuje ograniczenie do n = 2%, Dlatego rysunki i przedstawiaja rézne dane.
Rysunek |3.4]i tabela|3.1|- CPU - przedstawia dane dlan € {227, ..., 23°} natomiast ry-
sunek [3.5]i tabela|3.2]- MIC - dlan € {226, ..., 2%} Pierwszym krokiem bylo zbadanie
wplywu parametru r, a w konsekwencji rowniez s = n/r, na czas dziatania programu.
Wycinek tych danych zostal zaprezentowany na rysunkach [3.4] i [3.5] Zaobserwowa-
no, ze parametr ten ma znaczacy wptyw na wydajnos$¢ czasowa. Badanie rozpoczeto
od r = 2. Zwiekszanie tego parametru poprawia efektywnosé tylko do pewnego stopnia.
Wigksze r oznacza mniejsze s, czyli nalezy znalez¢ optymalny punkt przy zwiekszaniu
petli po r. Mozna rowniez zaobserwowac, ze dla tej samej architektury wykresy maja
podobny ksztalt, réznig sie jednak znaczaco wykresy réznych architektur. Oznacza to,
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ze wybér optymalnego r bedzie uzalezniony od rodzaju wybranej architektury.

Tabele i przedstawiajg czas trwania programow: Sekwencyjnego, Wersji_1
i Wersji_2 oraz przyspieszenie dla optymalnej wartosci parametru r. Przyspieszenia
zostaly obliczone wedtug wzoru z definicji [1.1] z sekcji gdzie algorytmem bazowym
jest wersja sekwencyjna, a algorytmem rozpatrywanym odpowiednio dwie przedstawio-

ne w tym rozdziale implementacje rownolegte.

Tabela 3.1: Czas dziatania [s| i przyspieszenie wzgledem wersji sekwencyjnej dla opty-
malnych wartosci parametru r (CPU)

Sekwencyjny Wersja_1 Wersja_2
n czas r czas  przyspieszenie | 1 czas  przyspieszenie
220 0,0160 24 0,0095 1,69 25 10,0090 1,79
221 0,0336 24 0,0141 2,37 2610,0119 2,83
222 0,0704 26 0,0233 3,02 2610,0219 3,22
223 0,1393 24 10,0409 3,41 28 10,0435 3,21
224 0,2786 24 10,0746 3,74 24 0,0783 3,56
225 0,5572 24 10,1410 3,95 24 0,1433 3,89
226 1,1143 26 10,2609 4,27 26 0,2621 4,25
227 2,2263 20 10,4873 4,57 26 10,4755 4,68
228 4,4509 27 0,9606 4,63 27 10,9183 4,85
229 8,9077 28 1,8586 4,79 28 11,7777 5,01
230 17,8155 29 3,7072 4,81 29 13,5225 5,06

Tabela 3.2: Czas dziatania [s| i przyspieszenie wzgledem wersji sekwencyjnej dla opty-
malnych wartosci parametru r (MIC)

Sekwencyjny Wersja_1 Wersja 2

n czas r czas  przyspieszenie | T czas  przyspieszenie
220 0,1095| | 26  0,1503 0,73 [ 2° 0,1391 0,79
221 0,2177 | 26 0,1711 1,27 | 27 10,1524 1,43
222 0,4328 | 2° 0,1981 2,19 | 27 10,1705 2,54
223 0,8582 | 24 0,2458 3,49 | 28 10,2008 4,27
224 1,7095 | 25 00,2974 5,75 | 28 10,2633 6,49
2% 3,4111 | 2° 10,3649 9,35 | 22 0,3671 9,29
226 6,8127 | 2° 10,5095 13,37 | 2°  0,5357 12,72
227 13,6193 | 25 10,7563 18,01 | 2° 0,8088 16,84
228 27,2880 | 26 |1,1568 23,59 | 2° 11,3780 19,80
229 54,5765 | 26 |1,8531 29.45 | 27 2,2310 24,46

Na CPU Wersja_2 uzyskata lepsze wyniki dla najwiekszych rozwazanych n. Mniej-
sze rozmiary daja zblizone wyniki dla obu wersji. Dla MIC sytuacja jest odwrotna
- dla duzych n lepsza okazala sie Wersja_1, a dla mniejszych nieznacznie lepsza jest
Wersja_2. Przyspieszenie na CPU siega okoto 5 dla obu wersji (nieznacznie lepsze

49




dla Wersji_2). Dla MIC przyspieszenie dla Wersji_1 siega prawie 30, a efekt ten za-
obserwowano ze wzgledu na kluczowe na tej architekturze wykorzystanie rozszerzen
wektorowych.

Zbadano rowniez doktadnos¢ zaproponowanych trzech metod za pomoca sposobu
opisanego w sekcji [I.5] Osiagniete wyniki - zaréwno dla algorytmu sekwencyjnego jak
i dwoch zaproponowanych zréwnoleglonych wersji - sg zadowalajace, poniewaz siegaja
rzedu doktadnogci uzytej precyzji zmiennych (podwdjna precyzja), czyli okoto 10716.

3.5 Wydajnosé energetyczna

Jako kolejny element analizy efektywnosci zaprezentowanego rozwiazania zbadano wy-
dajnos¢ energetycznag algorytmu sekwencyjnego oraz obu zaproponowanych wersji réw-
nolegltych. Dane zostaly zebrane na serwerze z dwoma procesorami oznaczonymi jako I
w sekcji [[.3] czyli Intel Xeon E5-2670 v3 z wykorzystaniem interfejsu Running Avera-
ge Power Limit (RAPL) Intela [KHNT1§|. Interfejs ten pozwala na mierzenie zuzycia
energii procesora (CPU) oraz pamieci dynamicznej (DRAM). Tabela przedstawia
zuzycie energii w dzulach przez obie zaproponowane w pracy wersje oraz przez algorytm
sekwencyjny dla réznych rozmiaréw badanego problemu od n = 22° do n = 2%,

Tabela 3.3: Catkowite zuzycie energii [J]| przez procesor podczas wykonywania wszyst-
kich rozwazanych implementacji i réznych rozmiaréw problemu z zaznaczonym najlep-
szym wynikiem

n | Sekwencyjny | Wersja_l | Wersja_2
220 1,06 1,25 0,97
221 2,10 1,98 1,95
222 4,10 3,17 3,11
2% 8,07 5,44 6,03
224 17,57 10,26 11,02
22 35,88 20,80 20,78
226 70,25 40,17 39,17
227 139,68 75,03 71,32
228 277,47 147,28 142,93
229 544,99 291,43 281,67
230 1092,91 583,29 943,25

Z wynikéw przedstawionych w tabeli|3.3 mozna wnioskowac, ze algorytm sekwencyj-
ny jest zdecydowanie najmniej wydajny energetycznie dla kazdego z badanych rozmia-
réw. Potrzebuje on w przyblizeniu o 50% wiecej energii niz kazda z wersji réwnolegltych
zaproponowanych w pracy. Dla wiekszo$ci badanych rozmiaréw lepszym okazuje sie
wersja druga zaproponowanego algorytmu, jednak dopiero dla najwiekszych z bada-
nych rozmiaréw (n > 226) réznice te sg znaczace. Dla n < 22° réznice pomiedzy dwoma
wersjami sg relatywnie mate.

Rysunek prezentuje zuzycie energii przez wszystkie badane w pracy wersje, lecz
dla ustalonego n = 230 oraz optymalnego r. Badanie rozpoczeto sie od wykonania al-
gorytmu sekwencyjnego (trwa okoto 18 sekund), nastepnie wykonano wersje pierwsza
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(okoto 4 sekundy) i jako ostatnia wersje druga (okoto 4 sekundy). Z rysunku wy-
nika, ze zuzycie energii w trakcie wykonywania Wersji_1 oraz Wersji_2 jest znacznie
wyzsze, lecz trwa jedynie przez krotki czas. Algorytm sekwencyjny zuzywa mniej ener-
gii w jednostce czasu, lecz trwa o wiele dtuzej, co w efekcie przektada si¢ na znaczaco
zwiekszone catkowite zuzycie energii.
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Rysunek 3.6: Biezace zuzycie energii oraz catkowite zuzycie energii wymagane do wy-
konania rozwazanych metod dla n = 23°
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Rozdziat 4

Rozwigzywanie uktadéw réwnan
liniowych postaci (1, t9, t3)

Rozdzial ten zawiera dwa algorytmy rozwiazywania uktadéw rownan liniowych o ma-
cierzy wspotezynnikéw specjalnej postaci, bardziej ogdlnej od uktadu przedstawionego
w rozdziale poprzednim (rozdzial . Przedstawiono algorytm analogiczny do algoryt-
mu z rozdziatu [3| jednak wystepuja znaczace réznice. W rozdziale [3] zaprezentowano
implementacje z wykorzystaniem OpenMP dla procesorow CPU oraz zbadano zuzycie
energii. Natomiast w rozdziale biezacym przedstawiono dwa algorytmy: pierwszy - jak
juz powiedziano - analogiczny do algorytmu wprowadzonego w rozdziale [3 i drugi -
oparty na sekwencyjnej metodzie opisanej w pracy [LLYZ20]. Pokazano rézne wersje
implementacji przedstawionych algorytméw z wykorzystaniem OpenACC. Wprowadzo-
no rézne formaty danych do przedstawiania dtugich wektoréw - utozsamianych z prawa
strong rownania, badz wektorem niewiadomych. Pokazano cztery wersje formatow da-
nych, kazdy zapisany w jednowymiarowej tablicy: format kolumny - naturalny, format
wierszowy z prosta zamiang danych miedzy formatami, format wierszowy z zamiang
wykorzystujaca pamieé podreczng oraz format kolumnowy z obliczeniami wykorzy-
stujacymi pamie¢ podreczng. Zawarto rowniez wyniki czasowe zebrane na architektu-
rach CPU, GPU oraz na platformie hybrydowej. Zbadano doktadnosci przedstawionych
funkcji oraz podjeto probe predykeji parametréw programu.

4.1 Wstep

Rozwazono trojdiagonalny uktad rownan liniowych typu Toeplitza T'x = b nastepujacej
postaci:

[ty s 11 20 1 [ bo ]
t oty s Ty by
. o= (4.1)
t oty ts
- tl t2 4 | Tn-1 | L bn—l i

. . ., . . . k
Dla uproszczenia mozna przyjac¢ zalozenie, ze n = 2%, k € N.
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4.2 Algorytmy réwnolegte

W celu sformutowania wydajnego programu rozwiazujacego uktady postaci nalezy
podac algorytm, ktéry bedzie mogt zostaé zrownoleglony. Jest to kluczowe, aby wyko-
rzysta¢ architektury nowoczesnych komputeréow, takie jak np. rozszerzenia wektorowe.
Przedstawione zostang dwa takie algorytmy.

4.2.1 Pierwszy algorytm - modyfikacja metody Wanga

W sekcji tej zaprezentowany zostanie pierwszy algorytm, ktory oparty jest na metodzie
Wanga [Wan81]. Jak juz zostato powiedziane w sekcji metoda ta jest algorytmem
typu dziel 1 zwyciezaj. Pierwszym wiec krokiem omawianego algorytmu jest podziat
macierzy wspo6tezynnikéow zaprezentowany twierdzeniem [4.1]

Twierdzenie 4.1. Macierz T postaci:

ta t3
t1 to t3
(4.2)
1 ta t3
L 1 to
moze zostaé roztozona na nastepujgce czynniki:
1 1[5 ts 1 [t 0
a Bt
T= - + 0 0 ) (43)
« 1 ﬁ t3
I a 1] 3 | 0 0
L R P
gdzie
ty 4 1/ (t2)2 — 4t ts
a = (t2) oraz 3 =ty — tsa. (4.4)
2t3
Dowdd. Po wymnozeniu prawej strony otrzymano dwa nastepujace rownania:
ﬁ + tga = tg
{ Ba = 1. (4.5)

Po wyliczeniu z pierwszego z nich § =ty — t3a i podstawieniu do drugiego otrzymano
nastepujace rownanie kwadratowe:

t3(0é)2 — tQCY + Yfl = O,
a jego rozwigzania beda postaci:

ty £ /()2 — Aty 15
o = .
2t
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Korzystajac z dekompozycji przedstawionej w twierdzeniu , uktad ze wzoru (4.1)
moze zostaé¢ przepisany do nastepujacej postaci:

Zo b[) 1
1 by 0
= (LR)il . —théx[) (LR)il . (46)
In—l bn—l 0
lub jeszcze prosciej:
X =V — tzaxou. (4.7)

Bazujac na elementach opisanych do tej pory mozna sformulowaé twierdzenie [4.2]
Twierdzenie to prezentuje rozwiazanie uktadu z wzoru (4.1)).

Twierdzenie 4.2. Niech Tx = b, gdzie

1 [ B t3 ts 0 ... 0
(0% 1 ﬁ t3 .
T = + 00 . (4.8)
« 1 ﬁ t3
I a 1] | 3 0 0
L R P

P VA V(t2)2_4m3, a3 =ty — tza. Niech réwniez v = (LR)™'b, u = (LR) ey, gdzie

2ts
eo = (1,0,...,0)7. Wtedy rozwigzanie réwnania Tx = b, moZe zostaé wyznaczone
ze wzory:
xo = vo/ (1 + tzaug) . (4.9)
r; =v; —tzaxou;, t=1,...,n—1.
Dowdéd. Uktad (4.7) mozna zapisa¢ nastepujaco:
Zo Vo Uo
T U1 uy
= . - théLUO . R (410)
Tp—1 Un-1 Up—1
co prowadzi do réwnowaznej formy:
o = Vg — théfL’o’lLO
. 4.11
{xi:vi—tgaxoui, 1=1,...,n—1. ( )

Po prostym przeksztalceniu powyzszego wzoru otrzymano wzér (4.9) z twierdzenia
4.2 U

Aby znalez¢ rozwigzanie wzoru korzystajac z twierdzenia , nalezy znalezé
dwa wektory: v oraz u, rozwiazujac dwa uktady z taka sama macierzg wspotczynnikéw,
tzn. LR. Rozwiazania takich ukltadow moga zosta¢ znalezione za pomocag algorytmu
Thomasa przedstawionego w sekeji [2.4.1} Niech uklad, ktéry nalezy rozwiazaé bedzie
postaci LRy = f. Wtedy rozwiazanie mozna otrzymac¢ poprzez rozwigzanie dwdch
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uktadow: Lz = f, a nastepnie Ry = z. Przeklada sie to na nastepujace wzory sekwen-
cyjne:
20 = fo
{Zi:fi—OéZi_l, z:l,,n—l (412)
oraz /5
Yn—1 = Zn—1
{ Yi = (2 — tayiy1) /B, i=n—2,...,0. (4.13)
Jak juz wspomniano wczesniej, taki sekwencyjny algorytm moze by¢ efektywny
tylko dla matych warto$ci n, poniewaz nie wykorzystuje on mozliwosci architektury
wspotezesnych procesoréw oraz procesorow graficznych. Ponadto, nie moze on zostaé
automatycznie zoptymalizowany przez kompilatory ze wzgledu na zaleznosci mi¢dzy da-
nymi. W celu otrzymania efektywnego rozwiazania zastosowano podejscie analogiczne
do zaprezentowanego w rozdziale , a mianowicie metode dziel i zwyciezaj [DS20,DS21).
Jako pierwszy krok nalezy wybraé¢ dwie liczby naturalne r,; s > 1, rs = n, a nastep-
nie zapisa¢ uktad w formie blokowej korzystajac z dekompozycji przedstawionej
w twierdzeniu . Analogicznie do sposobu zaprezentowanego jako wzor W 107~
dziale [3| zapisano macierz L w formie blokowej:

L,
B L,
L= o , (4.14)
B L,
gdzie
1 0 0 «
a 1 :
L= . |, B=| 20 (4.15)
a 1 0 ... ... 0

Macierze kolumnowe f oraz z podzielone zostaly na nastepujace wektory, odpowied-
nio:
fi = (fis,---;f(i+1)s—1)T oraz 2z; — (ZZ'S,...,Z(i+1)S_1)T GRS, 1= 07...,7"— 1.

Niech e;, = (0,...,0,1,0,...,00T € R*, k=0,...,5s— 1.
—_——

k
Majac powyzsze oznaczenia mozna przejs¢ do sformutowania twierdzenia o rozwig-

zaniu uktadu blokowego Lz = f.

Twierdzenie 4.3. Rozwigzaniem ukladu Lz = f jest:

Zoy = L;lfo
{ zZ; = Ls_lfz - OéZ,L'S,lLs_leo, 1= 1, e, = 1. (416>

Dowdéd. Po wymnozeniu blokowej wersji Lz = f, to znaczy:

L Ay fo
B LS VAL f1
A N (4.17)
B Ls Zyr 1 frfl
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otrzymano:

LsZO = f0
{ Lszi + Bzifl = fia 1 = 1, ,f,’- _ 1 (418)
Upraszczajac:
0 0 «a Z(i—1)s 1
Bz, ; = 0 0 = s 1 = QZjs_1€0. (4.19)
0 ... ... 0 Zis_1 0

Podstawiajac powyzsze wyliczenie, a nastepnie mnozac lewostronnie przez L; ! uzyska-

no uktad z twierdzenia (4.3)). O

Podobnie jest w przypadku gornej bidiagonalnej macierzy R. Przy tych samych
zatozeniach, otrzymano nastepujaca wersje blokows:

R, C
R= s , (4.20)
o
R
gdzie
B ts 0 0
rR=| 7 | o= SR (4.21)
- t3 0 0 .
38 ts 0 ... 0

Mozna teraz wprowadzi¢ twierdzenie opisujace rozwiagzaniu uktadu Ry = z.

Twierdzenie 4.4. Rozwigzaniem blokowej wersji ukladu Ry = z jest:

Yr—1 = R;1ZT—1
{ Y. = RS_IZZ' — tgy(l'+1)SR8_1€5,1, 1=1r— 2, c ,0. (422>
Dowdéd. Po wymnozeniu Ry = z, czyli
Ry C Yo Z
Rs E . Y1 o Z (4 23)
C . .
Rs YTfl Zp—1
otrzymano:
Rsyrfl =Zy_
{Rsyizzi—cym, i=r—2...0. 424
Upraszczajac:
O ... ... 0 Yi+1)s 0
Cyiri=| - =t3Ya+r)s | | = laYGr1)s€s—1.  (4.25)
0 0 : ; :
ts 0 ... 0 Y(i+2)s—1 1
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Podstawiajac powyzsze wyliczenie, a nastepnie mnozac lewostronnie przez R;' uzy-
skano uktad z twierdzenia 4.4l O

Algorytm rozwigzywania uktadu LRy = d bazujacy na wzorach z twierdzen
i [4.4] sktada sie z dwoch gtownych etapéw (A i B), z ktorych kazdy zawiera trzy kroki
(1, 2, 3). Wszystkie wektory L;'f;, i = 0,...,r — 1 moga zosta¢ znalezione réwnolegle
(krok A1l). Niech F' = [fy,...,f._1], wtedy wszystkie kolumny macierzy X = L;'F
moga zostaé¢ znalezione przy uzyciu nastepujacego wzoru:

Xi,* — Fi,* — Q* Xi—l,*) 1= 17 e (426)

as_]-a

gdzie X, . oraz F; . oznaczaja i-ty wiersz X lub F', odpowiednio. Nastepnie mogg zostac
znalezione ostatnie sktadowe kazdego z wektoréw z;, 7 = 1,...,r—1 sekwencyjnie (krok
A2), poprzez zastosowanie wzoru z twierdzenia Ostatecznie, ponownie rownolegle,
mozna obliczy¢ s — 1 pozostatych sktadowych wektoréw zi, ..., z,._; (krok A3).

W przypadku wzoru z twierdzenia 4.4] postepowanie wyglada analogicznie. Niech
Z =|zg,...,2,_1], wtedy Z < R;'Z znalez¢ mozna - wykonujac krok Bl - za pomoca
wWzoru:

Ziw — (Zip — 3% Zit1,4) /5, (4.27)

Nastepnie podczas czesci sekwencyjnej (krok B2), program wyznacza pierwsze sktadowe

i=s—2,...,0.

kazdego z wektorow y;, @ =r — 2,...,0. Na koniec, w kroku B3, korzystajac ze wzoru
z twierdzenia [£.4] wyznaczono réwnolegle wszystkie pozostate sktadowe wektoréw Y =
[YO7 s 7}’7“71]'

Tak opisany sposob rozwigzania nalezy zastosowa¢ dwa razy: raz, aby znalez¢ wektor
v oraz drugi raz w celu znalezienia wektora u. Jako ostatni krok zaproponowanego
algorytmu nalezy wykorzystac twierdzenie[d.2] co pozwoli wyznaczy¢ rozwiazanie wzoru
. Nalezy zauwazy¢, ze wzor z twierdzenia rowniez moze zostaé¢ w tatwy sposob
zrownoleglony i zwektoryzowany.

4.2.2 Drugi algorytm - zré6wnoleglony algorytm Liu

Liuiin. w pracy |[LLYZ20] przedstawili nastepujacy sekwencyjny sposéb rozwiazywania
omawianego problemu. Dla uproszczenia zatozy¢ mozna, ze n = 2% + 1, k € N. Niech:

[0 1 0 0
0 01 0
P=1: :: : (4.28)
000 1
(100 0

Wtedy rozwiazanie (4.1) jest dokladnie takie same jak rozwiazanie PTx = Pf, ktore
PO wymnozeniu ma nastepujaca postac:

i ta 3 xg by
T b2
bt 1y (4.29)
t1 to |13
t1 | T2 T2 by_1
tg t3 0 _ZEn_l ] bo



oraz moze zosta¢ zapisane w réwnowaznej formie blokowej:

COENNES

lub za pomocg uktadu réwnan:

T (4.31)

{ Ti1xo + Tp—1p = by
w'xy = by
Ponizsze twierdzenie wprowadza rozwiazanie uktadu z wzoru (4.29)).
Twierdzenie 4.5. Niech v oraz u speiniajg odpowiednio nastepujgce rownosci:
Ty wv=>b; oraz Tiju=p.
Przy powyzszych oznaczeniach rozwigzanie ukladu ma postac:
{ ey = (tytn b ty0s — bo)/(tato + taun). (4.32)

Dowéd. Pierwsze réwnanie z uktadu (4.31]) moze zostaé przeksztatcone do nastepujacej
postaci:
Xo = Tl_llbl — ZL‘n_lTl_llp.

Co, przy oznaczeniach z twierdzenia [£.5] mozna zapisa¢ réwnowaznie jako:
Xo =V —Ty_1U0.

Nastepnie, tak wyznaczone xy mozna wstawi¢ do réwnania drugiego z (4.31)), co da
nastepujacy rezultat:

wl (v — z,_1u) = by.
Rozwijajac:

wliv — z,_1wliu = by

1 wyznaczajac x,_1 otrzymano:

T
w'v — by
Tpn—1 = — 77— - 4.33
! wlu (4.33)
Mozna obliczy¢, ze:
Vo
U1
WTVZ [t27t3707"’70] . :t2U0+t3U1
Up—2
oraz
Uo
Uy
WTu: [t27t3707"-70] . = toug + t3uq.
Up—2
Podstawiajac powyzsze wyliczenia do wzoru (4.33]) otrzymano:
tavg + tzvy — by
Tp-1 =
toug + t3uy
czyli drugie réwnanie ze wzoru (4.32)). 0

29



Aby méc skorzystac ze wzoru z twierdzenia [1.5] konieczne jest rozwiazanie dwéch
uktadéw réwnan o rozmiarze n—1 = 2%, k € N, tzn. T1;v = b, oraz T3;u = p. Nastep-
nie mozna wyznaczy¢ x, 1 oraz, jako ostatni krok, rownolegle wyznaczy¢ wszystkie
pozostate sktadowe xq.

Kolejnym zagadnieniem, niezbednym do rozwiazania uktadu (4.29)) jest rozwiazy-
wanie uktadéw postaci 71z = f, gdzie Ty; € RO-Dx0=D 1 = 2%k L € N, czyli
uktadéw nastepujacej postaci:

[t ty 13 1 =21 jio ]
<1 1
t oty 1y (4.34)
ot :
- tl 4L Zn-2 | L fn—2 i

Po prostych przeksztatceniach mozna zapisa¢ sekwencyjne rozwigzanie powyzszego
roOwnania jako:

Zp—2 = fn—2/t1
Zn—3 = (fn—s — tazn—2)/t1
zi = (fi — tozig1 + t32iv2) /th,

(4.35)

i=n—4,n—5,...,0.

Podobnie jak w rozdziale [3] tutaj takze rozwiazanie sekwencyjne jako efektywne,
moze zosta¢ zastosowane jedynie do niewielkich rozmiaréw problemu. Wydajna imple-
mentacja rozpatrywanego problemu musi zaktada¢, ze wektory v oraz u zostana zna-
lezione za pomoca réwnolegtego algorytmu wykorzystujacego budowe nowoczesnych
komputeréw. Mozliwe jest sformutowanie algorytmu bardziej ztozonego, lecz podda-
jacego sie w tatwy sposéb zréwnolegleniu [Stp92]. W tym celu wykorzystano postaé
blokowa. Niech (n—1) = rs, r,s > 1. Wtedy macierz T}; mozna podzieli¢ nastepujaco:
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ty 1o t3
ty 1ot
by |t 3
t1 to i3
t ty i (4.36)
b1 to |13
t |ty ts
ti 1o 13

ty  ty t3

ty1 1o

t



Niech:

t1 ty i3
D= t oty ty |0 U= : (4.37)
i1t ts
I ty | to 13
oraz z; = (Zis, Zist1s - - - Z(z‘+1)371)T7 d; = (dis, diss1, - - . >d(i+1)371)T Przy powyzszych

oznaczeniach uktad T,z = f moze zostaé¢ zapisany w réwnowazny sposoéb w postaci
blokowej jako:

(D U 1] 20 | [ do ]
D U Z d;
. o= | (4.38)
D U : :
L D] L Zr—1 | | dy1 |

Po powyzszym opisie mozna wprowadzi¢ twierdzenie o rozwigzaniu uktadu 77,z = f.

Twierdzenie 4.6. Rozwigzanie ukiadu Ty1z = £, gdzie Ty, € RO=Dx(=1) "y 1 = 2k
k€N, oraz (n — 1) = rs, r,s > 1, zapisanego w postaci blokowej ma nastepujgcg
postac:

z; = D7'f; — (tQZ(i+1)s + tBZ(i+1)s+1)yr71 — 132(i+1)sYr—_2s t=r—2,...,0. .

Dowdéd. Po wymnozeniu uktadu (4.38)) otrzymano:

Dz, | = frfl

DZi—i-UZiJrl:D_lfi, i:T—Q,...70,
czyli:

Zy_1 = Dilfr—l
{ Z; :D_lfi—D_lUZH_l, i:T—Q,...,O. (440)
Niech
e, =(0,...,0,1,0,...,0)" €R*, k=0,...,5— 1.
k

Wtedy macierz U moze zostaé zapisana jako nastepujaca suma:
U= tzer_leg + t3er_geg + t3e,,_1eip.

Dzieki powyzszemu zapisowi, mozna dokonaé kolejnego przeksztatcenia. Powyzej po-
dano, ze:
Z; = (21‘57 Rist1s -+ Z(i+1)s—1)T-
Stad wynika, ze:
Zi+1 = (Z(z'+1)sa Z(i4+1)s+1y - - s Z(i+2)5—1)T~

Majac powyzsze wyliczenia mozna wyznaczy¢ Uz q:

Uziy1 = (tae,_1€f + tze,_sef + t3er—1eip)(z(i+1)s, Z(i+1)s+15 - - - 5 Z(i+2)571)T
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1 ostatecznie:
Uzi11 = t22(i11)s€r—1 T 132(i41)s€r—2 + 132(i41)s+ 1€ -1
Wzoér na Uz, otrzymany powyzej, mozna wstawi¢ do réwnania . Wtedy:
z; = D7'f, — D_l(t2z(i+1)se7'—1 + 1323+ 1)s€r—2 + t32(i41)s+1€r—1)
i dalej:
z; = D' — tazr1ys D7 e — tazinys D7 erms — t3z(ii1ysi1 D e (4.41)

Niech:
Dy, ,=e,1 oraz Dy, 5 =€, 5.

Wtedy wzor (4.41) mozna zapisaé jako:

zi = D7 — by2(11)sY, 1 — t32(i41)sY 0 — 132(41)s+1Y 1

i w efekcie:
z; = D' — (ta2(i41)s + 132(41)541)Yr—1 — £32(141)sYr—2:
co jest drugim rownaniem uktadu z twierdzenia (4.6)). O

Nalezy doda¢, ze jezeli y, ; = (Yo, y1,-- - ¥r-1)", t0 Yoo = (Y1, Y2, -+, yr_1,0)T.
Ponadto, wszystkie wektory D71f;, i = 0,...,r — 1 moga zostaé¢ znalezione réwnolegle.
Aby unaocznié¢ ten fakt, stworzono nastepujaca macierz:

F=f,... £

Wtedy wszystkie kolumny Z = D~'F moga zostaé znalezione korzystajac z nastepu-
jacego wzoru wektorowego:

Zi,* < (E7* — tQZH_L* — t?)Zi_’_Q’*)/tl, =8 — 3, e ,0. (442)

Nastepnie mozna sekwencyjnie wyznaczy¢ dwie pierwsze sktadowe dla kazdego wektora
zi, 1 =1r—2,...,0, stosujac wzor . Ostatecznie, znoéw réwnolegle, obliczy¢ mozna
s — 2 pozostatych sktadowych wektorow z, o, ..., z.

Algorytm ten powinien zostac zastosowany dwa razy: raz - by znalez¢ wektor v oraz
ponownie w celu znalezienie wektora u. Ostatecznie, wzér (4.32) moze zostaé zasto-
sowany w celu znalezienia rozwiazania wzoru - takiego samego jak rozwigzanie
wzoru . Nalezy zauwazy¢, ze wzor moze w latwy sposob zostaé¢ zréownole-
glony i zwektoryzowany.

4.3 Implementacja na procesory graficzne

Algorytmy rozwigzujace uktady postaci zaprezentowane w sekcji moga zostac
zaimplementowane z wykorzystaniem OpenACC, dzieki czemu beda mogly byé¢ wy-
konywane zaréwno na akceleratorach (GPU) jak i na procesorach (CPU). OpenACC
zostal szerzej omowiony w sekcji Istnieje roéwniez mozliwo$¢ uzycia OpenACC
i OpenMP w jednym programie w celu wykorzystania CPU i GPU w tym samym
czasie [DS21| dla realizacji obliczenn w modelach hybrydowych.
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4.3.1 Pierwszy algorytm - modyfikacja metody Wanga

Kroki réwnolegle A1, A3, B1, B3 algorytmu zaprezentowanego w sekcji [4.2.1 moga zo-
sta¢ zwektoryzowane i zréwnoleglone poprzez wykorzystanie dyrektywy "pragma acc
parallel loop". Oznacza to, ze niezalezne petle moga zosta¢ roztozone pomiedzy
gangi (ang. gangs), ktére pracuja w trybie SIMD i wykorzystuja dostepng architektu-
re. Kroki A2 oraz B2 sa sekwencyjne i powinny zosta¢ wykonane przez jeden gang.
Listing [4.2] przedstawia implementacje krokéw Al, A2, A3 z wykorzystaniem forma-
tu kolumnowego dla macierzy x przechowywanej jako jednowymiarowa tablica danych
podwojnej precyzji. Format taki jest najbardziej naturalnym, poniewaz nie wystepuje
potrzeba modyfikacji ulozenia danych po wybraniu wartosci dla parametréw r oraz
s. Niestety format ten nie pozwala na wykorzystanie taczonego dostepu do pamieci
globalnej urzadzenia [CGM14] podczas krokéw A1l oraz B1. Dlatego mozna oczekiwac,
ze wydajnosé programow uzywajacych takich formatow danych bedzie znaczgco gor-
sza w poréwnaniu do implementacji wykorzystujacej format wierszowy (listing [4.3]).
W tym przypadku wszystkie odwotania do pamieci globalnej sa potaczone. Listing
pokazuje prosta zréwnoleglong petle, ktora moze zosta¢ wykorzystana w celu zmiany
pomiedzy formatami kolumnowym i wierszowym (i na odwrot). Niestety, petla ta moze
znaczaco wydhuzy¢ dziatanie programu, ze wzgledu na niepotaczone dostepy do pamieci
globalnej (ang. non-coalesced memory access) [SGMHS17].

// z formatu kolumnowego do wierszowego
#pragma acc parallel loop independent present(b,x)
for(int i=0;i<n;i++)
x[1]=b[i/r+(i%r)*s];

// z formatu wierszowego do kolumnowego
#pragma acc parallel loop independent present(b,x)
for(int i=0;i<n;i++)
blil=x[i/s+(i%s)*r];

Listing 4.1: Prosta konwersja tablicy w formacie kolumnowym na format wierszowy
przy uzyciu dyrektywy OpenACC "pragma acc parallel loop"

W celu zwiekszenia wydajnosci implementacji, podjeto probe znalezienia efektywniej-
szej metody zamiany pomiedzy formatami kolumnowym i wierszowym, ktéra wykorzy-
stuje pamie¢ podreczna, aby zapewni¢ taczony dostep do pamieci globalnej (listing .
Kazdy gang sktadajacy sie z BSIZE watkow jest odpowiedzialny za odczytanie bloku
VL x BSIZE elementéw z tablicy w formacie kolumnowym wykorzystujac taczony
dostep do pamieci i zapisanie tych elementow do pamieci podrecznej. Wtedy taki blok
elementow przenoszony jest do nowej tablicy przechowywanej w formacie wierszowym
(rysunek i doktadniej na rysunku oraz listing . Gang watkéw dziata na ciagu
V' L blokéw, kazdy po VL x NC elementow, gdzie VL x NC = BSIZFE. Kazda ko-
lumna, tak opisanego bloku jest tadowana (ang. load) przez V L watkow, gdzie V'L jest
rozmiarem warpu (ang. warp) [CGM14]. Gdy wszystkie bloki sa w pamieci podreczne;j
wszystkie watki wewnatrz gangu zapisuja wiersze zawierajace BSIZFE elementéw do
pamieci globalnej. Takie dostepy do globalnej pamieci sg tgczone w jak najmniej moz-
liwych transakcji do wykonania, aby optymalizowaé przepustowosé DRAM [CGM14).
Ostatecznie, nalezy zauwazy¢, ze w obu przypadkach (w formacie kolumnowym i wier-
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szowym) kroki B1, B2 oraz B3 zostaly zaimplementowane analogicznie do swoich odpo-
wiednikéw zaprezentowanych na listingach oraz Natomiast obliczenia z twier-
dzenia [£.2] zostaly zaimplementowane przy uzyciu dyrektywy pragma acc parallel

loop.

// format kolumnowy
// Krok A1l
#pragma acc parallel present(x)
{
#pragma acc loop 1independent
for(int j=0;j<r;j++){
for(int i=1;i<s;i++)
x[j*s+i]l-=x[j*s+i-1]*alpha;
}
}
// Krok A2
#pragma acc parallel num_gangs (1)
<~ present (x)
{
for(int j=1;j<r;j++)
x[(j+1)*s-1]1-=x[j*s-1]*e0_last
— *alpha;
¥
// Krok A3
#pragma acc parallel deviceptr
— (e0) present(x)
{
#pragma acc loop independent
for(int j=1;j<r;j++){
lastl=x[j*s-1]*alpha;
#pragma acc loop 1independent

// format wierszowy
// Krok Al
#pragma acc parallel present(x)
{
for(int i=1;i<s;i++){
#pragma acc loop independent
for(int j=0;j<r;j++)
x[i*r+jl-=x[(i-1)*r+jl*alpha;
}
}
// Krok A2
#pragma acc parallel num_gangs (1)
< present (x)
{
for(int j=1;j<r;j++)
x[n-r+jl-=x[n-r+j-1]1*e0_last*
— alpha;
}
// Krok A3
#pragma acc parallel deviceptr (e0)
— present (x)
{
#pragma acc loop independent
for(int i=0;i<s-1;i++){
lastl=e0[i]l*alpha;
#pragma acc loop independent

for(int i=0;i<s-1;i++) for(int j=1;j<r;j++)
x[j*s+i]l-=1lasti1*e0[i]; x[i*r+jl-=x[(s-1)*r+j-1]*lastl;
} }
} }
Listing 4.2: Implementacja algorytmu Listing 4.3: Implementacja algorytmu

pierwszego z wykorzystaniem OpenACC
oparta na wzorze z twierdzenia
w formacie kolumnowym

pierwszego z wykorzystaniem OpenACC
oparta na wzorze z twierdzenia w
formacie wierszowym

Inny mozliwy sposéb usprawnienia implementacji zostal przedstawiony na rysunku

4.3 Wykorzystuje on format kolumnowy, lecz zaktada, ze blok VL x BSIZE ele-
mentow jest pobrany z pamieci globalnej do pamieci podrecznej, z wykorzystywaniem
taczonego dostepu do pamigci. Oznacza to, ze za pomoca pojedynczego dostepu do
pamieci mozna pobraé¢ wiele zmiennych, o ile sa one pogrupowane [NVI15]. Wtedy
wszystkie niezbedne obliczenia przeprowadzane sa w pamieci podrecznej. Ostatecznie,
taki blok po przeprowadzeniu obliczen zapisywany jest z powrotem do pamigci glo-
balnej. Nalezy zauwazy¢, ze w pamieci podrecznej powinien zosta¢ zaalokowany blok
(VL + 1) x BSIZE elementéw, poniewaz jest to niezbedne, aby méc odwolywaé sie
do ostatniego rzedu poprzedniego bloku w przypadku wzoru z twierdzenia [4.3] oraz
pierwszego rzedu poprzedniego bloku w przypadku wzoru z twierdzenia [4.4]
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#pragma acc parallel present(b) deviceptr(x) vector_length(BSIZE)
{

float xc[VL][BSIZE];
#pragma acc cache(xc)

for(int k=0;k<s;k+=VL){
// kazdy gang wczytuje blok rozmiaru VL x BSIZE
// z formatu kolumnowego do pamieci podrecznej
#pragma acc loop gang
for (int j=0;j<r;j+=BSIZE){
#pragma acc loop seq
for (int 1=0;1<BSIZE;1+=NW)
#pragma acc loop vector
for(int i=0;i<BSIZE;i++)
xc[1%VL]I[1+i/VL]= x[(j+1+i/VL)*s+k+i%VL];
3
// kazdy gang zapisuje blok rozmiaru VL x BSIZE
// z pamieci podrecznej do formatu wierszowego
#pragma acc loop gang vector
for(int j=0;j<r;j++){
#pragma acc loop seq
for(int i=0;i<VL;i++)
b[(k+i)*r+jl=xc[i] [j%BSIZE];

3

Listing 4.4: Implementacji OpenACC konwers;ji z formatu kolumnowego do wierszowego
z wykorzystaniem pamieci podrecznej

4.3.2 Drugi algorytm - zréwnoleglony algorytm Liu

Rysunek przedstawia fragment implementacji algorytmu wprowadzonego w sek-
cji[d.2.2] Implementacja ta zaktada wykorzystanie formatu kolumnowego. Inna mozliwa
modyfikacja wykorzystuje blok (V L+2) x BSI1ZE elementéw zaalokowanych w pamieci
podrecznej, poniewaz niezbedne sa odwotania do dwoch gérnych wierszy z poprzednie-
go bloku. Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku tego algorytmu, mozliwa implementacja
wykorzystujaca format wierszowy osigga znacznie gorsze wyniki czasowe, dlatego tez
nie zostata przedstawiona w niniejszej rozprawie.

Nalezy dodac, ze oba przedstawione algorytmy maja zblizona ztozono$¢ pamieciows
do algorytmow z rozdziatu . Doktadniej - algorytm pierwszy potrzebuje (w réznych
wersjach formatowych) 4 - (int) + (2n+2s+ 13) - (double), a algorytm drugi potrzebuje
4- (int) + (2n + s+ 10) - (double).
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BSIZE =VL x NC

C NC NC NC NC
blok rozmiaru VL x BSIZE
VL macierzy
przechwowywanej kolumnowo
0 1 2 29 30 31

o—o

~ blok rozmairu VL x BSIZE
VL tet : przechowywany wierszowo
w pamieci podrecznej

. blok rozmiaru VL x BSIZE
VL : macierzy
przechowywanej wierszowo

BSIZE

Rysunek 4.1: Zamiana bloku o rozmiarze VL x BSIZE przechowywanego kolumnowo

do formatu wierszowego przeprowadzona przez pojedynczy gang watkéw (VL = 32,
BSIZE = 256)

format kolumnowy format wierszowy format kolumnowy
( 3 3
pamie¢ podreczna pamie¢ podreczna
s - }VL* 5 - }VL* s

— —
BSIZE BSIZE

\ J J

— _— — _— — _—
r r r

Rysunek 4.2: Zmiana formatu kolumnowego na wierszowy i ponownie do kolumnowego
z wykorzystaniem pamieci podrecznej
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format kolumnowy

- fvi

BSIZE

obliczenia
w pamieci podrecznej

format kolumnowy

s -

BSIZE

Rysunek 4.3: Wykorzystanie formatu kolumnowego wraz z blokiem pamieci podreczne;j

1 //format kolumnowy //wykorzystanie pamieci podrecznej

2 #pragma acc parallel deviceptr(v) #pragma acc parallel deviceptr(v)

3

4 #pragma acc loop independent double vc[VL+2] [BSIZE];

5 for(int j=r-1;j>=0;j--){ #pragma acc cache(vc)

6 v[j*s+s-1]1/=t1;

7 v[j*s+s-2]=(v[j*s+s-2]-t2*v[j*s+s-1])/t1; #pragma acc loop gang

8 } for(int j=0;j<r;j+=BSIZE){

9 } #pragma avv loop vector

10 #pragma acc parallel deviceptr(v) for(int k=0;k<BSIZE;k++)

11 ve [VL] [k]=vc [VL+1] [k]=0.0;
12 #pragma acc loop independent for(int k=s-VL;k>=0;k-=VL){

13 for(int j=r-1;j>=0;j--){ for(int 1=0;1<BSIZE;1+=NC){
14 for(int i=s-3;i>=0;i--) #pragma acc loop vector
15 v[j*s+il=(v[j*s+i]-t2xv [j*s+i+1] for(int i=0;i<BSIZE;i++)
16 -t3*xv[j*s+i+2])/t1; ve [1%VL] [1+i/VL]=

17 } v [(j+1+i/VL) *s+k+i%VL];
s |} }

19 #pragma acc parallel num_gangs(1))\ #pragma acc loop vector

20 deviceptr(v,y) for(int j=0;j<BSIZE;j++){

21 { for(int i=VL-1;i>=0;i--)
22 for(int j=r-2;j>=0;j--){ ve[i] [j]1=(vc[i] [j]
23 tmpl=t2*%v[(j+1)*s]+t3*xv[(j+1)*s+1]; -t2*vc [i+1] [j]

24 tmp2=t3*v[(j+1)*s]; -t3xvc[i+2] [j1)/t1;
25 v[j*s]-=(tmpl*y[0]+tmp2*y[1]); }

26 v[j*s+1]-=(tmplxy[1]+tmp2*y[2]) ; for(int 1=0;1<BSIZE;1+=NC){
27 } #pragma acc loop vector
28 } for(int i=0;i<BSIZE;i++)
29 #pragma acc parallel deviceptr(v,y) v[(j+1+i/VL)*s+k+i)VL]=
30 ve[1%VL] [1+i/VL];

31 #pragma acc loop independent }

32 for(int j=r-2;j>=0;j--){ #pragma acc loop vector

33 tmpl=t2*v [(j+1)*s]+t3*v[(j+1)*s+1]; for(int kk=0;kk<BSIZE;kk++){
34 tmp2=t3*v [(j+1)*s]; ve [VL] [kk]=vc [0] [kk] ;

35 #pragma acc loop independent ve [VL+1] [kk]l=vc[1] [kk];
36 for(int i=2;i<s;i++) }

37 vj*s+il-=(tmpl*y[i]+tmp2*y [i+1]); }

s } }

39|} }

Rysunek 4.4: Implementacja algorytmu drugiego opartego na wzorze z wykorzy-
staniem OpenACC w formacie kolumnowym (po lewej) oraz wykorzystujacym pamieé
podreczna do obliczenia pierwszego kroku algorytmu (po prawej) - réwnowaznie do lini
2-18 po lewej stronie
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4.3.3 Implementacja na wiele urzadzen

Rozwazane implementacje moga zosta¢ zmodyfikowane w sposob taki, aby wykorzy-
stywaly wiele urzadzenn GPU |[DS21]. Rysunek |4.5 pokazuje, w jaki spos6b wykorzystaé
wspo6lnie OpenMP i OpenACC, aby prezentowany program mogt zosta¢ uruchomio-
ny na dwoch GPU. Dane wejsciowe zostaja podzielone na dwie rowne czesci. Kazda
z potéwek przechowywana jest w pamieci jednej z kart graficznych w formacie wier-
szowym. Utworzono dwa watki OpenMP, kazdy odpowiedzialny za kontrole jednego
GPU. Procesory graficzne dziela dane poprzez pamieé hosta (ang. host). Tablica o na-
zwie shared data zaalokowana jest w pamieci hosta, a kazde z GPU ma kopie tej
tablicy. Dyrektywa update self jest wykorzystana, aby zaktualizowa¢ dane na hoscie
podczas, gdy update device aktualizuje dane urzadzenia (ang. device). Niezbedna jest
rowniez synchronizacja watkow za pomoca omp barrier.

#pragma acc set device_num(dn)

#pragma acc enter data create(shared_data[0:sizel)
stepA1(...);

if (dn==0){ // GPU#0

| IS 5 stepA2(dn,shared_data,...);

‘I | {° #pragma acc update self(shared_data[O:size])

Pl _,10 GPU —fil { int dn=omp_get_thread_num();

if (dn==1){ // GPU#1
- ; S S #pragma acc update device(shared_data[0:size])
M T stepA2(dn,shared_data,...);
r/2 /2

}

// dalsze kroki ...

Rysunek 4.5: Rozmieszczenie danych i ogdlny schemat dziatania dla dwoéch GPU

CPU PU { int dn=omp_get_thread_num();
\ if(dn==0){ // CPU
stepAl_host(...); // wykorzystanie OpenMP
stepA2_host(shared_data,...);
telse{ // GPU
#pragma acc enter data create(shared_data[0:size])

i <"| |') 5 stepAl_device(...); // wykorzystanie OpenACC

}
}

| |

R — —/ if(dn==1){ // GPU

_;.f !,VI) #pragma acc update device(shared_data[0:size])
1 = stepA2_device(shared_data,...);
rit+ro=r

// dalsze kroki ...

Rysunek 4.6: Hybrydowa implementacja dla hosta (OpenMP) i GPU (OpenACC)

Opisany powyzej sposoéb moze réwniez poshuzyé do sformutowania implementacji
wykorzystujacej GPU oraz CPU w tym samym czasie. Rysunek [1.6] prezentuje idee
hybrydowej implementacji z wykorzystaniem OpenMP oraz OpenACC. CPU jest od-
powiedzialne za znalezienie r; poczatkowych kolumn, natomiast GPU wykorzysta-
no do znalezienie pozostatych ry kolumn, gdzie r; + ro = r. Nalezy zauwazy¢, ze
w tym przypadku, w OpenMP powinno zosta¢ wtaczone zagniezdzone zréwnolegle-
nie [JRS16b]. W przypadku takiego wykorzystania lepszym rozwiazaniem jest wyko-
rzystanie obstugi OpenACC dla pamieci ujednoliconej (ang. unified memory), ktora
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upraszcza zarzadzanie obszarami pamieci wspotdzielonymi pomiedzy procesorami gra-
ficznymi i procesorami. W programach skompilowanych przy uzyciu kompilatora PGI
z opcja —ta=tesla:managed wszystkie wywotania funkcjimalloc () i calloc() sa auto-
matycznie zastepowane przez cudaMallocManaged (), ktora zwraca wskaznik dostepny
z poziomu CPU i GPU.

4.4 Wyniki

Wszystkie wyniki zostaty zebrane na pieciu réznych architekturach z urzadzeniami
akcelerujacymi pozwalajacymi na wykorzystanie OpenMP oraz OpenACC. Sg to:

I. Multicore
Kepler
Volta

Ampere

S a w =

Turing

Architektury te zostaly szerzej oméwione w sekeji [[.3] Oznaczenia z sekeji 70~
staty zachowane.

Przetestowano wszystkie zaprezentowane implementacje oparte na OpenACC. Dla
usystematyzowania ponizej wymieniono nazwy i krotkie opisy szesciu rozpatrywanych
implementacji wraz ze skrotowcami uzywanymi w tabelach oraz na rysunkach przed-
stawianych w niniejszym rozdziale.

e Algorytm pierwszy:

— format kolumnowy - kol.,
— format wierszowy - wiersz.,

— format wierszowy z zamiang formatow z wykorzystaniem pamieci podreczne;j
- wiersz. cache,

— format kolumnowy z obliczeniami przeprowadzanymi z wykorzystaniem blo-
ku pamieci podrecznej - blok cache.

e Algorytm drugi:

— format kolumnowy - kol.,

— format kolumnowy z obliczeniami przeprowadzanymi z wykorzystaniem blo-
ku pamieci podrecznej - blok cache.

Nalezy teraz rozwina¢ powyzszy opis. Dla pierwszego algorytmu zaprezentowano
cztery implementacje. Pierwsza wykorzystuje standardowy format kolumnowy - brak
koniecznosci zmian formatu. Dwie kolejne dziataja w formacie wierszowym: wykorzy-
stujac prosta konwersje miedzy formatami (pokazana na listingu oraz druga - bar-
dziej zaawansowanag zamiane wykorzystujaca pamieé¢ podrecznag pokazang na listingu
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[.4) oraz na rysunku i doktadniej na rysunku [A.I} Ostatnia funkcja dla algoryt-
mu pierwszego korzysta z formatu kolumnowego, jednak obliczenia przeprowadzane
sa z wykorzystaniem bloku pamieci podrecznej (rysunek [4.3)).

Dla drugiego algorytmu przygotowano analogiczne implementacje, jednak wersje
wierszowe (rowniez z wykorzystaniem pamieci podrecznej do zamiany formatéw) daty
zdecydowanie gorsze wyniki. Z tego powodu rozwazono jedynie dwie wersje: ze stan-
dardowym formatem kolumnowy oraz formatem kolumnowym przeprowadzajacym ob-
liczenia z wykorzystaniem bloku pamieci podreczne;j.

Eksperymenty przeprowadzono dla réznych rozmiaréw probleméw i réoznych war-
tosci parametrow r, s. Ze wzgledu na ograniczenia pamieci w przypadku architektury
Kepler oraz Turing maksymalny mozliwy rozmiar badanego uktadu to n = 2. Z te-
go powodu, dla ujednolicenia, wyniki dla wszystkich architektur ograniczono do tej
wtasnie wartosci. Nalezy jeszcze zwroci¢ uwage, ze rozmiary uktadéw dla drugiego al-
gorytmu sg powigkszone o jednosé, tj. dla algorytmu drugiego do n prezentowanego w
tabelach oraz na rysunkach nalezy dodacé jeden.

Rozwazano problem [F)|z sekcji a doktadniej przypadek dla b > 0 i doktadnych
parametrow t; = —1 — ¢, to = 2+ ¢, t3 = —1 oraz ¢ = 9. Ten sam przypadek zostatl
réwniez wybrany przez Liu i in. w pracy [LLYZ20| i oznaczony tam jako przyklad
drugi (ang. Ezample 2). Przyktad taki zapewni prawidtowe wyniki dla obu algorytméw,
poniewaz takie parametry spelniaja nastepujace zaleznosé |to| = |t1] + |t3], a takze
3 — 4tyt3 > 0 oraz |t1] > |t3].

Testy zostaly przeprowadzone dla dwoch réznych prawych stron:

A. f =Tx* gdzie x* = rand(0, 1),
B. f=Te, gdzie e = (1,0,...,0).

Jednak, po zebraniu wynikow, nie zauwazono znaczacych rozbieznosci w czasie trwania
programoéw (w przeciwienstwie do wynikéw doktadnosci, co oméwione zostanie w sekcji
nastepnej - [4.4.2)). Z tego powodu w niniejszej sekcji zaprezentowano jedynie wyniki
dla prawej strony B.

4.4.1 Czas dzialania

Tabela prezentuje wyniki czasowe otrzymane dla wszystkich rozwazanych metod
i architektur dla najlepszej warto$ci parametru r. Dla lepszego uwidocznienia réznic,
wyniki zawarte w tabeli zostaly rowniez przedstawione na wykresach przedstawio-
nych na rysunku 4.7, Dla pierwszego algorytmu, w wigkszosci przypadkéw testowanych
na GPU, implementacje uzywajace formatu wierszowego uzyskiwaty duzo lepsza wy-
dajno$¢ niz implementacje z formatem kolumnowym. Ponadto, mozna zwréci¢ uwage,
ze wykonywanie obliczen w bloku pamieci podrecznej jest zawsze lepsze niz wykorzy-
stanie zwyktego formatu kolumnowego, a dla niektérych GPU lepsze niz obliczenia
w formacie wierszowym wykorzystujacym pamie¢ podreczna. Wykorzystanie pamieci
podrecznej do konwersji pomiedzy formatami kolumnowym i wierszowym zwieksza wy-
dajnos¢, zwlaszcza na karcie graficznej Kepler. W tym przypadku wersja z formatem
wierszowym oraz pamiecig podreczng jest o okoto 50% szybsza niz format wierszowy
bez uzycia pamieci podrecznej dla najwigkszych rozwazanych rozmiarow uktadéow. Po-
nadto, dla tej architektury format kolumnowy z obliczeniami w pamieci podrecznej jest
lepszy niz zwykty format kolumnowy. Karty graficzne Turing i Volta daja zyski z uzy-
cia pamiegci podrecznej jedynie dla wigkszych rozmiaréw uktadow. Przy najwickszych
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Tabela 4.1: Czas dziatania [s] wszystkich rozwazanych implementacji na réznych archi-
tekturach. Zaprezentowany parametr r pozwolit osiagna¢ najlepszy wynik czasowy

Algorytm Pierwszy Algorytm Drugi
n kol. wiersz. wiersz. cache | blok cache kol. blok cache
r czas r czas r czas r czas r czas r czas

220 1211 10,0061 | 2 | 0,0042 | 2™ [ 10,0052 | 2 | 0,0052 [ 2™ [ 0,0055 | 2™° | 0,0050
221 | 21| 0,0090 | 2'2 | 0,0061 | 2" | 0,0073 | 2'* | 0,0073 | 2'* | 10,0080 | 2'° | 0,0072
222 | 2121 0,0149 | 2'2 | 0,0095 | 22| 0,0107 | 2'* | 0,0115 | 2'* | 0,0114 | 2'' | 0,0100
0,0234 | 2'3 | 0,0164 | 2'2 | 0,0164 | 2'* | 0,0202 | 22 | 10,0181 | 2'' | 0,0154
224 | 212 | 10,0448 | 23 | 10,0305 | 2" | 0,0273 | 2'* | 0,0376 | 2'2 | 10,0283 | 2'' | 0,0266
225 | 2121 0,0878 | 24 | 10,0680 | 2" | 0,0466 | 23 | 0,0638 | 2'2 | 10,0495 | 2'2 | 0,0479
226 1 212\ 01850 | 2 | 10,1558 | 23 | 0,0858 | 24 | 0,1151 | 2'2 | 10,0934 | 23 | 0,0810
227 | 215 | 04393 | 24| 03133 | 2| 0,1652 | 24 | 02098 | 2'2 | 10,2089 | 2'% | 0,1479
228 | 216 | 08819 | 24 | 10,6516 | 2'* | 0,3286 | 2> | 0,3985 | 2'° | 10,4633 | 2'* | 0,2665

TEHEYE R
[\
&
2,

220 | 210 [ 00021 | 21 | 0,0020 | 2™ | 0,0024 | 2'* | 0,0025 | 2'° | 0,0025 | 2'' | 0,0026
221 | 21| 10,0030 | 2! | 0,0030 | 2™ | 10,0034 | 2'* | 0,0034 | 2'* | 0,0033 | 2!' | 10,0035
222 | 21 | 0,0045 | 2'2 | 0,0044 | 2'2 | 10,0051 | 2t | 0,0052 | 2'* | 0,0051 | 2'2 | 0,0054
0,0074 | 212 | 0,0074 | 2'2 | 10,0078 | 2!* | 0,0088 | 2!2 | 0,0071 | 2!2 | 10,0078
224 1 2121 0,0122 | 213 | 10,0127 | 23 | 10,0127 | 2'2 | 0,0143 | 2'2 | 0,0113 | 2!2 | 10,0129
225 | 2121 10,0209 | 2'3 | 10,0264 | 2'3 | 0,0201 | 22 | 0,0228 | 2'2 | 0,0183 | 2'2 | 10,0200
226 | 212 10,0356 | 2% | 10,0592 | 2 | 0,0350 | 23 | 0,0373 | 23 | 0,0305 | 2! | 10,0320
227 | 2121 0,0692 | 216 | 10,1371 | 2" | 0,0645 | 23 | 0,0676 | 2'3 | 0,0554 | 2'* | 0,0538
228 | 213 10,1394 | 217 | 10,3333 | 24| 0,1249 | 2™ | 0,1239 | 23 | 10,1063 | 2'* | 0,0963

Qz—xma A
e
&2,

220 | 210 10,0024 | 21 | 0,0020 | 2™ [ 10,0023 [ 21 | 0,0025 | 2 | 0,0019 | 21° | 0,0020
221 | 211 10,0031 | 2'2 | 0,0027 | 2'2 | 10,0032 | 2'' | 0,0032 | 2'' | 0,0026 | 2'' | 10,0027
222 | 211 10,0044 | 2'2 | 0,0039 | 2'2 | 10,0044 | 2'* | 0,0047 | 2'' | 0,0035 | 2!' | 0,0037
228 | 2121 0,0062 | 2'3 | 0,0056 | 2'3 | 10,0065 | 2'2 | 0,0064 | 2'? | 0,0051 | 2'2 | 10,0053
0,0095 | 2'3 | 0,0090 | 23 | 0,0096 | 2'2 | 0,0096 | 2'2 | 0,0073 | 2'2 | 0,0076
225 | 2121 0,0158 | 213 | 10,0165 | 2 | 10,0159 | 2! | 0,0139 | 2'2 | 10,0116 | 2'* | 0,0115
226 | 213 10,0264 | 24 | 10,0389 | 2% | 10,0259 | 2'3 | 0,0227 | 23 | 0,0182 | 2! | 10,0183
227 | 213 10,0458 | 216 | 10,0843 | 215 | 10,0451 | 2" | 0,0392 | 23 | 0,0307 | 24 | 10,0312
228 | 213 10,0910 | 2' | 10,1777 | 25| 10,0768 | 24 | 0,0656 | 2'* | 10,0577 | 2* | 0,0496

>HEO<
e
&2

220 [ 2101 0,0036 | 2'T | 0,0023 | 2'T | 0,0027 | 21 | 0,0035 | 2 | 0,0028 | 2° | 0,0030
221 [ 211 | 00049 | 22 | 0,0035 | 22| 0,0043 | 2!* | 0,0048 | 2!° | 0,0040 | 21° | 0,0043
222 | 211 | 00069 | 22| 0,0053 | 22| 0,0062 | 2!* | 0,0068 | 2! | 0,0055 | 2!* | 0,0057
0,0097 | 23 | 0,0073 | 21¥ | 10,0089 | 22 | 0,0097 | 2'' | 0,0080 | 2!2 | 0,0084
924 [ 212 | 00140 | 23 | 0,0113 | 23 | 0,0128 | 22| 0,0138 | 22 | 0,0111 | 22| 0,0114
9% | 213 | 00219 | 214 | 0,0176 | 214 | 0,0198 | 213 | 0,0201 | 22 | 0,0167 | 213 | 0,0173
226 | 213 | 00339 | 214 | 0,0296 | 214 | 10,0301 | 213 | 0,0300 | 23 | 0,0238 | 23 | 10,0245
227 | 913 | 00528 | 21| 10,0530 | 25 | 0,0455 | 23 | 0,0469 | 213 | 0,0351 | 213 | 10,0372
928 | 913 | 01022 | 215 | 10,0040 | 25 | 0,0664 | 23 | 0,0698 | 24| 0,0561 | 24| 0,0541

[esli=oMcs sl =
[\}
8
N
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Rysunek 4.7: Wykresy prezentujace czasy dzialania [s|] wszystkich rozwazanych imple-
mentacji z podziatem na wykorzystane karty graficzne
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rozwazanych uktadach najkrétszy czas obliczen osiagano z wykorzystaniem pamieci
podrecznej. Nalezy doda¢, ze wykonanie drugiego algorytmu zawsze bedzie szybsze,
poniewaz algorytm pierwszy wymaga wiecej operacji niz algorytm drugi.

Tabela 4.2: Najlepsze wyniki czasowe [s] dla algorytmu sekwencyjnego, implementacji
skompilowanych na systemy bez urzadzen akcelerujacych - multicore, funkcji dgtsv
z biblioteki LAPACK oraz wyniki dla wszystkich GPU dla najlepszej funkcji (dla pierw-

szego i drugiego algorytmu). Wszystkie wyniki uwzgledniaja transfer danych

Kepler Turing Volta Ampere .
Multicore
n copy managed copy managed copy managed copy managed dgtsv
algl wiersz. cache algl blok cache algl blok cache algl blok cache | algl sek. algl kol.
220 10,0443 0,0074 | 0,0177 0,0042 | 0,0411  0,0079 | 0,0385  0,0088 0,0347 0,0120 | 0,0343
221 10,0518 0,0115 | 0,0204 0,0075 | 0,0451  0,0121 | 0,0458  0,0141 0,0711 0,0165 | 0,0671
2221 0,0631 0,0188 | 0,0255 0,0115 | 0,0549  0,0208 | 0,0531  0,0238 0,1455 0,0267 | 0,1328
223 10,0866 0,0319 | 0,0358 0,0211 | 0,0710  0,0355 | 0,0739  0,0385 0,2899 0,0531 | 0,2636
2241 0,1320 0,0580 | 0,0550 0,0366 | 0,1006 0,0571 | 0,1062  0,0629 0,5767 0,1134 | 0,5229
2251 02153  0,1843 | 0,0898 0,0604 | 0,1591  0,0987 | 0,1684  0,1022 1,1540 0,2161 | 1,0423
2% 10,3759 0,3996 | 0,1575  0,1229 | 0,2752  0,1652 | 0,2861  0,1879 2,3063 0,4176 | 2,0837
227 10,7457  0,7150 | 0,2954  0,2655 | 0,4618  0,2923 | 0,5051  0,3663 4,6085 0,8257 | 4,1613
2281 14211  1,3490 | 0,5665 0,5039 | 0,9357 0,5582 | 0,9189  0,6799 9,2176 1,6417 | 8,3316
n alg2 blok cache alg2 blok cache alg2 kol. alg2 kol. alg2 sek alg2 kol.
2201 0,0442 0,0069 | 0,0178  0,0047 | 0,0405 0,0089 | 0,0370  0,0106 0,0291 0,0103
2211 0,0511  0,0110 | 0,0206 0,0082 | 0,0431  0,0155 | 0,0451  0,0174 0,0583 0,0119
2221 0,0626 0,0173 | 0,0259 0,0158 | 0,0533  0,0263 | 0,0554  0,0305 0,1206 0,0155
223 10,0855 0,0302 | 0,0348 0,0292 | 0,0688  0,0444 | 0,0709  0,0546 0,2408 0,0251
2241 0,1295 0,0564 | 0,0536  0,0497 | 0,0980  0,0698 | 0,1021  0,0848 0,4808 0,0459
225 10,2078  0,1848 | 0,0873 0,1041 | 0,1567  0,1284 | 0,1587  0,1362 0,9618 0,0826
2% 10,3825 0,3924 | 0,1523 0,1951 | 0,2793  0,2207 | 0,2811  0,2442 1,9187 0,1543
227 10,7045  0,6960 | 0,2827 0,3349 | 0,4565  0,3977 | 0,5020  0,4331 3,8326 0,2976
2281 13788 11,2862 | 0,5408 0,6783 | 0,8161  0,7394 | 0,9106  0,8024 7,6694 0,5812

Do wynikow zaprezentowanych w tabeli nie zostal wliczony czas potrzebny do
kopiowania danych pomigdzy hostem i GPU. Rozwiazywanie uktadéw postaci
na ogot jest czescia wiekszego problemu, a to moze wigzaé sie z koniecznoscig prze-
prowadzenia dalszych obliczen na GPU. Pomimo tego, przeprowadzono rowniez testy,
w ktorych zmierzono czas potrzebny do transferu danych z hosta na GPU oraz z po-
wrotem. Rozwazono dwie mozliwe opcje: jawny transfer danych za pomoca dyrektywy
pragma acc data copy (tabela "copy”) oraz niejawny transfer danych wykorzy-
stujacy zarzadzany transfer danych wtaczony przez -ta=tesla:managed (tabela
"managed”). Zebrane dane wskazuja, ze dla prawie wszystkich przypadkéw uzycie pa-
mieci zarzadzanej jest wydajniejsze.

Tabela przedstawia réwniez wyniki dla implementacji korzystajacych z Ope-
nACC skompilowanych z opcja multicore (tzn. dla systeméw bez urzadzen akceleru-
jacych) oraz dla implementacji sekwencyjnej, czyli algorytmu Thomasa (sekcja .
Po zebraniu wszystkich wynikow zaobserwowano, ze dla opcji multicore format kolum-
nowy jest najlepszy, dlatego zaprezentowano wyniki jedynie dla tego formatu. W tym
przypadku nie ma koniecznosci zamiany formatu na wierszowy, dlatego konwersja ta-
ka powinna zosta¢ przeprowadzono tylko w przypadku, gdy jest dostepne urzadze-
nie akcelerujace. Fakt ten mozna tatwo sprawdzi¢ poprzez skorzystanie z instrukcji
acc_get num devices() z biblioteki Runtime z OpenACC. Oznacza to, ze prezento-
wane kody zrédtowe moga zostaé zastosowane zaréwno na architekturach z GPU lub
bez GPU bez konieczno$ci jakichkolwiek zmian.

Dla lepszego zobrazowania opisanych wynikéw, najlepsze implementacje dla kazdej
architektury zostaly umieszczone na rysunku [4.8 Wybrane implementacje to format
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kolumnowy dla architektury Multicore, format wierszowy z wykorzystaniem pamieci
podrecznej dla karty graficznej Kepler oraz obliczenia w bloku pamieci podrecznej dla
pozostalych GPU.

18 Kepler ——
16 Turing ——

Volta ——
1.4 Ampere —=—

i» | Multicore
0.8 | FE—

0.6 f-/. |

czas [s]

0.4
ﬂz I ".H
ﬂzm 2é1 2&2 223 524 zéa E‘IEE 22'? 528

n

Rysunek 4.8: Czas [s| dzialania z uwzglednieniem ewentualnego kopiowania danych
na/z GPU

W tabeli zawarto czas dla funkcji dgtsv z biblioteki LAPACK (omoéwienie bi-
blioteki LAPACK dostepne w sekcji. Zdecydowano si¢ na poroéwnanie z ta wtasnie
funkcje, poniewaz - jak opisano w sekcji[L.3]- ogélnodostepne narzedzia nie oferuja funk-
cji dla uktadow z macierza trojdiagonalng typu Toeplitza. Ponadto, ciekawg opcja jest
tez porownanie doktadnosci zaproponowanych implementacji z doktadnoscia uzyskana
przez funkcje biblioteczna, ktore zostalo opisane w sekcji [4.4.2]

Zaproponowana implementacja skompilowana na systemy bez urzadzen akceleruja-
cych (tzn. z opcja multicore) osiagaja bardzo dobre przyspieszenie wzgledem algoryt-
mu sekwencyjnego - do 5,6 dla algorytmu pierwszego i do 13,2 dla algorytmu drugiego.
Jest ona réwniez o okoto 50% szybsza niz implementacja z wykorzystaniem OpenMP
podobnego problemu - zaprezentowana w rozdziale 3] Jednak, nalezy zauwazy¢, ze wy-
niki dla wszystkich zaprezentowanych GPU sa znaczaco lepsze niz te osiagniete dla
multicore. Dlatego, wykorzystanie hybrydowej implementacji moze by¢ korzystne je-
dynie wtedy, gdy pamie¢ oferowana przez GPU jest zbyt malta na potrzeby rozwigzania
danego problemu. Wyniki dla takiej sytuacji przedstawia tabela [4.3] Zaprezentowano
tam implementacje uruchomiona na CPU + GPU (architektury I (Multicore) + A
(Kepler)). Implementacja powstata zgodnie z opisem przedstawionym na rysunku .
Wykorzystano format wierszowy z uzyciem pamieci podrecznej - najlepszy dla karty
graficznej Kepler.

Tabela 4.3: Najlepsze wyniki czasowe [s] dla implementacji hybrydowej w formacie
wierszowym z uzyciem pamieci podrecznej

CPU + GPU
T czas
279 [ 216 1,2689
230 | 216 27807

n

Zaimplementowano i przetestowano réwniez opcje przedstawiona na rysunku [4.5]
dla uktadu 2xA (2xKepler), a osiagniete wyniki przedstawia tabela Poréwnujac
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dane z tabel 4.4 oraz zauwazy¢ mozna, ze wyniki dla dwoch procesoréw graficznych
skalujg sie bardzo dobrze - sg na ogdt o 50% lepsze niz wyniki dla jednego procesora
graficznego dla odpowiadajacego rozmiaru uktadu.

Tabela 4.4: Najlepsze wyniki czasowe [s] dla implementacji na 2xGPU w formacie
wierszowym z uzyciem pamieci podrecznej

2 x Kepler
r czas

215128 10,0013
216129 10,0016
2171 210°1.0,0025
218 1 210 10,0031
2191 210°10,0044
2201 211 10,0056
221 | 2121 0,0082
222 | 2121 0,0112
2231 21210,0173
224 | 213 10,0241
225 | 213 10,0384
226 | 211 1.0,0607
227 | 2141 0,1029
228 | 215 10,1856
229 | 215 10,3491

W przypadku implementacji dziatajacej na dwéch, kartach graficznych nie zauwazo-
no rowniez znaczacych kosztéw ogdlnej wydajnodci, co mozna zaobserwowad na rysunku
4.9 ktéry przedstawia wyniki z programu NVIDIA Visual Profiler.

0.5s

[=] [0] Tesla K40m
|=| Context 1 (CUDA)
=5 MemCpy (HtoD) | | | “
=57 MemCpy (DtoH) | "l |
Compute ||
Streams
[=[ [1] Tesla K4Dm
[=| Context 2 (CUDA)
= 5F MemCpy (HtoD) | | ” |
=S MemCpy (DtoH) | " |

Compue |

Streams

Rysunek 4.9: Wyniki z programu NVIDIA Visual Profiler dla implementacji na dwa
GPU

Policzono réwniez wartosci GFLOPS (opis w sekcji dla prezentowanych danych,
a ponizej opisano wnioski z otrzymanych obliczen. Pierwszy algorytm skompilowany z
opcja multicore osiaga wydajnosé do 4.2 GFLOPS (format kolumnowy), a na GPU
95.9 GFLOPS (karta graficzna Volta) (blok z wykorzystaniem pamieci podrecznej).
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Natomiast drugi algorytm - 11.7 GFLOPS na multicore (format kolumnowy) oraz
126.8 GFLOPS na GPU (réwniez karta graficzna Volta) (blok z wykorzystaniem pa-
mieci podrecznej). Osiagniete wyniki sa dalekie od maksymalnej wydajnosci (ang. peak
performance) dla tych architektur, co jest normalnym zjawiskiem w problemach, gdzie
stosunek odwotan do pamieci i liczby operacji arytmetycznych jest rzedu O(1). Nalezy
zaznaczy¢, ze wydajno$¢ na wszystkich rozwazanych procesorach graficznych znaczaco
przewyzsza wydajnosé osiggnieta na multicore, nawet jezeli uwzgledniony zostanie
czas potrzebny na transfer danych. Oznacza to, ze uzycie GPU jest korzystniejsze na-
wet w przypadkach jak opisane, tzn. z maty intensywnoscig obliczen. Ponadto, lepsza
wydajnosé w implementacjach z OpenACC moze zostaé osiagnieta w prosty sposob,
jezeli wykorzystana zostanie wektoryzacja.

4.4.2 Blad wzgledny

Blad wzgledny zostal wyliczony zgodnie z wzorem podanym w sekcji [L.5] Pa-
rametry r i s wpltywaja na wyniki czasowe w wiekszym stopniu niz na otrzymywana
doktadno$¢. Zmiana pozostatych parametrow nie wplywa na zaprezentowane wczedniej
wyniki czasowe, lecz mozna zaobserwowac ich wptyw na otrzymang doktadnosci. Btad
roznicuje sie dla réznych wartoéci prawych stron oraz réznych wspétczynnikdéw macie-
rzy, tj. t1, to, t3. 7 tego wzgledu przeprowadzono i zaprezentowano wyniki dla dwoch
roznych wymienionych juz prawych stron uktad. Dla przypomnienia:

A. f =Tx* gdzie x* = rand(0, 1),
B. f=Te, gdzie e = (1,0,...,0).

Uzyskane wyniki dla prawej strony A zostaly przedstawione w tabeli 4.5, a dla
prawej strony B w tabeli [1.6] Tabele te przedstawiaja btad wzgledny wyliczony dla
wszystkich rozwazanych implementacji rownoleglych oraz sekwencyjnych. Dodatkowo
przedstawiono rowniez wynik uzyskany dla funkcji dgtsv z biblioteki LAPACK przed-
stawionej w sekeji [2.5.1]

Tabela 4.5: Btad wzgledny wszystkich rozwazanych implementacji dla najlepszych war-
tosci r oraz prawej strony A

Algorytm Pierwszy Algorytm Drugi
n | dgtsv | sek. | kol | wiersz. | wiersz. cache | blok cache | sek. | kol. | blok cache
220 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 le-16 | 2e-16 2e-16
221 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 2e-16 | 2e-16 2e-16
222 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 le-16 | 2e-16 2e-16
223 | 2¢-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 le-16 | 2e-16 2e-16
224 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 le-16 | 2e-16 2e-16
225 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 2e-16 | 2e-16 2e-16
226 | 2¢-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 le-16 | 2e-16 2e-16
227 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 le-16 | 2e-16 2e-16
228 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 | 2e-16 le-16 2e-16 le-16 | 2e-16 2e-16

7 tabeli mozna zaobserwowac, ze wyniki dla prawej strony A sg tak dokladne
jak pozwala nam precyzja przeprowadzanych obliczen (podwéjna precyzja). Natomiast
w tabeli mozna zauwazy¢ lekki spadek doktadnosci dla wiekszych uktadéw. Spa-
dek ten jest jednak akceptowalny, podobny dla wszystkich przedstawionych funkcji -
wlacznie z funkcja z biblioteki LAPACK.
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Tabela 4.6: Btad wzgledny wszystkich rozwazanych implementacji dla najlepszych war-
tosci r oraz prawej strony B

Algorytm Pierwszy Algorytm Drugi
n | dgtsv | sek. | kol | wiersz. | wiersz. cache | blok cache | sek. | kol. | blok cache
220 [ 4e-14 | 4e-14 | 6e-14 | 4de-14 4e-14 Ge-14 4e-14 | Ge-14 Ge-14
221 | Ge-14 | 6e-14 | 9e-14 | 6e-14 Ge-14 Oe-14 6e-14 | 9e-14 8e-14
222 | 8e-14 | 8e-14 | 1le-13 | 9e-14 9e-14 le-13 8e-14 | 1e-13 le-13
223 | 1e-13 | le-13 | 2e-13 | 1e-13 le-13 2e-13 le-13 | 2e-13 2e-13
224 | 2e-13 | 2e-13 | 3e-13 | 2e-13 2e-13 3e-13 2e-13 | 2e-13 2e-13
225 | 2e-13 | 2e-13 | 4e-13 | 2e-13 2e-13 4e-13 2e-13 | 4e-13 3e-13
226 | 3e-13 | 3e-13 | 5e-13 | 3e-13 3e-13 5e-13 3e-13 | 5e-13 5e-13
227 | 5e-13 | 5e-13 | Te-13 | 5e-13 5e-13 Te-13 5e-13 | Te-13 Te-13
228 | Te-13 | Te-13 | le-12 | Te-13 Te-13 le-12 Te-13 | le-12 9e-13

4.4.3 Predykcja parametru r

Jak wspomniano wczesniej, dobor parametru r, gdzie n = rs wplywa na otrzymywa-
ne wyniki, zaréwno czasowe jak i doktadnos¢. W celu zebrania optymalnych wynikow
przeprowadzono testy dla wielu roznych parametrow r, s. Czesé tych wynikow zostata
przedstawiona na rysunku - dla n = 2?2 oraz na rysunku dla n = 228, Rysun-
ki te pokazujg zmiany czasu wykonania programu zwigzane ze zmiang parametru r.
Mozna zaobserwowac, ze dla wszystkich rozwazanych funkcji i wszystkich rozwazanych
architektur, najlepsze r jest takie same lub bardzo bliskie.

Szukanie optymalnych parametréw krok po kroku jest ucigzliwe z perspektywy uzyt-
kownika takiego programu, ktory chciatby otrzymaé gotowy program, bez potrzeby
wyszukiwania lepszych parametrow. Dlatego podjeto probe zautomatyzowania wyzna-
czania parametrow programu.

Najwigksze réznice pomiedzy funkcjami mozna zauwazy¢ w przypadku najwiek-
szych rozwazanych uktadéw (patrz rysunek , gdzie n = 228). Metody odpowiadajace
sobie majg podobne wykresy, np. format wierszowy dla algorytmu pierwszego i drugie-
go, uzycie bloku pamieci podrecznej dla algorytmu pierwszego i drugiego. Ponadto, dla
architektury multicore zmiany w czasie trwania funkcji wywotane zmiang parametru
r sg w wiekszosci przypadkow nieznaczne. Efekt ten mozna zaobserwowaé zwlaszcza
dla najbardziej wydajnego formatu dla tej architektury, tj. dla formatu kolumnowego,
gdzie wykresy dla funkcji w tych wtasnie formatach sg niemal state zaréwno na rysunku
jak i na rysunku [4.1Tk.

Biorac pod uwage otrzymane wyniki, zaprezentowane w tabeli oraz na rysun-
kach [£.10] mozna podjaé¢ probe predykeji parametru r. Bazujac na wartosciach r
zaprezentowanych w tabeli utworzono funkcje trendu, ktora wyglada nastepujaco:

r(n) = round(an + b), (4.43)

gdzie r i n sa wyktadnikami odpowiednich poteg liczby 2. Dla kazdej z implementacji
dobrano odpowiednie wartosci parametréw funkeji liniowej (a, b). Rysunek pre-
zentuje réznice pomiedzy najlepszym czasem (wyniki z tabeli oraz czasem otrzy-
manym dla estymowanej wartosci parametru r.

Zauwazy¢ mozna, ze - w wiekszosci przypadkow - otrzymane wyniki sa akcepto-
walne, a osiggane bledy nie przekraczajg 4%. Dwa przypadki, w ktérych osiggnieto
najgorsze wyniki to: dla pierwszego algorytmu - okoto 8%, dla drugiego algorytmu -
prawie 19%. Dodaé nalezy, ze owe 19%, to w wartosciach bezwzglednych 0,003 s. Oba
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Rysunek 4.10: Wyniki czasowe dla réznych wartoéci parametru r dla n = 222
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powyzsze wyniki osiggnieto na karcie graficznej Kepler. Cho¢, jak pokazano, omoéwio-
na metoda nie daje najlepszych wartosci czasowych, to osiagane przez nig wyniki sa
akceptowalne. Metoda ta jest dobrym narzedziem, pozwalajacym na znaczne skrécenie
czasu poswieconego programowi, ktory miatby zostaé¢ przeznaczony na eksperymental-

ne znalezienie optymalnego 7.

¥

L ‘Turing‘ — L ‘Turing‘ —f
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Rysunek 4.12: Réznica [%| pomiedzy wynikiem
dla estymowanej wartosci r

najlepszym, a wynikiem otrzymanym
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Rozdziat 5

Sumowanie z poprawkami

5.1 Wstep

Sumowanie ciagow liczb zmiennoprzecinkowych o duzej liczbie elementéw jest jednym
z najczesciej spotykanych, a przez to bardzo waznym elementem wielu algorytmow
numerycznych. Dziatanie to wystepuje miedzy innymi w iloczynie skalarnym, obliczaniu
wartosci srednich lub norm, wariancji, wartosci oczekiwanej i wielu innych. Algorytm
przedstawia zwykle sumowanie iteracyjne (ang. ordinary summation), a listing
jego implementacje w podwojnej precyzji nazwang DSumOrd'}

Algorytm 5.1 Sumowanie iteracyjne
5«0
for:=1,...,ndo
| S« Ss+a;
return s

//DSumOrd

double s=0;

for(int i=0;i<n;i++){
s+=alil

}

return s;

ST W N

Listing 5.1: Implementacja Algorytmu w podwdjnej precyzji

INazwa DSumOrd powstala jako skrétowiec z ang. Ordinary Summation poprzedzona litera D ozna-
czajaca podwdjna precyzje (ang. double). W analogiczny sposéb powstana wszystkie nazwy funkcji
w dalszej czedci rozdziatu. Przy czym kolejne litery przyjma nastepujace znaczenie: F - pojedyncza
precyzja (ang. float), M - mieszana precyzja (ang. mized), K - algorytm Kahana, GM - algorytm Gilla-
Mgllera, V - implementacja zwektoryzowana (ang. vectorized) oraz P - implementacja zréwnoleglona
(ang. parallelized). Wszystkie powyzsze funkcje zostana opisane w dalszej czesci rozdziatu.
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Ponadto, sumowanie moze by¢ traktowane jako rozwiazanie szczegélnego przypadku
uktadu rownan typu Toeplitza. Niech:

1 Zo bo
-1 1 T bl
. = . (5.1)
-1 1 Tn—1 bn—l

Rozwiazanie uktadu (5.1)) mozna zapisaé jako:

l’ozbo
l'i:bi—Fl‘i_l, z:l,,n—l

Jezeli w pamieci komputera wykorzystana zostanie zmienna b (wektor prawej strony)
do wyniku (wektor x), to rozwiazanie uktadu (5.1) sprowadzi sie do nastepujacego
fragmentu kodu:

for(int k=1;k<n;k++)
b[k] += bl[k-1];

Listing 5.2: Implementacja algorytmu rozwiazywania uktadéw postaci

Jak tatwo zauwazy¢ i-ty element takiego wynikowego wektora jest suma cze$ciows
i poprzednich elementéw, a ostatnia sktadowa (n—1) jest suma wszystkich sktadowych
wektora.

Analogicznie mozna postapi¢ z uktadem:

1 -1 Zo bo
1 . 1 by
. | (5.2)
—1
1 Tp—1 bn—l

ktory przy tych samych zatozeniach mozna implementowaé nastepujaco:

for(int k=n-2;k>=0;k--)
b[k] += blk+1];

Listing 5.3: Implementacja algorytmu rozwiazywania uktadéw postaci

W tym przypadku w wektorze wynikowym réwniez powstaty sumy czesciowe, lecz sa
one zapisane od konica, a suma catosciowa znajduje si¢ w elemencie b[0].

Pozornie sumowanie wydaje sie prostym dziataniem, bez duzego pola do manew-
ru, lecz doktadnosé i stabilno$é¢ wielu, bardziej ztozonych metod opiera sie na jakosci
wykorzystanego sumowania. Dlatego powstato wiele algorytmow pozwalajacych uzy-
ska¢ duzo lepsza doktadnosé niz proste, iteracyjne sumowanie [Hig93,Hig96]. Jezeli
pozadanym efektem jest jedynie zwieckszenie doktadnosci - bez wzgledu na wydaj-
nos¢ uzytej metody - do dyspozycji jest wiele bardziej ztozonych sposobéw sumowa-
nia [ADN20, CDGI15, LGG™22,[HD01}|Lef17, LH17,[UDD17].
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Algorytmy sumowania z poprawkami pozwalajg zwiekszy¢ dokltadnosé sumowan
duzych ciggow liczb w formatach wykorzystywanych przez standardowe oprogramowa-
nie [Hig96]. Opieraja sie one na rekurencyjnym sumowaniu uzupetnionym o wyliczane
wartos$ci poprawek. Poprawki te maja na celu skompensowanie btedéw zaokraglen.

Istniejg dwie podstawowe metody stosujace opisane podejscie, a mianowicie algo-
rytm sumacyjny Kahana |[Kah65| oraz algorytm Gilla-Mgllera [Mg65]. Chociaz oba
wymienione algorytmy sa wzglednie proste, nie jest mozliwa ich automatyczna opty-
malizacja przez kompilator ze wzgledu na wystepujace zaleznosci pomiedzy danymi
wykorzystywanymi w kolejnych krokach obliczeniowych. Z drugiej jednak strony wek-
toryzacja i zréwnoleglanie sa niezbedne, aby wykorzysta¢ potencjal nowoczesnych ar-
chitektur wieloprocesorowych [STRP18,[WWT 14 Stp20,|AS20,Stpl8|, co pokazano w
poprzednich rozdziatach.

Niniejszy rozdziat prezentuje badania nad dokltadnoscia i wydajnoscia sumowania
iteracyjnego oraz sumowania algorytmami Kahana i Gilla-Mgllera. Oba algorytmy zo-
staly zwektoryzowane oraz zrownoleglone. Przeprowadzono testy zaréwno w pojedyn-
czej jak i podwojnej precyzji. W celu ulepszenia algorytmu Gilla-Mgllera w pojedyn-
czej precyzji, wprowadzono dodatkowo precyzje mieszang. Opisano sposob wektoryzacji
oparty na podejsciu dziel i zwycieZaj oraz funkcjach wbudowanych (sekcja Intel
AVX-512. Pokazano zastosowanie OpenMP w celu otrzymania wysokowydajnych (ang.
high performance) implementacji, ktére beda wykorzystywaé¢ budowe wspotczesnych
Procesorow.

5.2 Przeglad literatury

Ze wzgledu na opisang wczesniej istotnos¢ zagadnienia sumowania, wielu badaczy zaj-
mowalo sie zwickszeniem zaréwno jego jakosci jak i wydajnosci. Szczegdlnym wyzwa-
niem jest osiggniecie dobrej doktadnosci z wykorzystaniem pojedynczej precyzji, a takze
uzyskanie powtarzalnosci wynikow metod zréwnoleglonych.

Wydajne i odtwarzalne sumowanie zostalo zaproponowane w pracach |[ADN20),
CDGI15,HDO1,LH17]. [ADN20] prezentuje specjalna strukture danych i oparty na niej
algorytm do sumowania binarnych liczb zmiennoprzecinkowych, natomiast [CDGI15]
wprowadza podejécie do sumowania liczb zmiennoprzecinkowych, na ktére sktadajg sie
dwie fazy: filtrowanie i akumulacja. W [HDO1] wykorzystano dwie metody: sumowanie
z poprawkami Kahana oraz sumowanie Bailey’a z uzyciem formatu liczbowego double-
double [HLBO0S8|. Mozliwa jest réwniez poprawa wlasnosci numerycznych sumowania,
gdy wystarczajgce jest sumowanie w pojedynczej precyzji liczb z mniejszych zakre-
séw [LH17]. Biblioteka GNU MPFR zapewnia sumowanie liczb zmiennoprzecinkowych
w réznych precyzjach z akceptowalnym zaokragleniem |Lefl17].

Wiele prac pokazuje sposoby zwickszenia wydajnosci i doktadnosci zrownoleglonego
sumowania liczb zmiennoprzecinkowych. Miedzy innymi algorytm PAccSumK zapropo-
nowany w pracy [LGGT22| jest zrowloneglona wersja algorytmu AccSum pokazanego
w pracy [ROOO08|. Natomiast w [UDD17] nastepuje proba potaczenia wydajnosci apli-
kacji FPGA i latwosci uzycia syntezy wysokiego poziomu (ang. High Level Synthesis).
Rozwiazanie to jest specjalnie ukierunkowane na wzorzec sumowania-redukecji zmien-
noprzecinkowe;j.

Chociaz wymienione rozwiazania i algorytmy pozwalaja na otrzymywanie bardzo
doktadnych wynikéw sumowania nie wykorzystuja one jednak rozszerzen wektorowych
nowoczesnych procesoréw. Dlatego ich wydajnosé moze byé¢ niezadowalajaca. Wekto-
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ryzowanie doktadniejszych metod sumowania zostalo zaproponowane w [NDMR20).
Pokazano tam wektoryzowanie sumowania z poprawkami Kahana w taki sposéb, aby
wykorzystaé rozszerzenia SIMD procesoréw Intel. Prace [HFR™ 15, HFR 17| pokazuja
zastosowanie niskopoziomowych optymalizacji pamieci podrecznej w celu zwiekszenia
wydajnos¢ algorytmu obliczajgcego iloczyn skalarny.

5.3 Algorytm Kahana

Algorytm prezentuje sumowanie za pomoca algorytmu Kahana [Kah65| Hig96,
Gol91], a implementacje wymienionego algorytmu prezentuje listing . W kazdym
kroku iteracji wyliczana jest poprawka e. Po wyliczeniu cze$ciowej sumy, wartosé po-
prawki dodawana jest do nastepnego sktadnika zanim sktadnik ten zostanie dodany
do sumy czesciowe;j.

Algorytm 5.2 Algorytm Kahana
50

e—10
for:=1,...,ndo
temp «— s
Yy<—a;+e
s« temp+y
e« (temp—s)+y
return s

Suma uzyskana algorytmem Kahana spelnia nastepujaca zaleznosé [Hig93|Hig96),
Gol91]:

=>a;(1+¢), |e| <2u+ O(nu?), (5.3)
=1
gdzie jednostka zaokraglenia (ang. unit roundoff) jest réwna 2724 lub 2753 dla formatow
IEEE odpowiednio pojedynczej lub podwdjnej precyzji. Oznacza to, ze wartosé btedu
mozna ograniczy¢ nastepujaco:

|5, — 8| < (2u + O(nu? Z]az (5.4)

Stad, jezeli nu < 1, stata w réwnaniu (5.4)) jest niezalezna od n.

//DSumK

double s=0, e=0;

for(int i=0;i<n;i++){
double temp=s;
double y=alil+e;
s=temp+y;
e=(temp-s)+y;

}

return s;

© 00~ O Uk W+

Listing 5.4: Implementacja algorytmu w podwdjnej precyzji
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5.4 Algorytm Gilla-Mgllera

Algorytm prezentuje pseudokod algorytmu Gilla-Mgllera sumowania z poprawka-
mi, natomiast jego implementacja w podwdjnej precyzji zostala pokazana na listin-
gu W metodzie tej wartosci poprawek sg akumulowane niezaleznie od wartosci
sumy, a dodawane sg do wyniku tuz przed zwroceniem przez funkcje wyliczonej su-
my [Mg65, Kie73].

Algorytm 5.3 Algorytm Gilla-Mgllera
5«0

p—20

sold «— 0

fori=1,...,ndo
Lw—sold—l—ai

p—p+(a; — (s — sold))
sold < s
return s +p

Wiasciwosé¢ dla sumy wyliczonej algorytmem Gilla-Mgllera wyglada nastepujaco
[Hig93| Hig96, Kie73,| JSW83|, JWS85|:

r=>"a;(14¢), |gf] <2u+n*u’. (5.5)
i=1

Przy zatozeniu nu < 0,1 nastepujaca nieré6wnos¢ jest prawdziwa |¢/| < 2,1u. Ozna-
cza to, ze jezeli n nie jest zbyt duze, to suma wyliczona przez algorytm lub jest
tak doktadng suma, jaka mozna osiagna¢ w danej precyzji, natomiast dla wiekszych
wartoséci n algorytm Kahana ma lepsze wtasciwosci numeryczne niz algorytm Gilla-
Mpgllera. Ponadto, jezeli wszystkie wyrazy sumy a; > 0, to btad wzgledny dla obu

algorytmow jest takiego samego rzedu jak u. Gdy zachodzi nieréwnosé:

Y olai < 1D ail, (5.6)
=1 =1

to algorytmy sumowania z poprawkami nie gwarantuja, ze btad wzgledny zdefiniowany
jak w sekcji bedzie malg wartoscig.

// DSumGM

double s=0, p=0;

double s01d=0;

for(int i=0;i<n;i++){
s=sold+al[i];
p=p+((alil-(s-s0l1ld)));
sold = s;

}

return s+p;

© 00 O Tk Wi

Listing 5.5: Implementacja algorytmu w podwdjnej precyzji
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5.5 Mieszana precyzja w algorytmie Gill-Mgllera

Analiza wlasciwo$ci numerycznych obu rozwazanych w niniejszej rozprawie algoryt-
mow sumowania z poprawkami pokazuje, ze ich doktadnosé jest zalezna od wielkosci
badanego problemu. Ponadto, btad wzgledny moze osiaga¢ bardzo duze wartosci, jezeli
nie zostang spetnione nieréwnosci pokazane w rozdziatach wczeéniejszych, tj. nu < 1
dla algorytmu Kahana lub n?u < 0,1 dla Gilla-Mgllera. Problem ten jest szczegélnie
widoczny, gdy implementacje korzystaja z pojedynczej precyzji, natomiast uzycie po-
dwdjnej precyzji sprowadza sie do podobnych wtasciwosci numerycznych obu algoryt-
moéw [DS23b|. Ponadto, doktadnosé algorytmu Gilla-Mgllera w pojedynczej precyzji
moze by¢ gorsza niz algorytmu Kahana nawet dla mniejszych rozmiaréw problemu.
W celu poprawienia ww. problemu rozwazono uzycie precyzji mieszanej.

Algorytm Gilla-Mgllera moze byé¢ réwniez interpretowany [JSW83] jako wyniki
pierwszego kroku metody iteracyjnego poprawiania (ang. iterative refinement) [Hig96]
zastosowanego do uktadu réwnan liniowych postaci:

1 So ap
—1 1 S1 aq
. = , (5.7)
-1 1 Sp—1 an—1
L S a
lub réwnowaznie:
Ls = a. (5.8)

Kazda sktadowa wektora s spelia nastepujaca zaleznosé:

k
Sk = aj. (5.9)
=0

Kazdy krok algorytmu tworzy nastepujacy wektor:
s*=s+p, (5.10)

gdzie wektor poprawek p spetnia:
Lp=r. (5.11)

a residuum r jest zdefiniowane nastepujaco:

ri=a—Ls=[ag— 50,01 — (51— 50), -, n_1— (Sn_1— 5n_2)]". (5.12)
Kazda sktadowa r; dlai = 1, ..., n, reprezentuje pojedyncza poprawke w sumie s;_1 + a;,
stad:
k
PE =) Ti (5.13)
i=1

Ostatecznie ostatnia sktadowa s* jest wynikiem algorytmu.

Sumowanie algorytmem Gilla-Mgllera moze wygladac¢ nastepujaco: uktad jest
rozwiazywany w nizszej precyzji podczas, gdy residuum r oraz poprawki p wyznaczane
sa W precyzji wyzszej. Listing prezentuje implementacje omoéwionego algorytmu
z wykorzystaniem typéw danych float (FP32) oraz double (FP64).
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1 |//MSumGM

2 |float s = 0, s0l1ld=0;

3 |double p = 0, tmp;

4 |for(int i = 0; i < n; i++){

) s=(sold+al[i]); //dodaj kolejne elementy (FP32)
6 tmp=s-sold; //zrzutuj aproksymacje na double
7 p=p+(alil-tmp); //uaktualnij poprawki (FP64)

8 sold=s;

91}

10 |return (s+p); // wynik

Listing 5.6: Algorytm Gilla-Mgllera w mieszanej precyzji

5.6 Wektoryzacja

Zwykte sumowanie przedstawione za pomocg algorytmu [5.1] moze zostaé¢ automatycz-
nie zoptymalizowane przez kompilator tak, aby wykorzystaé¢ rozszerzenia wektorowe
nowoczesnych procesorow . Moze réwniez w tatwy sposob zosta¢ manualnie
zrownoleglone przy wykorzystaniu instrukecji OpenMP parallel for wraz z klauzulg
reduction . Jednakze w przypadku sumowania algorytmami Kahana i Gilla-
Mpgllera optymalizacja nie jest tak prosta. Petle w obu wymienionych metodach zawie-
raja oczywiste zaleznosci miedzy danymi.

Faza 1: wyliczenie cze$ciowych sum z wykorzystaniem sumowania z poprawkami
tablica w pamieci komputera

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

akumulatory .

Faza 2: dodanie czesciowych sum z wykorzystaniem sumowania z poprawkami

-

Rysunek 5.1: Podejscie dziel i zwyciezaj do sumowania

Ogolna idea, ktora zostanie zastosowana w celu zbudowania zwektoryzowanego algo-
rytmu sumowania z poprawkami, to podejscie dziel © zwyciezaj, ktore zostato przedsta-
wione na rysunku Dane wejsciowe przechowywane w pamieci sg dzielone na wiele
mniejszych kawaltkow, ktore sa nastepnie tadowane z pamieci do rejestréw wektoro-
wych, aby wykonaé¢ jeden krok algorytmu Kahana lub Gilla-Mgllera - oznaczonego
na rysunku [5.1] jako @ - wykorzystujac operacje wektorowe. Wynika z tego fakt, ze
kilka sum cze$ciowych moze zosta¢ obliczonych jednoczesnie, a ostatecznie moze zostac
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wykorzystane sumowanie z poprawkami, aby doda¢ obliczone sumy czesciowe. Gtéwna
petla funkcji DSumK orazDSumGM moze zostaé¢ podzielona na v niezaleznych petli, gdzie
v jest dtugodcia wektora wykorzystanego w danym rozszerzeniu SIMD. Dla uproszenia
mozna przyjaé¢ zatozenie, ze n jest wielokrotnoscia v. W przypadku 512 bitowych roz-
szerzen wektorowych firmy Intel (ang. Intel Advanced Vector Extensions) (AVX-512)
dla podwdjnej precyzji v = 8, a dla precyzji pojedynczej v = 16. Wtedy iterator pe-
tli - wartos¢ k, gdzie k = 0,...,v — 1 - bedzie odpowiedzialny za posumowanie liczb
Ag1iv, gdzie i@ = 1,...,n/v. Ostatecznie, v sum czesciowych zostanie dodane do siebie
z wykorzystaniem odpowiedniego algorytmu: Kahana lub Gilla-Mgllera.

W celu spozytkowania korzysci z uzycia AVX-512 oraz w celu utworzenia wekto-
ryzowalnej implementacji rozwazanych algorytmow, zastosowano funkcje whudowane
(sekcja do instrukcji SIMD. Uzycie funkcji wbudowanych umozliwia zapis w
kodzie podobny do wywotywania funkcji w C/C++, ktéry pozwala na odwolanie sie
do odpowiednich instrukcji AVX-512 [JRS16b|. Wywolania te zostaja automatycznie
zamienione na kod maszynowy.

Implementacja zwektoryzowanego algorytmu Kahana w podwdjnej precyzji zosta-
ta przedstawiona na listingu [5.7] natomiast zwektoryzowany algorytm Gilla-Mgllera -
takze w podwojnej precyzji - przedstawia listing |5.8|.

1 |//DVSumK

2 | __mb12d vx,vs,ve,vy,vVt;

3|vs = ve = _mmb12_setzero_pd();

4 |for (int k=0;k<n;k=k+8){

5 vt = vs;

6 vx = _mmb12_load_pd(&alk]); // pobierz kolejny fragment tablicy
7 vy = _mmb512_add_pd(vx,ve); // vy:=vx+ve
8 vs = _mmb12_add_pd(vt,vy); // vs:=vt+vy
9 vt = _mm512_sub_pd(vt,vs); // vt:i=vt-vs
10 ve = _mmb12_add_pd(vt,vy); // ve:=vt+vy
11 |2

12 |// dalej zastosuj DSumK do vs

Listing 5.7: Zwektoryzowany algorytm Kahana

1 |//DVSumGM

2 | __mb12d vx,vs,vp,vsold,vt;

3 |vp = vs = vsold = _mmb512_setzero_pd();

4 |for (int k = 0; k<n; k=k+8){

5 vx = _mmb12_load_pd(&alkl); //pobierz kolejny fragment tablicy
6 vs = _mm512_add_pd(vsold,vx); // vs:=vsold+vx
7 vt = _mmb512_sub_pd(vs,vsold); // vt:=vs-vsold
8 vt = _mmb512_sub_pd (vx,vt); // vt:=vx-vt

9 vp = _mm512_add_pd(vp,vt); // vp:=vp+vt

10 vsold = vs;

11 |}

12 |vs = _mm512_add_pd(vs,vp);

13 |// dalej zastosuj DSumGM do vs

Listing 5.8: Zwektoryzowany algorytm Gilla-Mgllera
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Obie implementacje (zaréwno DVSumK jak i DVSumGM) uzywaja dwoéch zmiennych
typu _.m512d zaalokowanych w pamieci rejestru procesora: vx wykorzystane jest, aby
przechowywac ciag v = 8 kolejnych elementéw zatadowanych do pamieci za pomoca in-
strukeji . mm512_load_pd () oraz vs petnigcy zadanie akumulatora. Funkcja wbudowana
arytmetyczna mm512_add pd () jest wykorzystywana do przeprowadzenia zwektoryzo-
wanego sumowania. Funkcje DVSumK oraz DVSumGM potrzebuja dodatkowych zmiennych,
takze typu _m512d. Sa to zmienne za pomoca ktorych wykonano odejmowania przy
uzyciu _mm512_sub_pd() - funkcji wbudowanej, ktora w zwektoryzowany sposéb odej-
muje dwa wektory. Gtowna réznica pomiedzy algorytmami jest fakt, iz algorytm Gilla-
Mgllera potrzebuje jeszcze jednego wywotania mm512_add_pd () poza gtéwng petla, aby
doda¢ do siebie wektor z wyliczona suma oraz wektor poprawek.

//MVSumGM

__mb12 vx,vs,vsold,vt;

_m512d vpO,vpl,vx0,vxl,vtO,vtl;
__mmask16 mask = 0xff00;
vpO=vpl=_mm512_setzero_pd () ;
vs=vsold=_mm512_setzero_ps ();

0 O Ui Wi

for(int k¥ = 0; k < n; k=k+16){

9 vx=_mm512_load_ps (&alkl); //vx:=alk] (FP32)
10 vs=_mm512_add_ps(vsold,vx);//vs:=vsold+vx

11 // (vx0,vxl) :=vx (FP32->FP64)

12 vx0=_mm512_cvtpslo_pd(vx);

13 vx =_mmb512_maskz_compress_ps (mask,vx);

14 vxl=_mm512_cvtpslo_pd(vx);

15

16 vt=_mm512_sub_ps(vs,vsold);//vt:=vs-vsold (FP32)

17 // (vt0,vtl) :=vt (FP32->FP64)
18 vtO0=_mm512_cvtpslo_pd(vt);

19 vt =_mmb512_maskz_compress_ps (mask,vt);
20 vtl=_mm512_cvtpslo_pd(vt);
21

22 vt0=_mm512_sub_pd (vx0,vt0);//vt:=vx-vt (FP64)
23 vtl=_mm512_sub_pd(vxl,vtl);

24 vpO=_mm512_add_pd (vpO,vt0); //vp:=vp+vt (FP64)
25 vpl=_mm512_add_pd (vpl,vtl);

26 vsold = vs;

27 |}

28 | vx0=_mm512_cvtpslo_pd(vs); //vx:=vs(FP32->FP64)
29 |vs =_mmb512_maskz_compress_ps (mask,vs);

30 |vxl=_mm512_cvtpslo_pd(vs);

31

32 |vpO0=_mm512_add_pd (vp0O,vx0); //vp:=vp+vx (FP64)
33 |vpl=_mmb512_add_pd(vpl,vxl);

35 |// zastosuj DSumGM w celu dodania vpO, vpl

Listing 5.9: Zwektoryzowany algorytm Gilla-Mgllera w mieszanej precyzji

Implementacje w pojedynczej precyzji sa analogiczne do opisanych implementa-
cji w precyzji podwdjnej. Roznig sie one typem uzytych zmiennych - w pojedynczej
precyzji bedzie to typ _m512 oraz odpowiadajace funkcje wbudowane, ktére dziata-
ja na wektorze elementéw w pojedynczej precyzji o dlugosci v = 16. Funkcje te to:
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mm512 load ps() - do zaladowania elementow z tablicy, mm512_add ps() - do zwek-
toryzowanego dodawania dwoch wektorow oraz mm512 _sub_ps() - stuzaca do zwekto-
ryzowanego odejmowania dwoch wektorow.

Implementacja algorytmu Gilla-Mgllera w mieszanej precyzji zostata zaprezentowa-
na na listingu [5.9] Jest ona duzo bardziej skomplikowana od implementacji przedsta-
wionych na listingach oraz[5.8 Sumy czesciowe akumulowane sa w wektorze szesna-
stu elementéw pojedynczej precyzji. Kazdy z 16-elementowych wektoréw ma swojego
odpowiednika w postaci pary wektorow 8-elementowych w podwdjnej precyzji, w ce-
lu wyliczania poprawek. Funkcja wbhudowana mm512_cvtpslo_pd() wykorzystana jest
w celu rzutowania poczatkowej potowy wektora pojedynczej precyzji na wektor w pre-
cyzji podwdjnej, natomiast mm512 maskz_compress_ps () shuzy do przesuniecia drugiej
potowy elementow na miejsce poczatkowej potowy. Wtedy moze zosta¢ wykorzystane
mm512_cvtpslo_pd(), aby rzutowac¢ pozostala cze$¢ na wektor elementéow w podwdjnej

precyzji.

5.7 Zroéwnoleglenie

Oproécz tego, ze - jak powiedziano w sekcji - zwykle sumowanie z Algorytmu
moze zosta¢ automatycznie zoptymalizowane przez kompilator, moze ono réwniez w ta-
twy sposéb zosta¢ manualnie zréwnoleglone przy wykorzystaniu instrukeji OpenMP
parallel for wraz z klauzula reduction [PST17|. Otrzymana funkcje przedstawia

listing [5.10]

//DPSumOrd
double s = 0;
#pragma omp parallel for reduction(+:s) schedule (static)
for (int i = 0; i<mn; i++)
s += alil;
return s;

ST W N

Listing 5.10: Implementacja zwyklego, zréwnoleglonego sumowania w podwodjne;j
precyzji

Kolejna czesé niniejszej sekcji przedstawi zrownoleglenie zwektoryzowanej wersji al-
gorytméw Kahana (DVSumK) oraz Gilla-Mgllera (DVSumGM). W efekcie otrzymane zosta-
ng funkcje DPVSumK (listing|5.11]) oraz DPVSumGM (listing[5.12)), odpowiednio. W tym celu
wykorzystana zostanie konstrukcja OpenMP parallel for wraz z klauzulg reduction,
ktora to - jezeli nie sa wykorzystywane standardowe operatory, takie jak np. sumowanie
dwoch liczb zmiennoprzecinkowych - wymaga zdefiniowania operacji redukcji. W tym
celu wykorzystana zostata dyrektywa declare reduction. Wymaga ona zdefiniowa-
nia nowego operatora oraz zapewnienia elementu inicjalizujacego (ang. initializer), czyli
elemetu neutralnego dla definiowanego dziatania. W takim przypadku nalezy réwniez
zdefiniowaé¢ dzialanie kumulujace (ang. combiner), ktére pokazuje w jaki sposéb be-
dzie przebiegala redukcja dwoch elementéw. Deklaracje te wystepuja w obu metodach.
W przypadku algorytmu Kahana zdefiniowano dzialanie vkadd (listing [5.11] linia 11),
gdzie inicjalizatorem jest zmienna typu -mm512_setzero_pd(), a dziatlaniem kumulu-
jacym - samodzielnie zdefiniowana funkcja - avkadd (ang. vectorized Kahan addition)
(listing , linie 2-10). Funkcja ta jest odpowiedzialna za dodawanie dwoch wekto-
row sum czesciowych obliczonych przez dwa watki OpenMP. Nalezy zwroci¢ uwage, ze
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zarowno initializer jak i combiner dziatajg na predefiniowanych zmiennych omp_priv,
omp_in oraz omp_out.

1 |//DPVSunK

2 |void avkadd(__mb512d *vnew,__mb512d *vold){

3 __mb12d vs,ve,Vvy,vt;

4 vt = xvold;

5 Vy = *vnew;

6 vs = _mmb512_add_pd(vt,vy);

7 vt = _mmb512_sub_pd(vt,vs);

8 ve = _mmb512_add_pd(vt,vy);

9 *vnew = _mmb512_add_pd(vs,ve);

10 |}

11 |#pragma omp declare reduction (vkadd : __m512d : avkadd (&omp_out,
“— &omp_in) initializer (omp_priv=_mm512_setzero_pd())

12

13 |double DPVSumK(int n, double *a){

14 __mb512d vsold,vx,vs,ve,Vvy,Vvt;

15 ve = _mmb12_setzero_pd();

16 vs = _mmb12_setzero_pd();

17 |#pragma omp parallel for firstprivate (vx, vt, vy, ve) reduction
— (vkadd : vs) schedule (static)

18 for (int k = 0; k < n; k=k+8){

19 c

20 }

21 // dalej jak w DVSumK

22 |}

Listing 5.11: Implementacja zwektoryzowanego i zréwnoleglonego sumowania
algorytmem Kahana w podwdjnej precyzji

Zréwnoleglenie zwektoryzowanego algorytmu Gilla-Mgllera jest bardziej skompliko-
wane. W tym celu utworzono strukture GMSum, na ktérg sktadajag sie dwie dane typu
_m512d - jedna na warto$¢ sumy, a druga na zsumowang warto$¢ poprawek. Ponad-
to, potrzebne byto utworzenie dwoch dodatkowych funkcji: avzero - odpowiedzialnej
za element neutralny oraz avgmadd - opisujacej dziatanie kumulatora. W efekcie zdefi-
niowano dzialanie vgmadd (ang. vectorized Gill-Moller addition) (listing[5.12] linia 18),
ktorego funkcjonalno$é opisuja wspomniane wezesniej funkcje: avzero (listing , li-
nie 5-8) oraz avgmadd (listing , linie 9-17). Kolejna réznica w funkcji DPVSumGM jest
wykonanie dodawania wektora sum i wektora poprawek za pomocg mm512_add pd ().
Dodawanie to odbywa sie poza gtowng petla, co w przypadku omawianej funkcji ozna-
cza, ze odbywa sie rowniez poza regionem zréwnoleglonym.
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1 |//DPVSumGM

2 |typedef struct GMSum{

3 __m512d vs,vp;

4 |} GMSum;

5 |void avzero (GMSum *vnew){

6 vnew->vp = _mmb512_setzero_pd();

7 vnew->vs = _mmb512_setzero_pd();

8 1}

9 |void avgmadd (GMSum *vnew ,GMSum *vold){

10 __m512d tvs,tvp;

11 tvs = _mmb512_add_pd(vold->vs,vnew->vs) ;
12 tvp = _mm512_sub_pd (tvs,vold->vs);

13 tvp = _mm512_sub_pd(vnew->vs,tvp);

14 tvp = _mm512_sub_pd (vnew->vp,tvp);

15 vnew->vp = _mm512_add_pd(vold->vp,tvp);
16 vnew->vs = tvs;

17 |}

18 |#pragma omp declare reduction (vgmadd : GMSum : avgmadd (&omp_out,

“ &omp_in) initializer (avzero (&omp_priv))

19
20 |double DPVSumGM(int n, double *a){
21 __mb12d vx,vs,vt,vp,o0ld;

22 GMSum vsold; avzero(&vsold);

23 |#pragma omp parallel for private(vx,vt,vs) reduction(vgmadd:vsold)
~ schedule(static)

24 for (int k = 0; k < n; k=k+8){

25 vx = _mmb12_load_pd (&alk]);

26 vs = _mmb512_add_pd(vsold.vs,vx);

27 vt = _mmb512_sub_pd(vs,vsold.vs);

28 vt = _mm512_sub_pd(vx,vt);

29 vsold.vp = _mm512_add_pd(vsold.vp,vt);
30 vsold.vs = vs;

31 }

32 vs = _mmb512_add_pd(vsold.vs,vsold.vp);
33| // dalej jak w DVSumGM

34

35 |}

Listing 5.12: Implementacja zwektoryzowanego i zréwnoleglonego sumowania
algorytmem Gilla-Mgllera w podwdjnej precyzji

5.8 Wyniki

Wszystkie wyniki przedstawione w tym rozdziale zostaty zebrane na serwerze z dwoma
procesorami Intel Xeon Gold 6342 (oznaczenie I1I. z sekcji , gdzie réwniez szczegd-
towe dane) uruchomionym na systemie Linux wraz z OneAPI firmy Intel (wersja 2022)
zawierajacym kompilatory jezykéw C/C++4, Fortran oraz wysokowydajna biblioteka
numeryczna MKL.

Jako problem testowy wybrano wyznaczenie wartosci sumy zdefiniowanej przez na-
stepujacy wzor [DS23b|:

n—1 1

n—1
n — = 3 .14
o ,;)a’“ ,g)(k mod m + 1)(k mod m + 2) (5.14)
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gdzie - dla uproszczenia - przyjeto zatozenie, ze n i m sg potegami liczby 2.

Twierdzenie 5.1. Prawdziwa jest nastepujgca rownosc:

n—1 1 n
Sn = = - 5.15
kgo(k'modm—i—l)(kmodmjLQ) m4+1 ( )

Dowdd. Korzystajac z faktu, ze
1 1 1

= — 5.16
(k+1)(k+2) k+1 k+2 (5.16)
mozna zapisa¢ warto$¢ sumy:
m—1 1 m—1 1 m—1 1
Sm = = Z _—_—
o k+D(E+2) IR+ m (R+2)
=1+ L +...+ ! + (1 + ! +.oo.+—+ ! )
2 -1 2 3 m+1
1 m
=1- = . 5.17
m+1 m+1 ( )

Doktadajac dzielenie z reszta w mianowniku otrzymano n/m powtérzen takiego wzoru,
czyli ostatecznie:

n
R . 5.18
m+1 m m—+1 ( )

O

Liczby wygenerowane na podstawie wzoru zostaly poddane 2n losowym prze-
stawieniom dwdch elementéw. Rozwazane funkcje zostaly przetestowane dla n = 2F,
k=15,...,30 oraz m = 2, j = 2,...,6. Dla kazdej implementacji zmierzony zostat
czas wykonania oraz wyznaczone zostaly przyspieszenia i doktadnosci. Sekcja pre-
zentuje wyliczenia dokladnosci (wzoér (1.5))) i przyspieszenia (definicja . Definicje
przyspieszenia mozna rozwinaé nastepujaco: Algorytm_Bazowy to jeden z nastepuja-
cych algorytmoéw: SumOrd, SumK lub SumGM, a Algorytm_RozwaZany to wszystkie ana-
logiczne do odpowiadajacego mu algorytmu bazowego, tj. powstaly nastepujace pary:
Sum0Ord z wszytkim pozostatymi, SumK z VSumK, PVSumK oraz SumGM z VSumGM, PVSumGM,
MSumGM oraz MVSumGM.

Wszystkie powyzsze wyniki zgromadzono zaréwno dla pojedynczej jak i dla podwoj-
nej precyzji. Zostaly one zaprezentowane w tabelach[5.1] [5.2] [5.3]i[5.4 oraz na rysunkach
53 53 64 B3

Rozwazone zostaly dwie implementacje zwyktego sumowania: xSumOrdE| - wersja
zwektoryzowana automatycznie przez kompilator (w tabelach , , , kolum-
na V) oraz xPSum0Ord - implementacja dodatkowo zréwnoleglona przy uzyciu OpenMP
(w ww. tabelach kolumna P+V). W przypadku algorytméw sumowania z poprawkami te-
stowano trzy implementacje: skalarna (w ww. tabelach kolumna S, czyli funkcje xSunk,
xSumGM), zwektoryzowang przy uzyciu funkeji wbhudowanych (w ww. tabelach kolumna
V, czyli funkcje xVSumK, xVSumGM) oraz zwektoryzowana (funkcje wbudowane) i zréwno-
leglong (OpenMP) (w ww. tabelach kolumna V+P, czyli funkcje xPVSumK, xPVSumGM).

2prefix x odpowiada za precyzje: F - pojedyncza precyzja lub D - podwéjna precyzja. To samo
tyczy¢ sie bedzie dalszej czedci opisu.
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Dodatkowo przetestowano dwie implementacje algorytmu Gilla-Mgllera w mieszanej
precyzji (w ww. tabelach kolumna M dla funkcji MSumGM - skalarnej oraz kolumna M+V
dla funkcji MVSumGM - zwektoryzowanej).

Wszystkie wymienione metody zostaty skompilowane przy uzyciu opcji kompilatora
03. Oznacza to, ze wlaczony zostal najwyzszy stopien optymalizacji. Zawiera on wek-
toryzacje, dotaczenie funkcji wbudowanych (ang. intrinsic) oraz jest rekomendowany
dla implementacji, ktore wykonuja obliczenia w zmiennych typu float. Nalezy dodac,
ze w przypadku kompilatora OneAPI firmy Intel, konieczna jest kompilacja przed-
stawionych funkeji z uzyciem opcji -fprotect-parens, ktora nakazuje uwzglednianie
nawiaséw podczas obliczania wyrazen zmiennoprzecinkowych. W przeciwnym przypad-
ku funkcje opytmalizujace kompilatora mogg przeksztalci¢ obliczane wyrazenia w taki
sposob, aby uzyskaé szybsze dziatanie. Odbedzie sie to jednak kosztem doktadnosci
otrzymanego wyniku.

Dla kazdego rozwazanego rozmiaru problemu n, wybrano jednag wartos¢ parametru
m dla ktérego sumowanie zwykte (DSumOrd) osiagneto najgorsza dokladnosé. Wybo-
ru takiego dokonano, aby pokaza¢ wptyw wykorzystania sumowania z poprawkami na
poprawe dokladnosci. Jednakze, dla poszczegdlnych funkeji i dla ustalonego rozmiaru
n doktadnos¢ zmienia si¢ nieznacznie wraz ze zmiang parametru m - prawie zawsze
jest tego samego rzedu, a w nielicznych przypadkach zmienia si¢ o jeden rzad wiel-
kosci. Przyjeta metodologia nie ma réwniez znaczacego wplywu na czas wykonania
funkcji. Dlatego, w celu ujednolicenia wynikow, wszystkie dane zostaly zebrane dla
tych samych (najgorszych dla zwyklego sumowania) wartosci m. Dokladne wartosci m
przedstawione zostaty w tabelach [5.1] [5.2] 5.3 i [5.4}

W przypadku implementacji zréwnoleglonych przeprowadzono testy, gdzie wyko-
rzystywano rézne liczby gniazd (ang. socket), rdzeni (ang. core) i watkéw (ang. thre-
ad). Wartosci te ustawiane byly za pomoca zmiennej srodowiskowej KMP_HW_SUBSET.
Wykorzystano réwniez ustawienie KMP_AFFINITY=scatter. Ta zmienna srodowiskowa
pozwala na kontrole sposobu wykorzystania watkow procesora. Dzieki powyzszemu
ustawieniu rdzenie zostaja rownomiernie wykorzystane - watki réwnomiernie rozdzie-
lone.

DPVSumK FPVSumK
1s,2¢c,1t —— 1s,2¢,1t ——
1s,4c,1t —— 1s,4c,1t ——
1s,8¢c,1t 1s,8¢c,1t
1s,16¢,1t 0.100 | 1s,16c,1t
0.100 | 1s,24c,1t 1s,24c,1t

2s,24c,1t ——

czas [s]
czas [s]

2s,24¢,1t —— /

Rysunek 5.2: Czas wykonania zwektoryzowanej i zréwnoleglonej implementacji algoryt-
mu Kahana w podwdjnej precyzji (DPVSumK) (z lewej) oraz w pojedynczej precyzji
(FPVSumK) (z prawej) uruchomionej na réznej liczbie gniazd i rdzeni
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DPVSumGM FPVSumGM

1s,2¢,1t —— 1s,2¢,1t ——
1s,4c,1t

1s,4c,1t

1s,8¢c,1t 1s,8¢c,1t

1s,16¢,1t 0.100 + 1s,16¢c,1t

0.100 | 1s,24c,1t 1s,24c¢,1t

2s,24c,1t —=— 2s,24c,1t —=— /

czas [s]
czas [s]

0.010 &=

0.010 P e
220 252 254 226 228 230 220 :

Rysunek 5.3: Czas wykonania zwektoryzowanej i zrownoleglonej implementacji algo-
rytmu Gilla-Mgllera w podwéjnej precyzji (DPVSumGM) (z lewej) oraz w pojedynczej
precyzji (FPVSumGM) (z prawej) uruchomionej na réznej liczbie gniazd i rdzeni

Po zebraniu wynikéw odrzucono - jako znaczaco gorsze - wyniki dla innej liczby
watkéw niz jeden na rdzen. Wyniki zabrane dla nastepujacych ustawien: {1s,2c,1t},
{1s,4c,1t}, {1s,8c,1t}, {1s,16¢c,1t}, {1s,24c,1t}, {2s,24c,1t} przedstawio-
ne zostaly na rysunkach oraz [5.3] Z rysunkow i wynika, ze dla mniejszych
z rozwazanych wartosci n, tj. dla n < 22° réznice s nieznaczace. Dla n > 2% dla
obu rozwazanych precyzji i implementacji najlepsze wyniki osiagnieto przy ustawie-
niu KMP_HW_SUBSET=1s,24c,1t. Natomiast, ustawienie KMP_HW_SUBSET=1s,16¢c, 1t da-
to nieznacznie gorsze wyniki. Stad, wszystkie wyniki zaprezentowane w dalszej czesci
rozdziatu zebrane zostaty dla KMP_HW_SUBSET=1s,24c,1t.

Wyniki obejmujace czas trwania prezentowanych programéw zostaty zebrane w ta-
belach [5.1]i[5.2] oraz na rysunku 5.4l Z otrzymanych wynikéw ptyna nastepujace wnio-
ski. Wydajno$¢ xSumK oraz xSumGM jest znaczaco gorsza niz wydajnos¢ xSumOrd. Wy-
nika to z faktu, ze z wymienionych funkcji tylko xSumOrd moze zosta¢ zwektoryzowana
automatycznie przez kompilator. Jako zaskoczenie mozna odebraé fakt, iz xSumGM jest
znaczaco szybszy niz xSumK (do 3,3x w pojedynczej precyzji). Podobna zaleznosé za-
chodzi dla xVSumK oraz xVSumGM (w tym przypadku do okoto 1,4x dla obu precyzji).
Fakt ten jest niespodziewany dlatego, ze oba algorytmy maja podobna liczbe opera-
cji (algorytm Kahana 8n + 2, a algorytm Gilla-Mgllera 7n + 4). Prawdopodobnym
wyjasnieniem powyzszego faktu moze by¢ lepsze wykorzystanie jednostek skalarnych
procesora w przypadku implementacji algorytmu Gilla-Mgllera. Obie wersje zwekto-
ryzowane algorytméw sumowania z poprawkami sg do 15x szybsze niz ich skalarne
odpowiedniki. Mozna réwniez zaobserwowac, ze dla wigkszych rozmiaréw problemu
wydajnos$¢ xVSumGM jest poréwnywalna z wydajnoscig xSumOrd.

Wszystkie przyspieszenia zostaly zaprezentowane na rysunku [5.5] Przyspieszenie
xPVSumGM wzgledem xSumGM (do 38x w podwdjnej precyzji oraz do 39x w precyzji
pojedynczej) jest gorsze niz przyspieszenie xPVSumK nad xSumK (do 81x w podwdjnej
precyzji oraz do 130x w pojedynczej). Wynika to z faktu, iz zréwnoleglona imple-
mentacja algorytmu Gilla-Mgllera jest bardziej skomplikowana - szczegdlnie operacja
redukeji. Warto zauwazy¢, ze przyspieszenie xPVSumK wzgledem xSumOrd oraz przyspie-
szenie xPVSumGM wzgledem xSumOrd sg prawie doktadnie takie same jak przyspieszenie
xPSumOrd wzgledem xSumOrd, to znaczy okoto 8, 5x w podwdjnej oraz do 6,8X w po-
jedynczej precyzji dla wiekszych rozmiarow badanych problemoéw.
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czas [s]

czas [s]

1.00000

0.10000

0.01000

0.00100

0.00010

0.00001

1.00000

0.10000

0.01000

0.00100

0.00010

0.00001

Podwdjna precyzja

4

DSumOrd —+— DPVSumK
DPSUmOrd —%— DSUmGM —e—

——————————————————————— DSumK DVSUmMGM —e—
| | | | DVSumK = DPVSUmGM —a—
21 6 21 8 220 222 224 226 228
n

Pojedyncza i mieszana precyzja

230

q

¥

FéumOrd —0— FSuméM
FPSumOrd —»— FVSumGM

FSumK
FVSumK
FI?VSumK

FPVSumGM
MSumGM
MVSquM

222

n

24

226

228 230

Rysunek 5.4: Czas [s] wykonania rozwazanych metod
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Tabela 5.1: Czas [s] wykonania wszystkich rozwazanych implementacji w podwdjnej
precyzji

standardowe Kahan Gill-Mgller

n o m Vv P+V S Vv P+V S Vv P+V
215 923 16,2e-06 0,0022 | 0,0002 2,5e-05 0,0023 | 0,0001 1,7e-05 0,0023
216922 1 1.1e-05 0,0038 | 0,0003 4,6e-05 0,0038 | 0,0001 3,1e-05 0,0033
217 221 21e-05 0,0041 | 0,0006 0,0001 0,0041 | 0,0003 0,0001 0,0040
218 221 55e-05 0,0043 | 0,0012 0,0002 0,0041 | 0,0006 0,0001 0,0041
2199221 0,0001 0,0045 | 0,0024 0,0003 0,0044 | 0,0011 0,0001 0,0043
22023 10,0002 0,0061 | 0,0049 0,0006 0,0061 | 0,0022 0,0003 0,0060
221 241 0,0005 0,0065 | 0,0097 0,0012 0,0064 | 0,0040 0,0005 0,0063
222221 0,0017 0,0068 | 0,0194 0,0025 0,0070 | 0,0082 0,0013 0,0069
22323 10,0040 0,0071 | 0,0389 0,0056 0,0072 | 0,0182 0,0040 0,0071
224 241 0,0080 0,0075 | 0,0779 0,0111 0,0079 | 0,0364 0,0080 0,0104
2% 231 0,0162 0,0129 | 0,1558 0,0222 0,0117 | 0,0730 0,0165 0,0098
2269221 0,0322 10,0142 | 0,3116 0,0445 0,0137 | 0,1461 0,0328 0,0129
227231 0,0647 10,0190 | 0,6234 0,0889 0,0206 | 0,2917 0,0652 0,0202
228 9221 0,1290 0,0273 | 1,2468 0,1775 0,0268 | 0,5833 0,1299 0,0235
229251 0,2577 10,0397 | 2,4950 0,3552 0,0420 | 1,1664 0,2582 0,0405
230 241 0,5138 0,0604 | 4,9954 0,7125 0,0613 | 2,3437 0,5165 0,0609

Tabela 5.2: Czas [s] wykonania wszystkich rozwazanych implementacji w pojedynczej
1 mieszanej precyzji

standardowe Kahan Gill-Mgller

nom \ P+Vv S \Y P+Vv S v P+V M M+V

255 2% [5,00:06 0,0036 | 0,0002 1,2¢-05 0,0035 | 4,46-05 7,8¢-06 0,0035 0,0001 2,6¢-05
216 9219806 0,0017 | 0,0003 2,3¢-05 0,0018 | 0,0001 1,6e-05 0,0019 0,0001 0,0001
217 221 19¢-05 0,0036 | 0,0006 4,5¢-05 0,0027 | 0,0002 3,0e-05 0,0018 0,0002 0,0001
218 9213805 0,0059 | 0,0012 0,0001 0,0061 | 0,0004 0,000 0,0058 0,0004 0,0001
219 221 0,0001 0,0063 | 0,0024 0,0002 0,0067 | 0,0007 0,000 0,0058 0,0008 0,0001
220 23| 0,0002 0,0098 | 0,0049 0,0003 0,0094 | 0,0014 0,0002 0,0093 0,0016 0,0002
221 24| 0,0003 0,0097 | 0,0097 0,0006 0,0097 | 0,0028 0,0003 0,0099 0,0032 0,0005
222 92| 0,0007 0,0099 | 0,0194 0,0012 0,0096 | 0,0057 0,0005 0,0102 0,0065 0,0010
223 23| 0,0019 0,0104 | 0,0380 0,0026 0,0103 | 0,0115 0,0013 0,0102 0,0130 0,0021
924 241 0,0040 0,0106 | 0,0778 0,0055 0,0105 | 0,0232 0,0040 0,0108 0,0262 0,0051
2% 23| 0,0080 0,0111 | 0,1556 0,0111 0,0106 | 0,0463 0,0080 0,0114 0,0524 0,0106
2% 22| 00162 0,0113 | 0,3111 0,0222 0,0129 | 0,0925 0,0164 0,0134 0,1050 0,0218
227 231 0,0324 0,0165 | 0,6220 0,0443 0,0142 | 0,1854 0,0326 0,0149 0,2099 0,0418
228 22| 0,0646 0,0197 | 1,2441 0,0888 0,0209 | 0,3704 0,0654 0,0203 0,4197 0,0825
929 25| (,1280 10,0348 | 2,4884 10,1776 0,0302 | 0,7407 0,1308 0,0296 0,8395 0,1600
230 24| 0,2585 0,0376 | 4,9810 0,3550 0,0383 | 1,4898 0,2610 0,0377 1,6853 0,3380
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Wykorzystanie zréwnoleglonych implementacji rozwazanych algorytmow, a miano-
wicie funkcji xPSumOrd, xPVSumGM oraz xPVSumK, jest korzystne dla najwiekszych z roz-
wazanych probleméw, tj. n > 2%, Wtedy czas wykonania trzech wymienionych funkcji
jest niemal identyczny (okoto 0,06 s w podwéjnej precyzji oraz okoto 0,038 s w precyzji
pojedynczej). Korzysé jaka ptynie z obliczen réwnoleglych nie jest wysoka, poniewaz
wykonywane petle nie sg intensywne obliczeniowo. Czas wykonania MSumGM oraz FSumGM
jest prawie taki sam, jednak funkcja MVSumGM jest juz nieco szybsza niz FVSumK. Jest
tez szybsza niz DVSumGM czy DVSumK. Dlatego, jesli obliczenia w pojedynczej precyzji
sg wystarczajace, to mozna réwniez wykorzystaé precyzje mieszana.

Przyspieszenie w stosunku do DSumOrd Przyspieszenie w stosunku do FSumOrd

10.00 ‘

7zﬂ»,k s

_ =4

1.00 SO S

—o—

040 ke | /
/ 0.01 A _~FPSumOrd —— FVSumGM —— |
. DPSumOrd —<— DSumGM —=— : FSumK FPVSumGM

0.01 DSumK DVSumGM —— S FVSumK MSumGM ——
DVSumK DPVSUMGM —— FPVSumK MVSuUmGM ——
’/A\ DvaumK L L L 0 00 FSUmGM —e‘— L L
516 518 520 922 524 526 528 230 516 518 520 522 924 526 528 530
n n
Przyspieszenie w stosunku do DSumK Przyspieszenie w stosunku do FSumK
100.00
100.00 1
10.00 10.00
1.00 1.00
DVSumK 0.10 FVSumK 1
010 | DPVSUmMK ] FPVSUmK_,
516 218 220 222 024 226 228 230 216 218 220 922 224 226 228 230
n n
Przyspieszenie w stosunku do DSumGM Przyspieszenie w stosunku do FSumGM

\
\

10.00 = 10.00 B e

e
. —e— i g e <+
A — - e B e L
[ M~ - /

// 1.00 A

P =

il
”
Ll

0.10 /
0.10 FVSUMGM —=—
< FPVSUMGM ——
| — DVSUmGM —=— MSumGM ——
DPVSquM — 0.01 MVSquM —— |
21 6 21 8 220 222 224 226 228 230 21 6 21 8 220 222 224 226 228 230
n n

Rysunek 5.5: Wybrane przyspieszenia
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Tabela 5.3: Btad wzgledny wszystkich rozwazanych implementacji w podwojnej precyzji

standardowe Kahan Gill-Mgller
n o m Vv P+V S Vv P+V S Vv P+V

21 23| 37e-14  1,0e-15 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00 1,2e-16
216 22 1 3 6e-14 1,7e-15 0,0e-00 1,4e-16  0,0e-00 | 0,0e-00 1,4e-16  1,4e-16
217 221 6,1e-14  1,5e-15 0,0e-00  0,0e-00 1,4e-16 | 0,0e-00 1,4e-16  0,0e-00
218 221 14e-13  6,le-15 0,0e-00  0,0e-00 1,4e-16 | 0,0e-00  0,0e-00 1,4e-16
219 22| 24e-13 5,815 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00 1,4e-16
2200 23 1 10e-12  2,1e-14 | 0,0e-00  0,0e-00 1,3e-16 | 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00
221 241 13e-12  2,5e-14 | 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00 1,2¢-16
222 9221 23e-12 1,0e-13 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 1,4e-16  0,0e-00 1,4e-16
22 23| 86e-12  84e-14 | 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00 1,2¢-16
2% 24| 1.6e-11 5,5e-15 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00
2% 23 | 36e-11 6,9¢-13 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00 0,0e-00
226 922 3 7e-11 1,6e-12 0,0e-00  0,0e-00 1,4e-16 | 0,0e-00 1,4e-16  0,0e-00
227 23| 1,5e-10  3,7e-12 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00 1,2e-16
2% 22| 15e-10  6,5e-12 0,0e-00  0,0e-00 1,4e-16 | 0,0e-00  0,0e-00 1,4e-16
229 25 | 3.3e-10 1,2e-11 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00 0,0e-00
230 241 42e-10  3,5e-11 0,0e-00  0,0e-00  0,0e-00 | 0,0e-00  0,0e-00 0,0e-00

Tabela 5.4: Btad wzgledny wszystkich rozwazanych implementacji w pojedynczej i mie-
szanej precyzji

standardowe Kahan Gill-Mgller

n m ' P+V S v P+V S v P+V M M+V
215 231 1,7¢-05 3,4e-07 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0c-08 | 6,0c-08 5,5¢-08 6,0e-08 6,0c-08 6,0e-08
216 221 1,6e-05 3,6e-07 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0c-08 | 6,0c-08 5,0e-08 2,2¢-08 6,0e-08 6,0e-08
217 221 39e-05 1,7¢-06 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 2,6e-08 5,0e-08 4,1e-08 6,0e-08 6,0e-08
218 22| 6,4e-05 1,6e-06 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 2,7¢-07 3,2e-08 6,4e-08 6,0e-08 6,0e-08
219 22| 1,5e-04 6,9¢-06 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 1,1e-08 8,3e-08 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08
220 23 1 6,1e-04 1,2e-05 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 6,3e-07 4,3e-08 7,2¢-08 6,0e-08 6,0e-08
221 24| 1,1e-04 2,5e-05 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 1,2¢-06 1,5e-07 5,2e-08 5,9¢-08 5,9¢-08
222 92 1 1.0e-03 2,5e-05 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 6,7e-05 2,4e-07 6,9¢-08 6,0e-08 6,0e-08
2% 23 | 14e-03 9,8¢-05 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 5,6e-05 1,1e-06 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08
224 241 6,6e-04 3,5e-04 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 7,8¢-04 3,1e-07 5,6e-08 5,9¢-08 5,9e-08
2% 23 1 85e-03 6,2e-04 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 5,3e-03 2,0e-06 2,6e-08 6,0e-08 6,0e-08
2% 92 1 1,7e-02 4,0e-04 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 4,1e-02 6,6e-05 2,0e-08 6,0e-08 6,0e-08
227 23| 7.0e-02 1,4e-03 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 1,2¢-01 6,2e-05 6,9e-07 6,0e-08 6,0e-08
2% 921 1,6e-01 1,7e-03 | 6,0e-08 6,0e-08 6,0e-08 | 6,9e-01 1,1e-03 9.4e-07 6,0e-08 6,0e-08
2% 925 | 14e-01 7,5e-03 | 9,3e-08 3,2e-08 3,2e-08 | 1,9e-01 2,3e-03 7,8¢-07 5,8e-08 5,8¢-08
230 911 71e-01 2,4e-02 | 6,0e-08 6,0e-08 3,7e-09 | 7.3e-01 3,9e-01 1,2e-06 6,0e-08 5,9¢-08
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Btad wzgledny dla wszystkich rozwazanych metod i precyzji zostal przedstawio-
ny w tabelach (podwbjna precyzja) oraz (pojedyncza i mieszana precyzja).
Z otrzymanych wynikéw mozna wyciagnaé¢ nastepujace wnioski. Doktadnos$é xSumOrd
oraz xPSumOrd zmniejsza sie wraz ze wzrostem rozmiaru problemu. Za pomoca funkcji
xPSumOrd otrzymano nieco lepsze wyniki ze wzgledu na konstrukcje parallel for wraz
z klauzula redukcji, przez co otrzymano podejécie w stylu sumowania parami (ang. pa-
irwise summation) [Hig93|. Z tabeli[5.3| mozna zauwazy¢, ze wszystkie zaprezentowane
implementacje algorytméw zarowna Kahana jak i Gilla-Mgllera daja doktadne wyni-
ki. Jedynie w kilku przypadkach btad wzgledny jest rzedu doktadnosci uzytej precyzji
(ang. unit roundoff) - u. Natomiast z tabeli widaé, ze algorytm Gilla-Mgllera osia-
ga duzo gorsza dokladnosé. Fakt ten wynika z teoretycznych wlasciwosci algorytmow
opisanych w sekcjach oraz [5.4l Dla wszystkich rozwazanych rozmiaréw probleméw
nu < 1, a co za tym idzie btad wzgledny algorytmu Kahana nie powinien przekroczy¢
O(u). Natomiast w przypadku Gilla-Mgllera nie jest spetniona nieréwnosé n?u < 0.1
dla probleméw o rozmiarze n > 2%.

Obie zaproponowane implementacje algorytmu Gilla-Mgllera z uzyta mieszana pre-
cyzja uzyskuja precyzje rzedu doktadnosci pojedynczej precyzji, co dodatkowo (oprécz
czasu wykonania) przemawia na korzysé mieszanych precyzji.
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Rozdzial 6

Przyklady wykorzystania
sumowania z poprawkami

W niniejszym rozdziale zaprezentowane zostana przyktady implementacji algorytmow
wykorzystujacych sumowanie z poprawkami. Przyktady te maja na celu zademonstro-
wanie zmian w doktadnosci wybranych algorytmow spowodowanych zastapieniem zwy-
ktego sumowania poprzez sumowanie z poprawkami. Jak powiedziano w rozdziale [5
sumowanie jest rozwigzaniem szczegbélnego uktadu rownan liniowych. Dlatego jeden
z zaprezentowanych przyktadow taczy oba zagadnienia poruszane w niniejszej rozpra-
wie, tj. wykorzystanie sumowania z poprawkami w rozwigzywaniu szczegdlnego, troj-
diagonalnego uktadu réwnan liniowych typu Toeplitza.

6.1 Calkowanie numeryczne

Pierwszym omowionym przyktadem sg numeryczne metody wyznaczania wartosci cal-
ki oznaczonej, tj. catkowanie numeryczne. Istnieje wiele dedykowanych temu metod,
a wiekszos¢ z nich korzysta z addytywnosci catki wzgledem przedziatu catkowania, tzn:

Va<b<c:/:f(m)d:v:/abf(x)d:v—l—/bcf(x)dac. (6.1)

Dzigki tej wlasnosci mozna podzieli¢ przedziat catkowania na wiele mniejszych prze-
dziatow, oblicza¢ wartosci dla tak wyznaczonych mniejszych przedziatow, a nastepnie
sumowaé je [MW12]. Przedstawione zostana wybrane metody catkowania numeryczne-

go.

e Metoda prostokatow

Jako pierwszg wybrano jedna z najprostszych metod - metode prostokatéw. Po-
lega ona na podziale przedziatu catkowania na n podprzedzialéw, a nastepnie na
kazdym z tych podprzedzialéw przyblizana jest wartosé¢ catki za pomoca pola
prostokata. Przedstawia to nastepujacy wzor [MW12]:

/f dx~2f<a+<z+;>b;a>. (6.2)

Implementacje metody opisanej wzorem (6.2) przedstawia listing

101



O © 00O Ui W -

—_

OO UL W N+

—
N = OO

float rectangle(int n, float a, float b, float(*xf) (float)){
float dx = (b - a) / n;

float sum = 0;
float x = a + (b-a)/(2%*n);
for (int i = 0; i < n; i++) {
sum += f(x);
x += dx;
}

return sum*dx;

Listing 6.1: Implementacja metody prostokatow

Metoda trapezéw

Kolejny sposob catkowania numerycznego to metoda trapezéw. Polega ona na
podziale przedziatu catkowania na n podprzedziatow. Nastepnie na kazdym z tych
podprzedzialéw przyblizana jest wartos¢ catki za pomoca pola trapezu. Opisang
zaleznos$¢ mozna przedstawi¢ za pomoca wzoru [MW12]:

b—a=! b—a

/abf(x)dxz - ;%(f(aﬂ'

>+f(a—|—(i+1)b;a>>. (6.3)

Implementacje metody opisanej wzorem (6.3)) przedstawia listing [6.2}

float trapezoidal(int n, float a, float b, float(xf)(float)){
float dx = (b-a)/n;
float sum = 0;

float a_base = f(a), b_base,x=a;
for(int i=0;i<n;i++){
x+=dx;

b_base = f(x);
sum += (a_base+b_base);
a_base = b_base;

T

return O.b5*sumx*dx;

Listing 6.2: Implementacja metody trapezéw

Metoda Simpsona

Ostatnig omawiana w tym rozdziale metoda jest metoda Simpsona. Polega ona na
podziale przedziatu catkowania na n podprzedzialéw. Nastepnie na kazdym z tych
podprzedziatéw przyblizana jest warto$é¢ calki za pomoca wielomianu interpola-
cyjnego Lagrange’a. Wzér opisujacy te metode wyglada nastepujaco [MW12]:

/abf(:c) dx ~ Z(f(a) +4§f<a+ih+ Z) +2:§f(a+ih) +f(b)>, (6.4)

gdzie h = (b — a)/n.
Implementacje metody opisanej wzorem (6.4) przedstawia listing [6.3]
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float simpson(int n, float a, float b, float(xf)(float)){
float dx = (b - a) / n;
float suml = f(a+dx/2), sum2=0.,x=a;

for(int i=1;i<n;i++){
x+=dx;
suml+=£f (x+dx/2) ;
sum2+=£f (x) ;
}
return dx/6*(f(a) + 4*xsuml+2*xsum2 +f(b));

— O © 00 O Uik Wi -

— =

Listing 6.3: Implementacja metody Simpsona

Wszystkie opisane metody moga zosta¢ uzupetnione o algorytmy sumowania z po-
prawkami. W kazdym z omoéwionych algorytmow wystepuja dwa typy sumowania:

1. obliczenie sumy/sum,
2. zmiana przedziatu calkowania postaci: x += dx.

O ile do obliczenia sumy z punktu 1. mozna wykorzysta¢ zaréwno algorytm Ka-
hana jak i Gilla-Mgllera, tak suma z punktu 2. moze by¢ obliczona tylko z algorytmu
Kahana. Wynika to z faktu, ze algorytm Kahana aktualizuje w kazdym kroku war-
tos¢ sumy o wartos¢ poprawki, natomiast algorytm Gilla-Mgllera wartos¢ poprawek
akumuluje w oddzielnej zmiennej, ktorej warto$é¢ zostaje dodana do sumy w ostatnim
kroku algorytmu. Jednak, aby osiagna¢ doktadny wynik w kazdym kroku catkowania
numerycznego, nalezy wykorzystac¢ jak najdoktadniejsza wartosé x. Oczywiscie, zmiana
przedziatu caltkowania x += dx, moze zostac¢ zastgpiona poprzez dziatanie wymagajace
znacznie mniej operacji arytmetycznych, tzn. poprzez mnozenie postaci x = i * dx,
dla odpowiednich warto$ci parametru i w zaleznosci od wybranego algorytmu. Omé-
wiony sposob jest réwniez jedng z poréwnywanych implementacji. Powstalto zatem wiele
kombinacji implementacji w zaleznosci od wykorzystanego sposobu sumowania:

o Zwykle sumowanie - implementacja wprost metody catkowania, gdzie zmiana
przedziatu catkowania wykonana jest przez sumowanie, tj. x += dx,

e Mnozenie - implementacja wprost metody catkowania, gdzie zmiana przedziatu
catkowania wykonana jest przez mnozenie, tj. x = i * dx,

e Sumowanie Kahana - zmiana przedziatu catkowania za pomoca algorytmu Kaha-
na, zwykte sumowanie wartosci catki,

e Sumowanie Kahana x2 - zmiana przedzialu catkowania oraz sumowanie wartosci
calki za pomoca algorytmu Kahana,

e Sumowanie Kahana x3 - (dotyczy tylko metody Simpsona) zmiana przedziatu
catkowania oraz obie sumy sumowane za pomocg algorytmu Kahana,

e Sumowanie Gilla-Mgllera - sumowanie wartosci catki za pomocg algorytmu Gilla-
Mgllera oraz zwykte sumowanie do zmiany przedziatu catkowania,
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e Sumowanie Gilla-Mgllera x2 - (dotyczy tylko metody Simpsona) obie sumy su-
mowane za pomocg algorytmu Gilla-Mgllera oraz zwykte sumowanie do zmiany
przedziatu catkowania,

e Sumowanie Gilla-Mgllera + Kahana - sumowanie wartosci caltki za pomocg al-
gorytmu Gilla-Mgllera oraz zmiana przedziatu catkowania za pomoca algorytmu
Kahana,

e Sumowanie Gilla-Mgllera x2 + Kahana - (dotyczy tylko metody Simpsona) obie
sumy sumowane za pomocg algorytmu Gilla-Mgllera oraz zmiana przedziatu cat-
kowania za pomocg algorytmu Kahana.

Dla przyktadu podano jedna z modyfikacji, tj. metode prostokatéow z wykorzysta-
niem sumowania Kahana do wyznaczania wartosci przedzialéw catkowania oraz sumo-
wanie Gilla-Mgllera do wyznaczania warto$ci sumy. Rezultat mozna zobaczy¢ na listin-

gu 6.4}

1 |float rectangleGM_Kahan(int n, float a, float b, float(*f)(float)){
2 float dx = (b - a) / n;

3 float x = a + (b-a)/(2%*n);

4 float sum=0, p=0,p2=0, so0ld=0, tmp3,y;

5

6 for (int i = 0; i < n; i++) {

7 //sum+=f(x); zamieniono na sumowanie algorytmem G-M
8 float term=f(x);

9 sum=sold+term;

10 float tmp=sum-sold;

11 float tmp2=term-tmp;

12 p=pttmp2;

13 sold=sum;

14

15 //x +=dx; zamieniono na sumowanie algorytmem Kahana
16 tmp3=x;

17 y=dx +p2;

18 x=tmp3 + y;

19 p2 = (tmp3 - x) +y;

20 }

21 return (sum+p)*(dx);

22 |}

Listing 6.4: Implementacja metody prostokatow z wykorzystaniem algorytmu Kahana

Przeprowadzono testy dla kilku wybranych, nastepujacych catek oznaczonych:

1. . ]
2
dr = -
/Ox T=73,
2.
1
/e‘”dx:e—l,
0
3.



/2
/ cos(x)dx = 1.
0

oraz réznej liczby krokéw algorytméw (n = {100,1000,10000}). Osiagniete wyniki
zaprezentowano w tabelach [6.1] [6.2] oraz [6.3]z podziatem na liczbe krokéw algorytmow.
Kazdy wynik przestawiony w wyzej wymienionych tabelach to warto$¢ bezwzgledna
roznicy pomiedzy otrzymanym wynikiem a wynikiem doktadnym. Latwo zauwazy¢, ze
najlepsze wyniki maja warto$¢ najblizsza zeru.

Tabela 6.1: Btad dla zaprezentowanych catek i metod osiagniety dla n = 100

Metoda prostokatow
Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie  Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 G-M G-M+Kahan
1 8,73e-06 4,98e-03 8,37e-06 8,37e-06 8,70e-06 8,37e-06
2 7,39¢e-06 8,58e-03 7,27e-06 7,27e-06 7,63e-06 7,27e-06
3 1,54e-07 8,75e-08 5,10e-08 2,11e-08 1,16e-07 1,90e-08
4 1,00e-05 7,83e-03 1,03e-05 1,03e-05 1,00e-05 1,03e-05
Metoda trapezéw
Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie  Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 G-M G-M+Kahan
1 1,63e-05 1,67e-05 1,67e-05 1,66e-05 1,63e-05 1,66e-05
2 1,38e-05 1,44e-05 1,44e-05 1,42e-05 1,37e-05 1,42e-05
3 2,29e-07 1,30e-07 1,30e-07 2,29e-08 9,57e-08 2,36e-08
4 2,07e-05 2,06e-05 2,06e-05 2,06e-05 2,08e-05 2,06e-05
Metoda Simpsona
Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 Kahan x3
1 3,87e-07 5,96e-08 5,96e-08 5,96e-08 5,96e-08
2 4,77e-07 1,19e-07 1,19e-07 1,19e-07 1,19e-07
3 1,11e-07 1,70e-08 1,70e-08 2,45e-08 1,05e-08
4 2,98e-07 1,19e-07 1,19¢-07 1,19e-07 0
Metoda Simpsona
Catka Sumowanie Sumowanie  Sumowanie Sumowanie
G-M G-M x2 G-M+Kahan GM x2+Kahan
1 3,87e-07 3,87e-07 5,96e-08 2,98e-08
2 2,38e-07 4,77e-07 1,19¢-07 1,19¢-07
3 1,53e-07 1,08e-07 3,81e-08 1,54e-08
4 2,38e-07 2,38e-07 0 0

7 tabeli mozna wywnioskowac, ze sto krokéw algorytmu - czyli sumowanie stu
elementow - nie jest wystarczajace, aby zauwazy¢ znaczacag poprawe. Wiekszos¢ wyni-
kéw osiggnietych dla metod wykorzystujacych sumowanie z poprawkami nie zwigksza
rzedu doktadnosci badz nie zwicksza doktadnosci weale, a jezeli juz osiggnieto wzrost,
to co najwyzej o jeden rzad wielkosSci.

Przy tysigcu krokéw (tabela mozna zauwazy¢ znaczacy wpltyw sumowania z po-
prawkami na wynik. Kazdy z najlepszych wynikéw byt lepszy niz wynik zwyktego sumo-
wania i tylko dla jednego przypadku najlepszy wynik sumowania z poprawkami zrownat
sie z wynikiem funkcji wykorzystujacej mnozenie. Mozna z tego wnioskowaé, ze 1000
krokow jest juz wystarczajaca liczbg, aby wykorzystywaé¢ sumowanie z poprawkami.

Przeprowadzono rowniez testy dla 10 000 krokéw. W tym przypadku kazdy z najlep-
szy wynikow byt lepszy od wynikéw osiagnietych przez funkcje sumujace lub mnozace.
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Jednak réznice pomiedzy wynikami osiagnietymi przy n = 1000 a n = 10000 byty
na tyle mate, ze mozna przyjac¢, ze wykonanie tysiaca krokéw bedzie wystarczajace.

Ponadto, dla wszystkich badanych liczb krokéw wyniki najlepsze badz bardzo bli-
skie najlepszym dawata metoda wykorzystujaca dwa sumowania za pomoca algorytmu
Kahana. Stad mozna wysnu¢ wniosek, ze wykorzystanie tej wtasnie metody najpraw-
dopodobniej da najlepszy wynik réwniez dla innych catek oznaczonych.

Tabela 6.2: Blad dla zaprezentowanych catek i metod osiagniety dla n = 1000

Metoda prostokatow
Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie  Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 G-M G-M+Kahan
1 5,33e-06 5,00e-04 8,94e-08 5,96e-08 5,22e-06 5,96e-08
2 7,63e-06 8,59e-04 7,15e-07 1,19e-07 7,27e-06 1,19e-07
3 2,64e-05 2,45e-07 2,73e-07 1,03e-09 2,63e-05 7,46e-10
4 7,03e-06 7,85e-04 1,19e-07 1,19e-07 6,79e-06 1,19e-07
Metoda trapezéw
Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie  Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 G-M G-M+Kahan
1 5,07e-06 2,38e-07 2,38¢e-07 2,09e-07 4,92e-06 2,09e-07
2 7,51e-06 9,54e-07 9,54e-07 2,38e-07 7,15e-06 2,38e-07
3 2,61e-05 5,47e-08 5,47e-08 3,76e-10 2,62e-05 4,58e-10
4 7,21e-06 1,19e-07 1,19e-07 1,79e-07 7,09¢-06 1,79e-07
Metoda Simpsona
Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 Kahan x3
1 5,19e-06 5,96e-08 5,96e-08 5,96e-08 5,96e-08
2 7,63e-06 7,15e-07 7,15e-07 3,58e-07 1,19e-07
3 2,58e-05 1,26e-07 1,26e-07 6,82e-08 1,50e-07
4 6,91e-06 1,79e-07 1,79e-07 1,79e-07 0
Metoda Simpsona
Calka Sumowanie Sumowanie  Sumowanie Sumowanie
G-M G-M x2 G-M+Kahan GM x2+Kahan
1 5,19e-06 5,10e-06 2,98e-08 2,98e-08
2 7,27e-06 7,15e-06 4,77e-07 1,19e-07
3 2,62e-05 2,62e-05 7,00e-08 1,55e-07
4 7,03e-06 6,85e-06 1,19e-07 0
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Tabela 6.3: Btad dla zaprezentowanych calek i metod osiggniety dla n = 10000

Metoda prostokatow

Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie  Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 G-M G-M+Kahan
1 9,66e-06 4,97e-05 5,96e-08 2,98e-08 9,92e-06 2,98e-08
2 1,29e-05 8,64e-05 1,43e-06 1,19e-07 1,20e-05 1,19e-07
3 4,02e-04 4,68e-08 5,03e-08 3,99e-10 3,97e-04 7,03e-10
4 2,74e-06 7,87e-05 1,25e-06 0 2,86e-06 0
Metoda trapezéw
Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie  Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 G-M G-M+Kahan
1 9,66e-06 8,94e-08 8,94e-08 2,98e-08 9,92e-06 2,98e-08
2 1,29e-05 1,19e-06 1,19e-06 1,19e-07 1,20e-05 1,19e-07
3 4,02e-04 1,25e-07 1,25e-07 1,19e-09 3,96e-04 1,10e-09
4 2,74e-06 1,25e-06 1,25e-06 0 2,86¢e-06 0
Metoda Simpsona
Catka Zwykte Mnozenie Sumowanie Sumowanie Sumowanie
sumowanie Kahan Kahan x2 Kahan x3
1 9,75e-06 8,94e-08 8,94e-08 8,94e-08 0
2 1,29e-05 1,07e-06 1,07e-06 1,19e-07 1,19e-07
3 3,99¢-04 9,89¢-08 9,89¢-08 6,15e-08 4,64e-08
4 2,50e-06 7,15e-07 7,15e-07 1,19e-07 0
Metoda Simpsona
Catka Sumowanie Sumowanie  Sumowanie Sumowanie
G-M G-M x2  G-M+Kahan GM x2+Kahan
1 9,72¢-06 9,89¢-06 2,98e-08 2,98e-08
2 1,26e-05 1,22e-05 8,34e-07 1,19e-07
3 4,00e-04 3,97e-04 3,25e-08 4,44e-08
4 2,74e-06 2,86e-06 8,34e-07 0
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6.2 Uklady réwnan liniowych

Jako kolejny przyktad rozwazono rozwiazanie problemu omoéwionego w sekcji ozna-
czonego przez . Dla przypomnienia, nalezy rozwigzac¢ nastepujacy uktad réwnan:

1 -1 Uo do
—1 2 —1 Ui d1
S =|: (6.5)
-1 2 -1 Up—_2 dp—2
L -1 2 1 L Un—1 | dnfl |
A u d

Uktad moze zosta¢ rozwiazany przy wykorzystaniu uproszczonej wersji eliminacji
Gaussa bez pivotingu stosowanej do macierzy trojdiagonalnych, to znaczy za pomoca
algorytmu Thomasa opisanego w rozdziale [2.4.1] Pierwszy krok to wyznaczenie ma-
cierzy L i R takich, ze A = LR. W opisywanym przypadku otrzymano nastepujacy
podzial:

(6.6)

Jak tatwo zauwazy¢, przedstawione powyzej macierze zostaly wspomniane w roz-
dziale [5| Rozwiazania uktadéw réwnan powstajacych z takich macierzy wspétczynni-
kéw sprowadzaja sie do zagadnienia sumowania, lub, inaczej méwiac, sumowanie jest
rozwigzaniem szczegolnego uktadu réwnan.

Aby rozwigza¢ uktad LRu = d, nalezy rozwiazaé¢ najpierw Ly = d, a nastepnie
Ru =y. Przeklada si¢ to na dwa proste uktady rownan:

Yo = do

{Zi:di‘i‘yili:la-"an_l? (67)
Un—1 = Yn—1

{ui:yi+ui+17i:n_27""0' 0:5)

Implementacja takiego rozwiazania wykorzystujacego zwykte sumowanie zostata przed-
stawiona na listingu [6.5]

void bvp_solve_ord(float *u, int N){
for(int k=1;k<N;k++)

ulk] += ulk-11;

for (int k=N-2;k>=0;k--)
ulk] += ulk+1];

N O U W N

}

Listing 6.5: Implementacja algorytmu rozwiazywania uktadéw postaci

z wykorzystaniem zwyklego sumowania
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W celu poprawy dokladnosci otrzymanego rozwigzania zaproponowano wykorzysta-
nie sumowania algorytmem Kahana. Mozna zauwazy¢, ze wybér metody sumowania
jest oczywisty. W omawianym zagadnieniu oprécz posumowania catego ciggu liczb,
sumy czastkowe stanowia kolejne elementy wektora u. Z tego powodu, w omawianym
zagadnieniu nie mozna wykorzysta¢ sumowania metoda Gilla-Mgllera, poniewaz ten
algorytm kumuluje wartosci poprawek w oddzielnej zmiennej i dodaje je w ostatnim
kroku algorytmu. W przeciwienstwie do algorytmu Kahana, ktéry do sumy dodaje war-
tosci poprawek osiggniete w kazdym kroku. Otrzymang implementacje w pojedynczej
precyzji przedstawia listing [6.6]

1 |void bvp_solve_Kahan(float *u, int N){
2 int k;

3 float temp;

4 float s=ul0];

5 float e=0;

6 float y;

7 for(k=1;k<N;k++){
8 temp=s;

9 y=ulk]+e;

10 ulk]=s=temp+y;
11 e=(temp-s)+y;
12 }

13

14 s=ul[N-1];

15 e=0;

16 for (k=N-2;k>=0;k--){
17 temp=s;

18 y=ulk]l+e;

19 ulk]l=s=temp+y;
20 e=(temp-s)+y;
21 }

22 |}

Listing 6.6: Implementacja algorytmu rozwiazywania uktadéw postaci
z wykorzystaniem sumowania Kahana

Implementacje¢ przedstawiong na listingu mozna przeksztatci¢ na implementacje
dajaca duzo wiekszy potencjal do zréwnoleglenia za pomoca metody opisanej w [SP11].
Pierwszy krok to podziatl macierzy L oraz R na macierze blokowe w sposéb analogiczny
do podziatu przeprowadzonego w rozdziatach [3| oraz [dl Niech n = rs oraz r,s > 1. Po
wykonaniu podziatu réwnanie Ly = d mozna zapisa¢ rownowaznie jako:

Ls YO dO
B L Y1 d;
) =1 . , (6.9)
B L, Y d,
gdzie macierz Ly € R**® jest takiej samej postaci jak macierz L, a
0o ... 0 -1
B=|" 0 eree (6.10)
O ... ... 0
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oraz 'y, = (yisa c. ,y(l'Jrl)S,l)T i dl = (di37 c. ,d(iJrl)s,l)T. Niech e = (1, 1, ey 1)T S Rs’
wtedy rozwiazaniem Ly = d jest:

{ yo = L;'do

yi=L;'d;+yise, i=1,...,r—L (6.11)

Analogiczna sytuacja zachodzi w przypadku uktadu Ru =y, ktéry zapisano row-
nowaznie jako:

R, C 0

Yo
uy y
ks , =7, (6.12)
C :
Rs Uy Yr-1

gdzie macierz R, € R*** jest takiej samej postaci jak macierz R, a C = BT oraz
w; = (U, - - - ,u(iH)s_l)T. Wtedy rozwigzaniem Ru =y jest:

{ U1 = R;1Y7"—1

u; = Rs_lyz =+ Ujs+1€, Z =7Tr — 2, PN ,O. (613>

Stosujac tak opisane podejscie mozna stworzy¢ implementacje majaca duzy poten-
cjal w zréwnoleglaniu. Proces ten zostal przeprowadzony za pomoca OpenACC (patrz
rozdziat oraz przedstawiony na listingu .

Nastepnie w algorytmie przedstawionym na listingu rowniez mozna zwigkszy¢
doktadnos$é sumowania. Latwo zauwazy¢, ze modyfikacja niektorych krokéw nie przy-
niesie wiekszych korzysci. I tak, w kroku 1C oraz 2C do kazdego elementu kolumny
dodawany jest ten sam element, wicc wystepuje tutaj zwykte dodawanie dwoch elemen-
tow. W pozostatych krokach mozna wykorzysta¢ sumowanie z poprawkami. W krokach
1A i 2A kumuluja sie kolejne wiersze, wiec wiersz ostatni/pierwszy (odpowiednio w kro-
ku 1A/2A) jest sumg wszystkich pozostalych wierszy. W krokach 1B i 2B sumowane
sa elementy w odpowiednio ostatnim/pierwszym wierszu. Listing prezentuje kroki
algorytmy, w ktorych wszystkie mozliwe zwykle sumowania zmodyfikowano na sumo-
wania z poprawkami za pomoca algorytmu Kahana. Ze wzgledu opisanego wczesniej
wykorzystanie algorytmu Gilla-Mgller jest nieefektywne w omawianym przypadku.

Podsumowujac, ponizej wypisano testowane funkcje, ktérych wyniki zawarto w ni-
niejszej rozprawie:

e Zwykly - implementacja przedstawiona na listingu (6.5}

e Zwykly Kahan - implementacja przedstawiona na listingu [6.6]
e Réwnolegly - implementacja przedstawiona na listingu

e Zwykly Kahan - implementacja przedstawiona na listingu [6.8]

Jako przyktad testowy wybrano jedno z zagadnien testowanych przez [SP11] ozna-
czony tam jako P2, a mianowicie:

_du_
dx?

20000 1% (1 — 20022, z € [0, 1], (6.14)

z warunkami brzegowymi «'(0) = 0, u(1) = 0 oraz doktadnym rozwiazaniem
u(z) = 100100 — 100e100,
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1 |void parallel_bvp_solve(float *u, int s, int r){
2 1// 1A

3 |#pragma acc parallel present(u)

4 {

5 |#pragma acc loop independent

6 for(int j=0;j<r;j++) {

7 for(int k=1;k<s;k++)

8 ulj*st+tk]+=ulj*s+k-1];
9 }

10 }

11 1// 1B

12 |#pragma acc parallel num_gangs (1) present (u)
13 {

14 for (int k=1;k<r;k++)

15 ul(k+1)*s-1]+=ulk*s-1];
16 ¥

17 1// 1c

18 |#pragma acc parallel present(u)

19 {

20 for(int j=1;j<r;j++) {

21 float a=ulj*s-1];

22 |#pragma acc loop independent

23 for (int k=0;k<s-1;k++)
24 ulj*s+k]+=a;

25 }

26 ¥

27 | // 2A

28 |#pragma acc parallel present (u)

29 {

30 |#pragma acc loop independent

31 for (int j=0;j<r;j++) {

32 for(int k=s-2;k>=0;k--)
33 ulj*s+k]+=ulj*s+k+1];
34 }

35 }

36 |// 2B

37 |#pragma acc parallel num_gangs (1) present (u)
38 {

39 for (int k=r-2;k>=0;k--)

40 ulk*s]+=ulk*s+s];

41 }

42 |//2C

43 |#pragma acc parallel present (u)

44 for(int j=0;j<r-1;j++) {

45 float a=ul[j*s+s];

46 |#pragma acc loop independent

47 {

48 for (int k=1;k<s;k++)
49 ulj*s+k]+=a;

50 }

51 }

52 |}

Listing 6.7: Zrownoleglona implementacja algorytmu rozwigzywania uktadéw postaci
[6.5] z wykorzystaniem zwyktego sumowania
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void acc_bvp_solve_Kahan(float *u, int s, int
float sum, y,e,tmp;

// 1A

#pragma
{

#pragma

// 1B
#pragma

}

// 1¢C
#pragma
{

#pragma

}

// 2A

#pragma
{

#pragma

acc parallel present (u)

acc loop independent
for(int j=0;j<r;j++) {
sum=ulj*s],e=0;
for(int k=1;k<s;k++){
tmp=sum;
y=ul[j*s+k]l+e;
ulj*s+k]=sum=tmp+y;
e=(tmp-sum)+y;

acc parallel num_gangs (1) present(u)

sum=ul[s-1],e=0;

for (int k=1;k<r;k++) {
tmp=sum;
y=ul(k+1)*s-1]+e;
ul(k+1) *s-1]=sum=tmp+y;
e=(tmp-sum) +y;

acc parallel present(u)

for (int j=1;j<r;j++) {
float a=ulj*s-1];
acc loop independent
for (int k=0;k<s-1;k++) {
ulj*s+k]+=a;

}

acc parallel present (u)

acc loop independent
for(int j=0;j<r;j++) {
sum=u[(j+1) *s-1],e=0;
for(int k=s-2;k>=0;k--){
tmp=sum;
y=ulj*s+kl+e;
ulj*s+k]=sum=tmp+y;
e=(tmp-sum)+y;
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58 |// 2B

59 |#pragma acc parallel num_gangs (1) present (u)
60 {

61 sum=ul[(r-1)*s],e=0;

62 for (int k=r-2;k>=0;k--) {
63 tmp=sum;

64 y=ulkx*s]+e;

65 ulk*s]=sum=tmp+y;

66 e=(tmp-sum) +y;

67 }

68 }

69

70 |//2C

71 |#pragma acc parallel present(u)

72 for (int j=0;j<r-1;j++) {

73 float a=ulj*s+s];

74 |#pragma acc loop independent

(0] {

76 for (int k=1;k<s;k++) {
77 ulj*s+k]+=a;

78 }

79 }

80 }

81 |}

Listing 6.8: Zrownoleglona implementacja algorytmu rozwiazywania uktadéw postaci
z wykorzystaniem metody Kahana

Wyniki zebrano na architekturze opisanej w sekcji oznaczonej jako C. Progra-
my zostaly skompilowane za pomoca kompilatora NVC w wersji 23.11 [nvc|. Zebrano
zaréwno wyniki dotyczace doktadnosci jak i czasu trwania poszczegolnych programow.
Doktadnosé¢ dziatania opisanych programow zostata zbadana przy uzyciu wzoru
opisanego w sekcji [[.5] Otrzymane wynik przedstawia tabela dla pojedynczej pre-
cyzji oraz tabela dla precyzji podwojnej.

7 tabeli wynika, ze wykorzystanie sumowania z poprawkami przy algorytmie
sekwencyjnym zwieksza doktadno$é do poziomu doktadnosci precyzji (w przypadku
pojedynczej precyzji okoto 1078), lecz jednoczeénie zwigksza znaczaca czas trwania
programéw (okoto trzykrotnie). Problem ten zostaje praktycznie wyeliminowany w
przypadku metod zrownoleglonych. Oczywiscie, algorytm réwnolegly nawet bez wy-
korzystania sumowania z poprawkami ma lepsza doktadno$é¢ od algorytmu zwyktego,
jednak dodanie algorytmu Kahana zwigksza doktadnos¢ do poziomu uzytej precyzji i
jednoczesnie nie wptywa znaczaco na czas trwania programu. Przyspieszenia zaprezen-
towane w omawianej tabeli (Rownolegly Kahan wzgledem Zwykly) siegaja rzedu 8,5
dla najwiekszych badanych rozmiaréw. Stad mozna przyja¢ wniosek, ze zaréwno pod
wzgledem czasowym jak i doktadnosci najlepszym wyborem w pojedynczej precyzji
bedzie wykorzystanie algorytmu wzbogaconego o sumowanie Kahana.

Natomiast wyniki z tabeli [6.5] prezentujacej wyniki w podwdjnej precyzji nie da-
ja tak jednoznacznej konkluzji. Czas trwania sekwencyjnego algorytmu wzbogaconego
o sumowanie Kahana réwniez jest trzykrotnie wiekszy niz algorytmu wykorzystuja-
cego zwyklte sumowanie, jednak nie ma w tym przypadku tak jednoznacznej korzysci
w doktadnosci. Zauwazy¢ ja mozna dopiero dla najwiekszych rozpatrywanych uktadow,
tj. dla n > 22, Jednoczes$nie w przypadku algorytmu zréwnoleglonego, sam proces
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rownoleglosci pozwala na osiggniecie bardzo dobrej doktadnosci. Jednak réwniez dla
podwdjnej precyzji przeprowadzono testy funkcji rownoleglej z algorytmem Kahana,
ktore pokazaty, ze osiagnieto bardzo podobne wyniki jak dla algorytmu réwnolegte-
go ze zwyklym sumowaniem. Wyjatkiem jest przypadek dla n = 228, gdzie algorytm
Kahana poprawit wynik do poziomu doktadnosci podwdjnej precyzji. Jednak - dla
ujednolicenia - przyspieszenia podane w tabeli zostaly takze wyliczone jako stosu-
nek czasu trwania algorytmu zwyktego do rownolegtej wersji z sumowaniem Kahana.
Osiggnieto w ten sposob przyspieszenie rzedu 6,3.

Tabela 6.4: Wyniki czasowe [s] oraz doktadnosci wszystkich rozwazanych metod w po-
jedynczej precyzji

. Réwnolegty
. Zwykty Zwykly Kahan ; Réwnolegly Kahan Speedup
czas prec czas prec czas prec czas prec

279 10,0020 | 2,62¢-03 | 0,0059 | 2,70e-08 | 2% | 0,0015 | 4,63¢-06 | 0,0013 | 1,16e-07 | 1,52
221 | 0,0040 | 4,62¢-03 | 0,0117 | 2,75e-08 | 21° | 0,0022 | 2,46e-06 | 0,0020 | 4,76e-08 | 1,97
222 | 0,0079 | 8,26e-03 | 0,0232 | 2,75e-08 | 21° | 0,0032 | 3,80e-06 | 0,0032 | 1,01e-07 | 2,50
223 | 0,0162 | 4,44e-02 | 0,0462 | 2,65¢-08 | 2! | 0,0044 | 5,51e-07 | 0,0045 | 8,63¢-08 | 3,63
224 10,0316 | 4,82¢-02 | 0,0922 | 2,64e-08 | 2! | 0,0067 | 3,23¢-05 | 0,0067 | 4,52e-08 | 4,68
2% 10,0632 | 2,24e-01 | 0,1870 | 2,59e-08 | 2! | 0,0111 | 1,18¢-04 | 0,0111 | 6,56e-08 | 5,68
226 | 0,1274 | 1,72¢-01 | 0,3698 | 2,59¢-08 | 2!2 | 0,0207 | 7,74e-05 | 0,0214 | 5,88¢-08 | 5,95
227 | 0,2502 | 9,72¢-02 | 0,7254 | 3,09e-08 | 2'3 | 0,0320 | 3,68¢-05 | 0,0336 | 4,89¢-08 | 7,45
228 | 05011 | 2,74e-01 | 1,4648 | 1,05e-07 | 2!3 | 0,0569 | 1,54e-04 | 0,0585 | 5,75e-08 | 8,57

Tabela 6.5: Wyniki czasowe [s| oraz doktadnosci wszystkich rozwazanych metod w po-
dwdbjnej precyzji

, Réwnolegty
N Zwykty Zwykly Kahan ; Réwnolegly Kahan Speedup
czas prec czas prec czas prec czas prec

270 10,0020 | 1,31e-11 | 0,0058 | 1,31e-11 | 27 | 0,0020 | 1,3le-11 | 0,0017 | 1,3le-11 | 1,12
221 | 0,0040 | 3,34e-12 | 0,0115 | 3,28e-12 | 21° | 0,0025 | 3,28¢-12 | 0,0023 | 3,28e-12 | 1,73
222 | 0,0081 | 9,95¢-13 | 0,0231 | 8,20e-13 | 21° | 0,0035 | 8,20e-13 | 0,0040 | 8,20e-13 | 2,01
223 | 0,0162 | 4,19¢-13 | 0,0457 | 2,05e-13 | 2! | 0,0049 | 2,05¢-13 | 0,0057 | 2,05¢-13 | 2,86
224 10,0325 | 5,65¢-13 | 0,0916 | 5,13e-14 | 2! | 0,0074 | 5,14e-14 | 0,0085 | 5,13e-14 | 3,85
22 | 0,0635 | 1,29¢-12 | 0,1804 | 1,28¢-14 | 211 | 0,0120 | 1,34e-14 | 0,0140 | 1,28¢-14 | 4,53
226 | 0,1279 | 1,88¢-12 | 0,3645 | 3,16e-15 | 2!2 | 0,0198 | 7,94e-15 | 0,0204 | 3,16e-15 | 6,27
227 | 0,2569 | 7,83¢-13 | 0,7265 | 1,00e-15 | 2'3 | 0,0376 | 8,06e-15 | 0,0425 | 1,00e-15 | 6,04
228 | 0,5101 | 6,62¢-13 | 1,4732 0 213 | 0,0732 | 3,26e-14 | 0,0839 0 6,08
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Podsumowanie i kontyuacje badan

W niniejszym rozdziale zaprezentowane zostang wnioski ptynace z rozprawy oraz wy-
znaczone zostang dalsze kierunki badan.

Podsumowanie

Przedstawiona rozprawa prezentuje algorytmy rozwigzywania tréjdiagonalnych ukta-
dow réwnan typu Toeplitza oraz ich implementacje na wspotczesne architektury wielo-
procesorowe. Zaprezentowano réwniez badania nad zagadnieniem sumowania dtugich
ciggow liczbowych oraz ich zastosowaniem w rozwigzywaniu trojdiagonalnych uktadow
rownan liniowych typu Toeplitza. Celem niniejszej rozprawy, przedstawionym we wste-
pie bylo opracowanie wydajnych i dokladniejszych algorytmoéw numerycz-
nego rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych z macierza wspétczynni-
kéw tréjdiagonalng typu Toeplitza oraz doktadniejszych metod sumujacych
bez zmniejszenia wydajnosci czasowej, ktorych wektorowo-réwnoleglte im-
plementacje umozliwialyby dobre wykorzystanie wlasnosci wspo6tczesnych
architektur wieloprocesorowych. Aby osiggng tak przedstawiony cel wykonano
szereg krokow, ktorych wyniki sg oryginalnym osiggnigciami niniejszej rozprawy, a mia-
nowicie:

1. Sformutowanie dwéch algorytmoéw wyznaczania rozwigzania uktadu réwnan li-
niowych z macierzg wspotczynnikéw trojdiagonalng i typu Toeplitza z uwzgled-
nieniem budowy nowoczesnych architektur komputerowych.

2. Sformutowanie réznych formatow danych pozwalajacych na lepsze wykorzystanie
dostepu do pamieci. Pokazano - oprocz standardowego formatu kolumnowego -
format wierszowy, wierszowy z wykorzystaniem pamieci podrecznej do zamiany
formatow oraz format kolumnowy z wykorzystaniem bloku pamieci podrecznej
na obliczenia.

3. Implementacja algorytméw z punktu (1)) z wykorzystaniem formatéw danych
z punktu [2| oraz procesow réwnolegtosci i wektorowosci. Procesy te zostaly wta-
czone przy pomocy interfejsow OpenMP lub OpenACC. Pokazano implementacje
przenosne pomiedzy CPU i GPU, heterogeniczne - dziatajace na dwoch kartach
graficznych oraz hybrydowe dziatajace jednoczeénie na CPU i GPU.

4. Implementacja algorytméw Kahana i Gilla-Mgllera w sposéb pozwalajacy na wta-
czenie proceséw wektorowych za pomoca funkeji wbudowanych (ang. intrinsic)
oraz procesu rownolegtosci obliczen przy uzyciu OpenMP.
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5. Wykorzystanie algorytméw sumowania z poprawkami w algorytmach catkowania
numerycznego oraz w metodzie rozwiazywania szczegdlnego przyktadu trojdia-
gonalnego uktadu réwnan liniowych typu Toeplitza.

6. Przeprowadzenie eksperymentow oceniajacych prezentowane implementacje. Zba-
danie zaréwno czas dziatania, jak i doktadno$¢ prezentowanych funkcji w po-
jedynczej jak i podwdjnej precyzji. Dla funkcji z rozdziatu [3] zbadano réwniez
wydajno$¢ energetyczna. Dla implementacji z rozdziatu 4| przeprowadzono auto-
matyzacje doboru parametrow.

7. Poprawa czasu dziatania algorytméw. W wynikach dotyczacych czasu dziatania
programow otrzymano korzysci ptynace z wykorzystania implementacji algoryt-
méw sformutowanych w punkcie (I]). Otrzymano réwniez korzysci z zamiany for-
matu danych (punkt 2) w obliczeniach na kartach graficznych wzgledem formatu
kolumnowego uwzgledniajac nawet czas potrzebny do zamiany formatéw. Imple-
mentacje dziatajace na dwoch GPU skalowaly sie zgodnie z zalozeniem, tzn. dla
duzych rozmiaréw czas trwania programu wykonany na dwoch GPU byl dwa razy
krétszy niz czas wykonania na jednym urzadzeniu akcelerujacym. Natomiast im-
plementacje heterogeniczne dziatajg znaczaco dtuzej niz analogiczne funkcje wy-
konane na dwoch GPU (tak samo jak implementacje uruchamiane tylko na CPU
wzgledem implementacji dziatajacych na GPU), jednak moga by¢ pomocne, gdy
rozmiar rozwazanego problemu bedzie przekraczal mozliwosci karty graficzne;j.

8. Poprawa doktadnosci wynikow otrzymywanych z przedstawionych implementa-
cji poprzez wykorzystanie sumowania z poprawkami. Wyniki obu algorytméw
sumujacych z poprawkami sg znaczaco lepsze niz wykorzystanie zwyktego sumo-
wania. Pokazuje to rozdzial o] jak réwniez przyktady wykorzystania sumowania
z poprawkami przedstawione w rozdziale [, a mianowicie metody catkowania nu-
merycznego i rozwiazywanie szczegdlnego uktadu réwnan liniowych. Zauwazono
réwniez gorsze wlasnosci numeryczne algorytmu Gilla-Mgllera, ktore uwidocznity
sie szczegblnie w pojedynczej precyzji. Rozwigzano ten problem wykorzystujac
precyzje mieszana.

Otrzymane wyniki implikuja prawdziwosé postawionej we wstepie tezy, iz zréw-
noleglenie i wektoryzacja pozwalaja na znaczace przyspieszenie dzialania
implementacji algorytméw numerycznych rozwigzujacych uklady réwnan
o macierzach tréjdiagonalnych typu Toeplitza na wspélczesnych proceso-
rach, procesorach graficznych oraz architekturach hybrydowych.

Kontyuacje badan

Zagadnienia opisywane w niniejszej rozprawie maja potencjat do dalszych badan, szcze-
golnie temat rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. Naturalnym kierunkiem jest
stworzenie kolejnych algorytmoéow i struktur danych do badania innych typow ukta-
dow rownan linowych, w ktorych macierze wspétczynnikow beda spetniaty dodatkowe
kryteria. Przyktadem moze by¢ uktad z macierzg trojdiagonalng typu Toeplitza z do-
datkowymi elementami w prawym goérnym i lewym dolnym rogu. Zaczynajac od naj-
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prostszego uktadu postaci:

ta 1 1
1 ty 1
5 (6.15)
o1
1 1
a nastepnie przechodzac do:
[ty 13 1] [ty 13 ty ]
b1 ty 13 ti ty t
lub ogdlnie o . (6.16)
A A
|1 t1 2 | L To t1 t2 |
Inny, ciekawy przypadek, warty dalszego badania to dwie macierze postaci:
aop bo ap  Co
b1 aq a; €
oraz oo . (6.17)
Cn—2
bn—l an—1 Cn—1 Ap—1

Jako kolejny przyktad mozna poda¢ macierze uktadow blokowo trojdiagonalnych,
w ktorych kazdy blok jest typu Toeplitza. Przyktad moze wyglada¢ nastepujaco:

[ by ¢
a; by ¢

, (6.18)

Cny
An—1 bnfl

gdzie kazdy z elementéow a;, dla ¢ = 1,...,n—1, b;, dla¢ = 0,...,n—1, ¢;, dla
1=20,...,n— 2 jest typu Toeplitza.

Rozwijaniu moze podlega¢ sam temat waskopasmowosci, czyli kolejnym typem be-
dzie macierz pentadiagonalna:

ts t, ts
ty ts 1
hote bt (6.19)
t Tty ts
to T3 14
i t1 ta t3 |

Na dalsze prace zastuguje réwniez podejécie do wyszukiwania rozwiagzania. Jako
kolejny sposéb mozna rozwazy¢ skorzystanie z metody iteracyjnego poprawiania (ang.
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iterative refinement) [CH18|. Polega ona na powtarzaniu pewnych krokéw okreslonego
algorytmu w celu poprawienia doktadnosci rozwigzania do osiagniecia zadanej pre-
cyzji badz do osiagniecia nieznaczacych réznic pomiedzy rozwigzaniami znalezionymi
w kolejnych krokach. Takie podejécie moze by¢ szczegdlnie istotne w przypadku imple-
mentacji w pojedynczej badz mieszanej precyzji.

Na dalsze prace zashuguje rowniez temat sumowania z poprawkami. Pokazano, ze
przedstawione w niniejszej rozprawie algorytmy poprawiaja doktadnos¢ sumowania bez
istotnego wptywu na czas trwania programu. Dlatego, nalezy przejs¢ do zastosowania
pokazanego sumowania w znanych algorytmach na przyktad iloczynie skalarnym, w ob-
liczaniu wartosci srednich lub norm, wariancji, wartosci oczekiwanej lub innych.

Mozna podjaé¢ réwniez kontynuacje nad badaniem rozpoczetym w rozdziale 6], gdzie
nalezy zajaé¢ sie zagadnieniem czasu trwania programéw numerycznego wyznaczania
wartosci calek oznaczonych. Po zbadaniu czasu nalezy podja¢ badania nad jego zmniej-
szeniem poprzez zrownoleglenie lub wektoryzacje.

Ponadto architektury komputerow podlegajg bardzo szybkiemu rozwojowi, szcze-
golnie dotyczy to procesoréw graficznych. Proces ten wpltywa na konieczno$é¢ tworzenia
nowych algorytméw w pelni wykorzystujacych nowoczesne architektury.

Jako element taczacy oba zagadnienia prezentowane w niniejszej rozprawie mozna
podjac probe wykorzystania implementacji sumowania z poprawkami przedstawionymi
w rozdziale [§] w implementacjach algorytméw rozwiazywania tréjdiagonalnych uktadéw
réwnan typu Toeplitza. Poczatek tych badan (rozdziat @ dal bardzo obiecujace wyniki,
szczegolnie dla pojedynczej precyzji. Zaprezentowane podejscie mozna w dalszym kroku
zastosowaé¢ w algorytmach wykorzystanych w rozdziatach [3 i ] Warto zbadaé w ja-
kim stopniu wykorzystanie sumowania z poprawkami w pojedynczej precyzji poprawi
doktadnosci otrzymywanych wynikéw i jak wptynie na czas dziatania programéw.
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