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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Luizy Panczyk
pt. ,, Wybor optymalnych L-statystyk w estymacji kwantyls”

Rozprawa doktorska pani mgr Luizy Panczyk sktada sie z szedciu rozdziatéw. Wyniki
zawarte w rozprawie zostaly opisane w dwoch wspoétautorskich artykutach naukowych.
Jeden z artykuléw jest opublikowany w bardzo dobrym (stupunktowym, zgodnie z ak-
tualnym ministerialnym wykazem czasopism naukowych i recenzowanych materialéw
z konferencji miedzynarodowych) czasopi$émie wydawnictwa Springer z dziedziny staty-
styki matematycznej, natomiast drugi zostal przestany do recenzji.

Po zapoznaniu sie z rozprawg doktorska pani mgr Luizy Paiczyk stwierdzam, ze spel-
nia ona wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Dalsza czes¢ tej recenzji zawiera
omoéwienie zawartosci rozprawy oraz uzasadnienie tej oceny.

Recenzowana rozprawa, zgodnie z jej tytutem, dotyczy wyboru optymalnych linio-
wych kombinacji statystyk pozycyjnych (tzw. L-statystyk) w zagadnieniu estymacji
kwantyla rozkladu zadanego rzedu p € (0,1). Zostala ona podzielona na dwie gtéwne
czesci, obejmujace rozdzialy od trzeciego do szdstego. Pierwsza czed¢ dotyczy wyboru
pojedynczej statystyki pozycyjnej, natomiast druga wyboru kombinacji liniowej dwéch
statystyk pozycyjnych jako optymalnego estymatora kwantyla nieznanego rozktadu,
z jakiego pobrana zostala prosta proba losowa Xj,..., X, o ustalonej liczebnosci n.
Jak podkresla Autorka rozprawy, jej podejscie do estymacji kwantyli nie jest asympto-
tyczne i moze byé stosowane réwniez dla malych prob, co jest duza zaleta jezeli chodzi
o zastosowanie uzyskanych wynikéw w praktyce. Druga ogromng zalety otrzymanych
w rozprawie wynikéw jest to, ze jej Autorka nie ogranicza si¢ do rozktadéw z ciggltymi
i écisle rosngcymi dystrybuantami, tzn. obejmuja rowniez sytuacje, gdy kwantyl zada-
nego rzedu nie jest wyznaczony jednoznacznie. W rozprawie rozwazana jest klasa F;
dystrybuant F' o skoficzonej wariancji, przedstawionej za pomoca dolnej (lub réwno-
waznie gérnej) funkeji kwantylowe;.

W rozdziale pierwszym zatytulowanym , Pojecia wstepne” zaprezentowano podsta-
wowe pojecia zwigzane z zagadnieniem estymacji kwantyli, w szczegélnosci zdefiniowano
pojecie kwantyla ustalonego rzedu p, dolng oraz gérng funkcje kwantylows, przywota-
no pojecie statystyki porzadkowej oraz jej rozktadu definiowanego przy uzyciu wielo-
mianéw Bernsteina, wprowadzono notacje dla szczegdlnie interesujacych podzbiordw
zbioru C,, ktéry jest zbiorem wektoréw wspdtezynnikéw ¢ = (cy, . .., ¢,), odpowiadaja-
cych L-statystykom, o nieujemnych wspétrzednych sumujacych sie do jednosci. Autorka



przytacza réwniez popularne i znane w literaturze estymatory kwantyli oparte na sta-
tystykach pozycyjnych i ich kombinacjach. Problem estymacji kwantyli jest od daw-
na omawiany w literaturze naukowej. W klasycznych rozwazaniach estymator kwan-
tyla zadanego rzedu p € (0,1) oparty jest na odwrotnosci dystrybuanty empiryczne]

p n
Fo(z) = £ 3 10,01 (Xi), ktora jest prawostronnie ciagta, dla ustalonej proby jest funk-
=1

cja schodkows i bazuje, zgodnie z intuicja, na statystykach porzadkowych z indeksami
bliskimi wartosci np. Wobec wielu propozycji estymatoréw kwantyli znanych w litera-
turze, zasadnym wydaje sie pytanie, ktéry z nich powinien zosta¢ uzyty w praktyce.
Przedstawiona tu rozprawa jest odpowiedzia na to wazne pytanie.

Drugi rozdzial wydaje sie kluczowy dla dalszych rozwazan i wynikéw otrzymanych
dla estymatoréw opartych na statystykach porzadkowych. Wprowadza on bowiem no-
we kryterium optymalnoéci pozwalajace jednoznacznie wskaza¢ L-statystyke, a doklad-
niej wektor ¢ z nig powiazany tak, aby byla ona najlepszym estymatorem kwantyla
zadanego rzedu, wyznaczonym na podstawie proby losowej ustalonego rozmiaru. Kry-
terium, o ktérym mowa jest oparte na optymalnych gérnych i dolnych oszacowaniach
obciazenia estymatora L-statystyki dla ustalonego wektora wspétczynnikéw c, jako es-
tymatora dolnej i gérnej funkeji kwantylowej. Jak si¢ okazuje, oszacowania te jedynie
dla wektoréw c spehiajacych pewne wlasnosci mogg byé wyrazone w sposéb jawny,
miedzy innymi wéwezas, gdy tylko jeden wspétezynnik ¢; = 1, j = 1,..., n, rozwazanej
L-statystyki jest niezerowy. Sytuacja ta odpowiada obcigzeniu pojedynczej statystyki
pozycyjnej X; jako estymatora kwantyla. W dalszej czesci rozdziatu drugiego znalazty
sie lematy opisujace wasnoci oszacowan gérnych i dolnych obcigzen estymatoréw opar-
tych na L-statystykach i pojedynczych statystykach porzadkowych oraz uzasadnienie
wprowadzenia nowego kryterium. Kryterium optymalnoéci wedtug mnie stusznie opiera
sie na dwéch czynnikach: pierwszym z nich jest miara odpowiadajaca stopniowi symetrii
oszacowail obcigzenia estymatora wzgledem zera, drugim za$ jest czynnik normalizuja-
cy, ktory przeciwdziata przeszacowaniu (i niedoszacowaniu) kwantyla zadanego rzedu,
bez wzgledu na rozktad préby losowej. Dalej, Autorka rozprawy uzasadnia wlasnosé
symetrii oszacowaii obcigzenia statystyki pozycyjnej Xj., jako estymatora rozwazanego
kwantyla, a takze udowadnia pewne istotne wlasnosci funkcji pomocniczych. Dowody
lematéw przedstawionych w rozdziale drugim nie sg przesadnie skomplikowane, wiele
wynikéw jest rezultatem wczesniej udowodnionych tez.

W kolejnym, trzecim rozdziale rozprawy pani mgr Luiza Paiiczyk przedstawia jaw-
ne wzory na gérne i dolne oszacowania obcigzenia pojedynczych statystyk pozycyjnych
X;, 7 =1,...,n jako estymatoréw funkcji kwantylowych. Ma to na celu wybér opty-
malnej statystyki porzadkowej X;. Wymaga to dos¢ skrupulatnej analizy angazujace]
dwa punkty styczne (6; 1 §;), bedace rozwiazaniami odpowiednich rownan. Co wie-
cej, Autorka otrzymata poprawng wersje stwierdzenia z pracy Okolewskiego i Rychlika
[22]. Gléwne twierdzenie (3.1) tego rozdziatu, umozliwia wyznaczenie gérnych i dolnych
oszacowanl obcigzenia pojedynczej statystyki pozycyjnej jako estymatora kwantyla za-
danego rzedu oraz wlasnosci tych oszacowai. Dowdd, ktorego idea jest oparta na pracy
Okolewskiego i Rychlika [22], wymagal od Autorki doktadnej i zmudne]j analizy mono-



tonicznodci 1 wklestosci dystrybuanty Fj., statystyki pozycyjnej Xjn, dla j=1,...,n,
w celu zastosowania tzw. nieréwnosci Morigutiego. Dokladniej, celem bylto wyznaczenie
prawostronnej pochodnej najwigkszej wypuklej minoranty odpowiedniej funkcji powig-
zanej z Fj.,. Otrzymano réwniez wzory na pewne funkcje pomocnicze, umozliwiajace
wybér optymalnej statystyki pozycyjnej. Waznym spostrzezeniem Autorki jest fakt,
ze w przypadku rozwazan dotyczacych oszacowan obcigzenia ogélny ch L-statystyk, po-
stepujac analogicznie jak w przypadku pojedynczej statystyki porzadkowej, nie da sie¢
efektycznie wyznaczy¢ przedzialéw wypuktosci i wklgstosci odpowiednich funkeji Fe, dla
dowolnego ¢ € C,. Jest to mozliwe jedynie dla wektoréw z pewnego szczegdlnego pod-
zhioru G, ktéry naktada odpowiednie warunki na monotonicznos¢ ich wspOlrzednych.
Do analizy przebiegu zmiennosci odpowiedniej funkeji fe, bedace] kombinacja liniowsa
gestosci standardowych jednostajnych statystyk pozycyjnych Autorka rozprawy zasto-
sowala przyjazne narzedzie, zwane wlasnoscig zmniejszajaca zmiennos¢ wielomianow
Bernsteina (VDP). Niestety, znajomoé¢ wypukiosci funkeji F; nie umozliwia wyznacze-
nia oszacowania obcigzenia rozwazanych L-statystyk z uwagi na niemoznos¢ ustalenia
polozenia zadanego rzedu kwantyla p wzgledem pomocniczej liczby 6. (bedacej odpo-
wiednikiem 6; z rozwazai dotyczacych pojedyncze] statystyki Xj.,). Okazuje sig, Ze jest
to mozliwe Jednak w szczegblnym przypadku, gdy L-statystyka jest kombinacja wypukla
dwoch sasiadujacych statystyk pozycyjnych.

Kolejnym krokiem poczynionym w rozprawie jest wybor optymalnej w sensie wpro-
wadzonego kryterium pojedynczej statystyki pozycyjnej jako estymatora kwantyla. Pro-
cedura ta opisana jest w rozdziale czwartym, w ktérym pani mgr Luiza Panczyk poka-
zuje istnienie jednoznacznie wyznaczonych liczb a;n, 1 < j <n, spetiajacych pewne
okreglone warunki, ktére w zaleznoéci od tego czy rzad kwantyla p nalezy do przedziatu
(aj-1n, Gjn), czy tez nie, umozliwiajg wskazanie optymalnej jednej statystyki pozycyj-
nej Xj., badz dwéch, réwnie dobrych statystyk X, 1 Xjy1m. W szczegolnosci, Autorka
wskazuje najlepsza statystyke pozycyjna bedaca estymatorem kwantyla rzqdu 2 ktorej
rzad zalezy od tego, czy warto$é k jest mniejsza od potowy liczebnosci préby (WOWCZ&b
jest to Xj.), czy tez wieksza (wowczas jest to X1, ). Wynik ten jest nieco inny niz
zazwyczaj podawany w htelatuue jednak jego zalety jest wiasnosc symetrn (X jest
estymatorem kwantyla rzedu *—=, za$ X jest estymatorem kwantyla rzedu ) ktoéra jest
istotna w problemie estymacji kwantyh Wyniki uzyskane w tym rozdziale Lastosowane
do estymacji mediany rozkladu sg zgodne z wynikiem klasycznym w przypadku préby
o nieparzystej liczebnosci n, kiedy to estymatorem mediany jest statystyka porzadkowa
rzedu w W przypadku, gdy préba jest parzysta, otrzymano dwa réwnie dobre es-
tymatory odpowiadajace pojedynczym statystykom pozycyjnym rzedéw 3 oraz 7 + 1,
co oczywidcie nie jest réwnowazne z klasycznym estymatorem, ktory Jest ich sredni@
arytmetyczna. Znaczny nakltad pracy zostat wlozony do wyznaczenia liczb a;,, przy
uzyciu pomocniczych liczb p;, gj, ktérych wiasnosci zbadano w podrozdziale 4.2. Wyni-
ki tu uzyskane sg raczej techniczne, wymagaty duzej sprawnosci obliczeniowej Autorki
rozprawy 1 w efekcie umozliwity rozwigzanie problemu optymalnego wyboru pojedyn-
czej statystyki pozycyjnej jako estymatora kwantyla zadanego rzedu. W dalszej czedci
Autorka rozprawy rozwaza réwnowazne kryterium, ktére polega na minimalizacji mak-



symalnego oszacowania obciazenia pojedynczej statystyki pozycyjnej. Jak si¢ okazuje,
dla wiekszoéci wartoéci rzedu kwantyla p oba kryteria zwracaja statystyke pozycyjna
o tym samym indeksie, co nie jest dla Autorki zaskoczeniem, poniewaz oba kryteria
optymalnosci réwnowaza gérne i dolne oszacowania. Rozwazania dotyczace optymalne-
go wyboru pojedynczej statystyki porzadkowej jako estymatora kwantyla zadanego rze-
du podsumowane zostato obliczeniami numerycznymi, ktére umozliwiajg wyznaczenie
przyblizonych wartoéci liczb pomocniczych, trudnych do wyznaczenia w sposob jawny.

Druga czeé¢ pracy dotyczy optymalnego wyboru estymatora kwantyla sposrod wy-
puktych kombinacji liniowych dwéch sasiadujacych statystyk pozycyjnych. Z wezesniej-
szych rozwazan wiadomo juz, ze jest to jedyna posta¢ L-statystyki angazujaca wiece]
niz jedna statystyke porzadkowa, ktéra daje mozliwoé¢ zastosowania nowego kryterium
optymalnoéci. Analogicznie jak w przypadku pojedynczej Xj.,, zadanie polega na wy-
znaczeniu wartosei liczb b;,, (odpowiednikéw ajn) 1 sprawdzeniu, czy rzad kwantyla
nalezy do odpowiedniego przedziatu wyznaczonego przez te liczby. Wspoétczynniki kom-
binacji liniowej statystyk pozycyjnych sa wyznaczone jednoznacznie. Wyniki, o ktérych
mowa, otrzymane dla mediany (réwniez dla préby o parzystej liczebnosci) stanowia
uogélnienie wynikéw klasycznych. Waznym spostrzezeniem jest to, ze uzyskany w roz-
dziale piatym estymator nie jest interpolacja liniows funkcji kwantylowej, ktora jest
rozwazana w wielu dotychczasowych pracach. Analogicznie jak w pierwszej czesci, ilu-
stracjg uzyskanych wynikéw teoretycznych sg obliczenia numeryczne.

Ostatni rozdzial pracy dotyczy analizy btedu sredniokwadratowego (MSE) otrzy-
manych estymatoréw. Jako, ze na MSE sktada si¢ zaréwno obcigzenie estymatora
(a dokladniej kwadrat obcigzenia), jak i wariancja, stusznym jest skupienie sig roéw-
niez na minimalizacji wariancji estymatoréw, jako, ze dotychczas Autorka zajmowala
sie problemem minimalizacji obciazenia odpowiedniej L-statystyki. W tym celu postu-
zono sie wynikami Kozyry [18], dotyczacymi oszacowan wariancji L-statystyk. Ta czes¢
pracy opiera si¢ w znacznej mierze na obliczeniach numerycznych, niektérych przy-
puszczen Autorki nie udato sig uzasadnic teoretycznie z uwagi na skomplikowane postaci
wrzoréw rozwazanych funkcji i wyrazen. Faktycznie, wartosci, ktére s potrzebne do wy-
znaczenia estymatoréw nie zawsze moga by¢ przedstawione w jawnej postaci i stusznym
posunieciem jest wykonanie obliczeil numerycznych, ktére w obecnych czasach sg ra-
czej tatwe do realizacji. Dzieki temu uzyskano wiedzg o przecigtnym zachowaniu esty-
matoréw, ktére potwierdza prawidtowosé procesu wyznaczania estymatoréw kwantyli.
Generalnie, otrzymane przez Autorke estymatory okazaly sie dobre, a w wielu przypad-
kach najlepsze spoéréd rozwazanych, co utwierdza w przekonaniu, ze rozwazania, ktore
sa przedmiotem rozprawy sa stuszne i zasadne, a osiagnigte wyniki prawidiowe. Ciekaws
obserwacja jest fakt, ze niektére estymatory znane w literaturze, ktére maja uzasad-
nienie w intuicji, sa bardzo dobre, ale czesto nieco gorsze niz estymatory zdefiniowane
przez Autorke rozprawy za pomoca wprowadzonego kryterium optymalnosci. Wyniki
dla symulowanych danych i matych préb, poréwnujace obciazenia i MSE dla estymato-
réw znanych z literatury i estymatoréw zaproponowanych przez Autorke potwierdzaja,
7e we wszystkich przypadkach zadanych rozktadéw (standardowego normalnego, Gum-
bela, Cauchy’ego, Pareto) nowe estymatory zachowuja sig¢ calkiem przyzwoicie (poza



pewnymi przyktadami p i niektérych rozktadéw), nawet w przypadku rozktadu Cau-
chy’ego.

Rozprawa doktorska od strony jezykowe] zostala napisana dojrzatym jezykiem, bar-
dzo starannie i przejrzyécie. Numeracja wzoréw oraz ich wykorzystanie sa poprawne,
bibliografia zostata dobrana starannie, a wszystkie jej pozycje zostaly wlasciwie wyko-
rzystane w tresci pracy. W rozprawie znajduje sie co prawda kilka drobnych usterek,
ale nie maja one wptywu na jej warto$¢ merytoryczng, m.in. niepoprawny zapis w jezyku
polskim nazw cytowanych twierdzen pochodzacych od nazwisk ich autorow (twierdze-
nie Glivienki-Cantellego, Morigutiego, Meijera, Schwarza), ,blad érednio-kwadratowy”
zamiast ,blad éredniokwadratowy”, drobna pomytka na str. 10, w wierszu 1 (powinno
byé: 0 < a < loraz 1 <j<n’), szukamy estymator” zamiast ,szukamy estyma-
tora”, niejednolity opis zbioru C{V (kwantyfikator na str.9, 35), zdublowane oznaczenie
ostatniego wzoru na str. 28 itp.

Uwazam, ze zadanie, jakie postawil promotor rozprawy przed panig mgr Luiza Pan-
czyk bylo nietatwe, przede wszystkim z uwagi na to, ze podjety temat nie jest nowy,
ma dtuga historie. Aby osiagnaé pozadawy cel, nalezato zaproponowaé oryginalne po-
dejécie, ktére do tej pory w literaturze nie bylo rozwazane. W recenzowanej rozpra-
wie jest to nowe kryterium optymalnosci, ktére umozliwia wyznaczenie optymalnych
L-statystyk jako estymatoréw kwantyla zadanego rzedu. Musze przyznac, ze wraz z za-
poznawaniem sie z kolejnymi czesciami rozprawy, rodzito si¢ we mnie wiele pytan, ktére
w zasadzie od razu byly w dalszej czesci rozstrzygane przez Autorke. Czuje réwniez pe-
wien niedosyt, ze nie udalo sie uzyskaé estymatoréw bedacych kombinacjami liniowymi
wiecej niz dwéch statystyk pozycyjnych. W mojej opinii praca, jaka wykonata pani mgr
Luiza Panczyk stanowi porzadny i matematycznie poprawny wkiad w teorig estymacji
kwantyli.

Konkluzja

Podsumowujac, w mojej ocenie przedstawiona mi do recenzji rozprawa doktorska
pani mgr Luizy Paficzyk pt. ,Wybdr optymalnych L-statystyk w estymacgi kwantyli”
spelnia wymagania stawiane pracom doktorskim przez ustawe Prawo o szkol-
nictwie wyzszym z dnia 20 lipca 2018 r. (Dz. U. 2018 poz. 1668). Recenzowana
rozprawa stanowi oryginalne rozwiazanie problemu naukowego, jakim jest problem esty-
macji kwantyli rozktadu, dowodzi ogdlnej wiedzy teoretycznej Autorki pracy w zakresie
matematyki oraz umiejetnosci prowadzenia samodzielnie pracy naukowej. Wnosze wige
o dopuszczenie pani mgr Luizy Panczyk do dalszych etapéw postgpowania o nadanie

stopnia doktora w dyscyplinie matematyka
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