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Recenzja rozprawy doktorskiej Luizy Panczyk

pt. . Wybor optymalnych L-statystyk w
estymacji kwantyli”

Zawarto$¢ rozprawy

Rozprawa liczy 81 stron, sklada sie z 6 rozdzialow, bibliografii oraz dodatku
zawierajacego dowody pomocniczych lematow.

Rozdzial 1 jest wprowadzeniem do tematyki, zawiera definicje podsta-
wowych pojeé oraz dosé rozbudowany przeglad znanych w literaturze 1 uzy-
wanych w praktyce nieparametrycznych estymatoréow kwantyli. W Rozdziale
2 zaproponowane jest nowe, autorskie kryterium optymalnosci, ktére jest
osig calej rozprawy. Rozdzial 3 zawiera przede wszystkim Twierdzenie 3.1,
ktore podaje optymalne oszacowania obciazenia w estymacji kwantyli przez
statystyki pozycyjne. To twierdzenie ma zasadnicze znaczenie, bo na nim
bazuje kryterium optymalnosci sformutowane w Rozdziale 2. W kolejnych
Rozdzialach 4 1 5 skonstruowane sa optymalne — w sensie proponowanego
kryterium — estymatory kwantyli. W Rozdziale 4 rozwaza si¢ pojedyncze
statystyki pozycyjne, a w Rozdziale 5 — kombinacje wypukte dwoch sgsied-
nich statystyk pozycyjnych. Rozdzial 6 stanowi uzupekienie poprzednich
rozwazan poprzez uwzglednienie (jako dodatkowego kryterium jakosci) btedu
sredniokwadratowgo estymatorow. Podane sg pewne oszacowania na bigd
sredniokwadratowy i wyniki symulacyjne.

Ocena wynikéow

Rozprawa dotyczy nieparametrycznej estymacji kwantyli nieznanego rozkladu
prawdopodobienistwa. Jest to zagadnienie klasyczne, analizowane w liter-
aturze od dziesiatkéw lat i majace duze znaczenie praktyczne. Autorka
prezentuje nowe podejscie, oparte na specjalnie wybranym kryterium op-
tymalnosci. To kryterium zostalo zaproponowane we wspdlnym artykule
Autorki i Promotora opublikowanym w 2023 roku w Annals of the Insti-
tute of Statistical Mathematics. W rozprawie zawarte sg bardzo precyzyjne



i dopracowane wyniki. Przedstawiona jest konstrukeja optymalnych estyma-
torow i szezegotowe dowody optymalnosci. Dla klasy pojedynczych statystyk
pozycyjnych jest to Twierdzenie 4.4, zas dla kombinacji dwoch sasiednich
statystyk pozycyjnych - Twierdzenie 5.1. Wyniki sa konstruktywne i pozwalaja
na uzycie optymalnego estymatora w praktycznych obliczeniach.

Ocena matematycznej zawartosdci rozprawy

Dowody zamieszezone w rozprawie sg bardzo techniczne, polegaja na roz-
patrywaniu szeregu podprzypadkow i wymagaja niezwyklej cierpliwosci. Roz-
prawa jest napisana precyzyjnie, pedantycznie, wida¢ w niej dbatos¢ o nawet
drobne szczegoly (na przyklad w pewnym miejscu wyrdznia si¢ osobno przy-
padki probki o rozmiarze n = 51n = 6 i statystyke pozycyjna o numerze
j = 2, Lemat 4.6).

Zasadniczym narzedziem matematycznym uzywanym w rozprawie jest
nieréwnosé Morigutiego (1953) lub, ogdlniej. rozwinieta przez Tomasza Rych-
lika (2001) metoda rzutowania na stozki przy wykorzystaniu pojecia naj-
wickszej wypuktej minoranty. Rozprawa nie zawiera nowych ideli matematy-
cznych. Z drugiej strony, Autorka biegle i skutecznie wykorzystuje istniejgce
narzadzia do rozwigzania postawionego zadania. Zastuguje na podkreslenie
fakt, ze udalo si¢ w rozprawie poprawic blad w twierdzeniu Okolewskiego 1
Rychlika (2001). Poprawiona wersja wspomnianego twierdzenia jest podana
w Twierdzeniu 3.1, ktore z tego wzgledu uwazam za jedno z waznicjszych
osiagnie¢ rozprawy. Nie jest latwo znalez¢ 1 wypehié luke w pracy tak
doktadnego autora jak Tomasz Rychlik. Reasumujac, matematyczna strong
rozprawy oceniam bardzo pozytywnie.

Metodologiczna i statystyczna strona pracy

7 punktu widzenia metodologii statystycznej, zasadniczym wktadem rozprawy
jest sformutowanie nowego kryterium optymalnogci estymatorow kwantyli,
Definicja 2.1. Minimalizuje si¢ mianowicie (wzgledem wektora wspolezynikow
¢ definiujgcych L-estymator) wielkos¢

‘BP(C) t bp(c) ‘7

gdzie by(c) i b,(c) sa oszacowaniami obciazenia w dot i w gore (dla najmnie]
korzystnych wyborow rozktadu prawdopodobiernistwa).



Zaleta tego kryterium jest mozliwo$¢ konstruowania (wyboru) optymal-
nych estymatoréw. Proponowana i uzywana definicja optymalnosci nie wywodzi
sie z potrzeb praktyki statystycznej, a raczej jest wybrana tak, aby mozna
bylo dowodzi¢ twierdzenia. Takie podejsScie nie jest niczym dziwnym ani
nowym w statystyce matematycznej i jest calkowicie dopuszczalne w rozprawie
doktorskiej z nauk matematycznych. Pomimo wszystko, kryterium pro-
ponowane w rozprawie budzi pewne watpliwosci. Podane przez Autorke uza-
sadnienie (ostatni akapit na str. 18) nie jest w petni przekonujace. Kluczowe
zdanie brzmi:

mierzymy stopien symetrii oszacowan wzgledem 0.
1 dalej:
niezaleznie od badanego rozktadu odpowiednio wybrany estymator Sred-
nio nie przeszacowuje ani nie niedoszacowuje kwantyla ...

(Ja bym powiedzial raczej ... dla najgorszego rozktadu ..., ale nie to
wydaje sie najwazniejsze.)

Aby zrozumie¢, jak dziala kryterium, przyjrzyjmy sie najpierw przypad-
kowi p = 1/2, czyli zagadnieniu estymacji mediany. W tym przypadku syme-
tria, wspomniana przez Autorke w cytowanych fragmentach zdan, wydaje si¢
pozadang cecha estymatora. Autorka konstruuje w Rozdziale 5 optymalne
kombinacje dwoch sasiednich statystyk pozycyjnych. Kto$, kto powaznie po-
traktuje symetryczne kryterium optymalnosci, moze zaproponowac %(Xm +
X,.n) (dla parzystego n) jako optymalny estymator mediany. Jest optymalny,
poniewaz |by,(c) + by(c)| = 0. Czy ten estymator bedzie dziatal lepiej, czy
gorzej niz standardowy estymator %(Xn/z:n + Xnj241m)? To zalezy od (niez-
nanego!) rozktadu prawdopodobienstwa. Roznica w jakodci estymacji moze
by¢ dramatyczna. W kazdym razie nasze kryterium nie pozwala na wybranic
zadnego z dwoch skrajnych rozwiazan. Kryterium jest niewystarczajgce
(bez wprowadzenia kryteriow uzupehiajacych). Sytuacje nieco naprawia
Rozdzial 6, gdzie analizowane jest uzupelniajace kryterium bledu $redniok-
wadratowego. Niestety, rozwazania w Rozdziale 6 nie sy konsckwentne. Czy
chodzi tylko o ,, rozsztrzygniecie remiséw” czyli zdecydowanie, ktory z po-
tencjalnie wielu estymatorow ,optymalnych” w sensie zasadniczego kryterium
jest ,najlepszy” w sensie kryterium uzupelniajacego? Cuzy raczej chodzi o
smalezienie kompromisu (trade-off) pomiedzy (najgorszym) obciazeniem 1
(najgorsza) wariancja? W kazdym razie cheiatbym zobaczy¢, jak wyniki
Rozdzialu 6 pomagaja wybra¢ jeden z dwoch ckstremalnych estymatorow
mediany, wspomnianych powyzej.



Wspomne jeszeze 0 wykorzystywanym w rozprawie innym ,uzupetniaja-
cym kryterium”, mianowicie kryterium .zdrowego rozsadku”. Dlaczego Au-
torka w Rozdziale 5 rozwaza tylko kombinacje dwoch sasiednich (a nie dwoch
dowolnych) statystyk pozycyjnych? Wydaje mi sie, ze nie tylko ze wzgledow
matematycznych, ale rowniez dlatego, ze zdrowy rozsadek” podpowiada,
e takie estymatory sg akceptowalne. Decyduje tu zdrowy rozsadek, a nie
wybrane kryterium! Z kolei Podrozdzial 4.4 pokazuje, ze w szczegdlnym przy-
padku pojedynczych statystyk pozycyijnych, zasadnicze kryterium optymal-
nosci jest rownowazne z innym, intuicyjnic lepiej uzasadnionym kryterium:
minimalizacjg

Hl‘dX(Fp(C), ‘“QP(C»,
gdzie By(c) i B,(c) sa doktadnymi oszacowaniami obcigzenia w dot i w gore
(dla najmniej korzystnych wyborow rozktadu prawdopodobienstwa).

Jegli chodzi o estymacje kwantyli rzedu odlegtego od 1/2, to nasuwaja si¢
watpliwosci jeszeze innego rodzaju. Wazne w praktyce sa kwantyle wysokego
rzedu, odpowiedzialne za ,ckstremalne wartoscl” zmiennej losowej (takiej jak
straty finansowe towarzystwa ubezpieczeniowego lub poziom wody w Odrze).
Teoria zajmujaca si¢ szacowaniem .ckstremalnych wartosci” jest odrebng
dziedzing statystyki i nie jest przedmiotem recenzowanej rozprawy. Niemniej,
jesli w rozprawie rozwaza sig kwantyle dowolnego rzedu i zawsze stosuje sig
kryterium premiujace symetri¢ oszacowani, to budzi pewien niepokoj. Prazy
szacowaniu wysokich kwantyli niemal zawsze niedoszacowanie jest grozniejsze
niz przeszacowanie 1 to powinno by¢ uwzglednione w kryterium estymacji.

Reasumujac, doceniam nowos¢ zaproponowanego w rozprawie kryterium
i elegancje optymalnych rozwiazan, ale jestem sceptyczny co do praktyczne]
stosowalnogci estymatorow opartych na zaprezentowanej koncepcjl.

Podsumowanie i konkluzja

Rozprawa zawiera nowe, poprawnie 1 precyzyjnie udowodnione wyniki matem-
atyczne oraz pewna interesujaca propozycje oceny jakosci estymatorow. Czesc
tych wynikow zastata juz opublikowana w solidnym pigmie z dziedziny statystyki
matematycznej. Rozprawa spelnia warunki stawiane pracom doktorskim z
matematyki. Wnosz¢ o dopuszczenie Pani Luizy Panczyk do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.

Wojciech Niemiro
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