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Recenzja rozprawy doktorskiej pani mgr l(rystyny Maciąg
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nt ek o l ej ny cll, u o g ó lni, o ny ch st aty s ty k p o r z qd,k o w y ch

oraz d,yskretny ch wartości, rekordowg ch,

Najogólniej mówiąc, rozprawa dotyczy charakteryzacji rozkładu wektora lub cią_

gu niezaleznych zmiennych losowych o iednakowym rozkładzie na podstawie po-

jedvnczych regresji frrnkcji niekolejnych elementów wybranych rrporządkowanych

ciągów opartych rra zmiennych bazowych, gdy elementy te tworzą łańcuch Nlarko_

wa, Dokładniej, rozwazane Są dwa modele. Po pierwsze, jest to wektor uogólnio_

nych statystyk pozycyjnych xj'),...,x1'),...,X!'*n) o 
"adanych 

parametrach

1t,.. . ,1r,... l1rł!, > 0 i charakteryzowanej ciągłej dysirybuancie bazowej F,

Zad,anie polega na jednozn acznym wyzłaczerLiu F w sytuacji, gdy znana jest po_

jedyncza zależność regresyjna {(r) : E(h(x:+l))W!Ą : r) dla zadanych ściśle

rosnących funkcji ciągłycir { i h na przedziałorvym nośniku (a,0) dystrybuan_

ty F oraz liczb naturalnych r ) l i ! > 2. Po drugie, analogiczne zadanie

rozwazano dla regresji {(") : E(Ł(W;+ ńlW, : r) rv ciągtr słabych rekordów

Wt,. . . ,W,.,. .. ,W,+| zdefinior,vanych na bazie dyskretnych zmiennych losowych

o wartościach całkor,vitych nietrjemnych i skończonym bądź nieskończonym nośni_

ku.

DIa uogólnionych statystyk pozycyjnych zadanie to było tozwiązane w plzy_

padku(':1.(p.pozycja[19]bibliografiirozprawy),adlaniekoleinych!ż,.2
tylkoprzyograniczeniudoliniowychfunkcji{ih(p.równiez[16]).Ponadto
Bierriek [12] pokazaŁ, że pełnącharaktery zację rozĘładu,mozna uzyskać przy Zrla_

jomości drugiej funkcji regresji {,(") : E(h(xl'+l))|xI"*'l - Ą. W przyPadku

słabych rekordów ZllafLe są wyniki charakteryzacyjne dla (,: t (p, [s3]) oraz dla

(.:2,gdy h jest iclentvcznością, a nośnik obserwacji jest nieskończonY (Por, [3]),

Zadnaz metod dowodowych w tych pracach nie da się tozszerzYĆ na PrzYPadek

większych oclstępór,v |. mtęd,zy uporządkowanymi obserwacjami i ogólnych funkcji

regresji. w pracy doktorskiej uogóInienie to udało się Autorce częściowo uzyskać

(z przedostatniego słowa tłumaczę się poniżej),



Rozprawa liczy 90 stron, składa się ze wstępu z krótkim omówieniem jej za-

wartości, 4 rozdziałów, podsumowania wskazującego najistotniejsze osiągnięcia i
problem5, nle rozlviązane, oTaz bibliografii liczącej 56 pozycji literaturowych zacy-

torvanych w placy. Rozdział 1 zawiera wiadomości wstępne wykorzystane dalej rv

dowodach głównych rvyników. Są tam opisane modele ciągów uporządkowanych

zmiennych losowych analizowanycir w pracy, własności Markor,va tych ciągów,

oraz podstawowe własności funkcji regresji w lozwazanych modelach. SzczegóInie

wazne są tu rekurencyjna zależność kolejnych funkcji regresji opisana w lemacie
1.1, lporządkowanie Ę > l, oraz zbieżność ich wartości do wspólnej granicy na
prawym końcu nośnika P (p. lematv 1.3 i 1.5). RozdziaŁ ten zawiera też krótki
opis dotychczasowych rvyników w dziedzinie charakteryzacji rozkładów prarvdo-

podobieńst w a pI zez regresj e uporządkor,vanych zmiennych losowych.

Kolejne trzy rozdziałr. obejmują zasadnicze lvyniki rozpTawy. Zawartość każ_

dego z nich jest niemal identyczna z zawartościami prac odpowiednio [13], [14]

i [15] (przy okazji: czasopisma, w których je optrblikowano, są wartościorvymi
periodykami ze statystyki i analizy), Również ich struktury są do siebie bardzo
zbllżote. co iltrstrują też na,zwy ich podrozdziałów i podpodrozdziałów. Najpierw
zawierają ogólne kryteria charakteryzacji dla elementów ciągów o odstępie ( :2,
ich uogóInienia na przypadki ! > 2, a następnie dokładniejsze wyniki dla (. : 2:

opisy rozwiązań odporviednich równań rózniczkorvych, całkor,ł,ych i różnicorvych i
sprarvdzalne warunki jednoznacznej charakteryzacji w przypadkach skończoności
i nieskończoności funkcji h na końctr nośnika, Każdy z rozdziałów jest uzupeł-
niony przykładami nowych charakteryzacji, uzyskanych za pomocą opisanej tam
teorii.

Wszystkie rozdziały łączy też wspólna idea rozwiązywania problemów charak-

teryzacji. Wprowadza się dodatkowo pośrednie funkcje losnące h a ę, ś ąut <
{, Jezeli są to funkcje regresji kolejnych elementów ciągu l\,Iarkowa Y, . . . ,Y+r
(w pracy Y, to XIŻ) llb W), tzn.

9Ąr) : E(ęo+r(Y*i+t)|Y+; : r),

i dodatkowo

{(") : E(p,*r(Ę*+t)lY: r),

ęł_t@) : E(h(Y*t)lYt_r: ,),

dla dowolnego argumentu r z nośnika, to równiez {(r) : E(h(Ynl)lY: r).
Warunki (1)-(3) determinują pewne relacje między funkcjami ęi, ź:7,...,t -

(1)

(2)

(3)



l, oraz Ą i { Jeśli więc te relacje opistrją jednoznacznie uporządkowany ciąg

funkcji h:9o ś tpt 1 ...1ęl_t 1ęe : {, to odpowiednia ich kombinacja

liniowa .jest funkcją intensywności awarii rozkładtr genertrjącego uporządkowany

ciąg Markowa,

Rozdział 2 dotvczy charakteryzacjirozkładów bazowych o ciągłych gęstoŚciach

za pomocą regresji niekolejnych uogólnionych statystyk pozycyjnych. Przy takim

założenill funkcje regresji mają ciągłe pochodne, a wiążące je równania różnicz-

kowe mają postać

i:I,,,..(.-l. (4)

I(łopot stanowi fakt, ze równania te są uzupełnione nietypowymi nierównoŚciowy-

są znane metody jednoznacznego rozwiązywania równań różniczkowych. Pewne

wyniki dotyczące 1ednoznaczności udało się jedynie uzyskać w przypadkrr odstępu

| -_ 2. Zostały one udowodnione, gdy wartości funkcji Ą są ograniczone z góry, a

bez tego założenia, kiedy lim,,-B[{(z) - n(r)] :0, a w szczególności, gdy h jest

funkcją identycznościową, a intensywność awarii rozkładu brzegowego trcieka do

nieskończoności.

Rozdział 3 zawiera uogólnienie wyników rozdziałl2 na przypadek rozkładów

ciągłych (niekoniecznie absolutnie). Wówczas równaniaróżniczkowe (4) zastęptrje

się analogicznymi równaniami całkowymi

ęi(l) - ęl(a):T: I:-lr+ź Jo {(t) - p,(t)
ęłt) - ę+t(t) dĘ(n), ź:l,...,!-l.

Istotnym osiągnięciem rozdziału 3 (i pracy [15]) jest zastąpienie zbieżności {(r) _

h(r) d,o zeTa l1a prawym końcu nośnika warunkiem lim,_B[{(z) - ah(r) - b] : O

clla pewnych a ż 1 i b € ]R,. Norve przvkłady charakteryzacji (oprócz prostego

przykładtr nieciągłej gęstości) oparte były na asymptotycznej liniowej za\eznoŚci

{ i h. N,,tozna było istotnie skrócić pracę wycinając rozdział 2, ajego wyniki podać

jako wnioski z analogicznych twierdzeń rozdziałtr 3,

Rozdział 4 dotyczy słabych rekordów o wartościach dyskretnych całkowitych.

zależności regresyjne są wtedy opisane równaniami różnicowymi

,^,/.,\- ^. -(;\
ęłj +t) -ęo(jl - 

Y?,\Jl YL+l\') 
l{(.i + t) -{(r)], i:7,.,,,!-I.

' Ę(j) - ę.(j)

W przypadku !. : 2 ich rozwiązania jednoznacznie charakt eryztl,ją rczkład, gdy Ą

jest ftrnkcją ograniczoną ltrb asymptotycznie liniową względem € (po.. rezultaty

/l \ 1r+1-11Pi(r) -9ill(t)r,1_,,
ęi\I ) : 1,*l 41r; - rrlr1 < t'' l'



rozdziałLl3 i ich dowody). sformułowano też podobne twierdzenie charakteryza_

cl,jne dla zwykłvch rekordów. w przypadkl t :2 warunki charakteryzujące ogon

rozkładu wyglądają następująco

ę(j +l) _ ę(j) :ffilśLr+ r) -{(_r)] ^ ź- 1,.. .,[_ l,

oraz h(j +2) < ę(j + 1) < {(j) dla j ż r. Jak mozna się domyślić, przesunięcia

argumentów zwiększają trudność problemu,

praca doktorska zawiera nowe ogóIne podejście do zagadnień charakteryzacyj_

nych. Jej słabszym punktem jest jednak fakt, że nie istnieją narzędzia analityczne,

które pozwoliłyby w pełni r,vykorzystać nową metodę. Nie są dostępne techniki

rozwiązyrł,ania układów równań różniczkowych i różnicorvych, gdy podane są ie_

dynie warunki uporządkowania rozwiązań. z tego po\vodtr ta nowa metoda nie

rozszerzaistotnie zakresu w pełni rozwiązanl,ch zadań charakteryzacji, Najwięcej

mozna jeszczeuzyskać w przypadku regresji słabych rekordów o odstępie 2 pocho_

dzących z rozkŁadóvł o skończonych nośnikach. wtedy opisany w podrozdziale Ą,4

algorytm pozwala całkowicie rozwiązać numerycznie problem charakteryzacji clla

dowolnych funkcji Ą i €. w pewnych zadaniach (np. dla uogólnionych statystvk

pozycyjnych z rozkład,ów normalnyclr i Gompertza czy dla rekordórv z rozkŁad'w

poissona i ujemnego dwumia,nowego) daje się pokazać jednoznaczność charakte_

ryzacji, ale nie mozna analitycznie opisać funkcji regresji nawet samej nieprze_

kształconej statystyki 1(r+z) czy W,12, Niektóre przykładv były konstTuowane

,,od tyłtt,, : dla danego rozkładu liczono regresję i pokazywano jednozn aczność cha_

rakteryzacji. Szczególnie spodobał1, mi się przykłady 3,4 i 3,5, W pierwszym wy-

korzystano naj słabsze założenia glvaranttrj ące j ednozn aczność charaktery zacjl, z

twierdzenia 3.5. W drugim podano przykład rozkładu wykraczającego poza zakres

jego działania. Dodam jeszcze, że metody rozplawy pozwalają jedynie odzyskaĆ

liniorve charakteryzacje regresyjne, Z|7arre wcześniej dla dorvclnego odstępu, jedy_

nie w przypadku (. :2, N,iimo wszystko mam nadzieję, że w najblizszych latach

lub stuleciach nastąpi postęp w analizie, szczególnie teorii rówrranróżniczkorvych,

który pozwoli w pełni rvykorzystać rezultaty pani Maciąg i jej promotora,

Rozprawa została napisana klarownie, a starannie dobrane przykłady dobrze

ilustrują teorię. Najbardziei przeszkadza mi w niej nieprecyzyjne zastosowanie

trvierclzenia Stotza_Cesh,ro w rozc]ziale4. Głosi ono. żejcśIi iloraz **: ma gra_

nicę (być moze niesk ończoną),to tę samą granicę ma ciąg f , Istotnym załozeniem

jest tu monotoniczlość i zbieżność do nieskończoności ciągu a,, Na str, 78 twier_

dzenie zostało zastosowane do ciągów qł iD>łQi, ale rozbieżność tego ostatniego



nie została zweryfikowana. Na str. 72 wnioskor,vano z niego zbieżnośc ffi -i-o,
że implikacjaprzeciwna w trvierdzenitr Stolza lim} - c+ [m**=: c nie

jest w ogólności prawdziwa. N4am nadzieję, ze moje r,vątpliwości zostaną rozwiane

w trakcie obrony. Poza tym zauwazyłem następujące niewielkie usterki.

Str. 9, 10: w definicjach 1.4 i 1.5 nalezy podkreślić, ZeU!'),...,LI!") są jednostaj-

nymi uogólnionymi statystykami pozycyjnymi z parametrami 1L. . . ,1n.

Str. 11: w definicji sekrvencyjnych statystyk pozycyjnych, dzia.łające elementy

nie muszą być zastąpione przez nowe) z innl,mi intensywnościami awarii, ale ich

intensywności awarii mogą się zmienić, poniewaz ich obciązenie zwiększa się w

związku z ubytkiem działającego elementu.

Str. 28: w twierdzeniu 2.1 (równiez 2.2 i 2.3) brak jest załozenia, ze gęstość jest

ciągła (por, Iemat 1.3(iii)).

Str. 3t (tak samo str. 50): monotoniczność g nie zalezy tylko

h < y < {, ale też od równości z (2.22) (odpowiednio (3.2a)).

Str. 39: w rozwazaniach dotycząclrch parametrów a, b,c,d należy

uwagę P. Jeżeliaś1l, to w świetle d<bzachodzl [): Ł < oo.

przrrpa,dku 6: *oo.

Str. 40, l. 3: przy założentu a f 7 nachylenie cleży międz}, a i 7 (różnie uporząd-

kowanych).

Str. 51: Warunek Lipschitza dla /( wymaga dokładniejszego uzasadnienia, bo 91

i 92 wvstęptrją w mianowniku stałej.

Str, 54, l. -3: Jeśli C : b - d, to V(r) -, |, Xie zauważyłem odwołania do kon-

wencji. że f;: a*.
Str,80, 1.7: czy jest sens zakładać, że IV: ff musi być liczbą naturalną?

StI. 82, l. 5: nalezy odnieść się do wzolu (1.5), a nie (1,4).

Powyższe drobne usterki nie wskaztrją na brak kompetencji Kandydatki, ale

śrviadczą jedynie o tym, ze recenzent starał się dokładnie przeczytać pracę. Wnio-

skuję o dopuszczenie pani mgr l(rystyny Nlaciąg do dalszych etapórv przewodu

doktorskiego.

fi c,.,,,* ĄĄLł

od warunków

też wziąć pod
W przeciwnym


