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Recenzja rozprawy doktorskiej pani mgr Krystyny Macigg
pt. Charakteryzacje rozkladéw prawdopodobieristwa przez regresje
niekolejnych wogdlnionych statystyk porzgdkowych

oraz dyskretnych wartosci rekordowych

Najogdlniej mowiac, rozprawa dotyczy charakteryzacji rozkladu wektora lub cig-
gu niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie na podstawie po-
jedynczych regresji funkcji niekolejnych elementéw wybranych uporzadkowanych
ciggéw opartych na zmiennych bazowych, gdy elementy te tworzg taicuch Marko-
wa. Doktadniej, rozwazane sg dwa modele. Po pierwsze, jest to wektor uogdlnio-
nych statystyk pozycyjnych Xﬁl), .. .,Xy), . ,X»(Q'"M) o zadanych parametrach
Nireoos ey Yrre > 01 charakteryzowanej ciaglej dystrybuancie bazowej F'.
Zadanie polega na jednoznacznym wyznaczeniu F' w sytuacji, gdy znana jest po-
jedyncza zaleznosé regresyjna & () = E(h(X:M))IXiT) = 1) dla zadanych &cisle
rosngcych funkeji ciaghych € i h na przedzialowym nosniku (a, B) dystrybuan-
ty F oraz liczb naturalnych 7 > 11 ¢ > 2. Po drugie, analogiczne zadanie
rozwazano dla regresji &£(z) = E(h(Werpn)|W, = z) w ciagu stabych rekordow
Wi, oo, Wy oo, Wege zdefiniowanych na bazie dyskretnych zmiennych losowych
o wartodciach catkowitych nieujemnych i skonczonym badz nieskoriczonym nosni-
ku.

Dla uogdlnionych statystyk pozycyjnych zadanie to byto rozwigzane w przy-
padku ¢ = 1 (p. pozycja [19] bibliografii rozprawy), a dla niekolejnych £ > 2
tylko przy ograniczeniu do liniowych funkcji & i h (p. réwniez [16]). Ponadto
Bieniek [12] pokazal, ze peina charakteryzacje rozktadu mozna uzyska¢ przy zna-
jomosci drugiej funkcji regresji £1(x) = ]E(h(X,ETH))IXiTH) = z). W przypadku
stabych rekordéw znane sg wyniki charakteryzacyjne dla £ = 1 (p. [53]) oraz dla
¢ =2, gdy h jest identycznoscia, a noénik obserwacji jest nieskonczony (por. [3]).
7adna z metod dowodowych w tych pracach nie da sie rozszerzy¢ na przypadek
wiekszych odstepéw £ miedzy uporzadkowanymi obserwacjami 1 ogdlnych funkeji
regresji. W pracy doktorskiej uogdlnienie to udato si¢ Autorce czedciowo uzyskac

(z przedostatniego stowa ttumacze sie ponizej).
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Rozprawa liczy 90 stron, sktada si¢ ze wstepu z krétkim oméwieniem jej za-
wartosci, 4 rozdzialéw, podsumowania wskazujacego najistotniejsze osiggniecia i
problemy nie rozwigzane, oraz bibliografii liczacej 56 pozycji literaturowych zacy-
towanych w pracy. Rozdzial 1 zawiera wiadomosci wstepne wykorzystane dalej w
dowodach gléwnych wynikéw. Sg tam opisane modele ciagdw uporzadkowanych
zmiennych losowych analizowanych w pracy, wtasnosci Markowa tych ciggdw,
oraz podstawowe wtasnosci funkcji regresji w rozwazanych modelach. Szczegdlnie
wazne sg tu rekurencyjna zalezno$¢ kolejnych funkcji regresji opisana w lemacie
1.1, uporzgdkowanie § > h oraz zbiezno$¢ ich wartosci do wspdlnej granicy na
prawym koricu nosénika £ (p. lematy 1.3 i 1.5). Rozdzial ten zawiera tez krétki
opis dotychczasowych wynikéw w dziedzinie charakteryzacji rozkladéw prawdo-
podobienstwa przez regresje uporzadkowanych zmiennych losowych.

Kolejne trzy rozdziaty obejmuja zasadnicze wyniki rozprawy. Zawartodé kaz-
dego z nich jest niemal identyczna z zawartosciami prac odpowiednio [13], [14]
i [15] (przy okazji: czasopisma, w ktérych je opublikowano, s wartoéciowymi
periodykami ze statystyki i analizy). Réwniez ich struktury sg do siebie bardzo
zblizone, co ilustrujg tez nazwy ich podrozdzialéw i podpodrozdziatéw. Najpierw
zawierajg ogoélne kryteria charakteryzacji dla elementéw ciggdéw o odstepie £ = 2,
ich uogdlnienia na przypadki £ > 2, a nastepnie doktadniejsze wyniki dla £ = 2:
opisy rozwigzan odpowiednich réwnan rézniczkowych, catkowych i réznicowych i
sprawdzalne warunki jednoznacznej charakteryzacji w przypadkach skonczonoéci
i nieskonczono$ci funkcji A na koncu noénika. Kazdy z rozdzialéw jest uzupel-
niony przyktadami nowych charakteryzacji, uzyskanych za pomocg opisanej tam
teorii.

Wszystkie rozdziaty taczy tez wspodlna idea rozwigzywania probleméw charak-
teryzacji. Wprowadza si¢ dodatkowo posrednie funkcje rosnace h < 1 < gy <

€. Jezeli sg to funkcje regresji kolejnych elementéw ciggu Markowa Y, ..., Y, 4
(w pracy Y; to X9 1ub W), tzn.
i(2) = E(pip1(Yrpir) Yy = @), (1)

i dodatkowo

£(x) = Elori(Yris)|Yr = 2), (2)
pe-1(z) = E(h(Yri0)|Ye1 = 1), (3)

dla dowolnego argumentu z z nosnika, to réwniez &£(z) = E(h(Y,10)|Y; = z).
Warunki (1)—(3) determinujg pewne relacje miedzy funkcjami o;, i = 1,...,¢ —
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1, oraz h i &. Jedli wiec te relacje opisuja jednoznacznie uporzadkowany ciag
funkcji b = g < 1 < ... < o1 < @r = &, to odpowiednia ich kombinacja
liniowa jest funkcja intensywnosci awarii rozktadu generujacego uporzadkowany
ciag Markowa.

Rozdzial 2 dotyczy charakteryzacji rozktadéw bazowych o cigglych gestosciach
za pomocs regresji niekolejnych uogélnionych statystyk pozycyjnych. Przy takim
zalozeniu funkcje regresji maja ciagte pochodne, a wigzace je réwnania roznicz-

kowe maja postac

i = B EEZERT@, il
Klopot stanowi fakt, ze réwnania te sa uzupetnione nietypowymi nieréwnosciowy-
mi warunkami brzegowymi h(z) < ¢1(z) < ... < pe_1(x) < &(z), dla ktérych nie
sa znane metody jednoznacznego rozwigzywania réwnar rozniczkowych. Pewne
wyniki dotyczace jednoznacznosci udato si¢ jedynie uzyska¢ w przypadku odstepu
¢ = 2. Zostaly one udowodnione, gdy wartosci funkcji h sg ograniczone z gory, a
bez tego zalozenia, kiedy lim,_.g[¢(z) — h(z)] = 0, a w szczegdlnosci, gdy h jest
funkcja identycznosciowa, a intensywnosé awarii rozktadu brzegowego ucieka do
nieskonczonosci.

Rozdzial 3 zawiera uogdlnienie wynikéw rozdziatu 2 na przypadek rozktadow
ciaglych (niekoniecznie absolutnie). Wéwczas réwnania rézniczkowe (4) zastepuje
sie analogicznymi réwnaniami calkowymi

0i(z) — il _%+z+1/ % %H()dﬁ(x), i=1,...0—1
Yr+i (t)
Istotnym osiggnieciem rozdziatu 3 (i pracy [15]) jest zastapienie zbieznosci &(z) —
h(z) do zera na prawym kofcu noénika warunkiem lim,_s[{(z) — ah(z) —b] =0
dla pewnych @ > 11 b € R. Nowe przyktady charakteryzacji (oprécz prostego

przyktadu nieciaglej gestoéci) oparte byly na asymptotyczne] liniowej zalezno$ci
¢ i h. Mozna bylo istotnie skréci¢ prace wycinajac rozdziat 2, a jego wyniki podaé
jako wnioski z analogicznych twierdzen rozdziatu 3.

Rozdzial 4 dotyczy stabych rekordéw o wartosciach dyskretnych catkowitych.

Zaleznodci regresyjne sa wtedy opisane réwnaniami réznicowymi

. N _ wild) = i () . . B
pi(j+1) —@ily) = TR (G +1) = €0)), 1ycarg— L

W przypadku £ = 2 ich rozwigzania jednoznacznie charakteryzujg rozktad, gdy h
jest funkeja ograniczong lub asymptotycznie liniowg wzgledem £ (por. rezultaty
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rozdziatu 3 i ich dowody). Sformutowano tez podobne twierdzenie charakteryza-
cyjne dla zwyktych rekordow. W przypadku ¢ = 2 warunki charakteryzujace ogon
rozktadu wygladaja nastepujaco

w<j+1>—so<j>=?fjjf;jggﬂi[s<j+1>—§<j>], i=1..,0-1,

oraz h(j+2) < p(i+1) <&@ dlaj>r. Jak mozna sie domysli¢, przesunigcia

argumentéw zwigkszaja trudno$é problemu.

Praca doktorska zawiera nowe ogélne podejscie do zagadnien charakteryzacyj-
nych. Jej stabszym punktem jest jednak fakt, ze nie istnieja narzedzia analityczne,
ktére pozwolityby w pelni wykorzystaé nowa metode. Nie sa dostepne techniki
rozwiazywania uktadéw réwnan rézniczkowych i réznicowych, gdy podane sg je-
dynie warunki uporzadkowania rozwigzan. Z tego powodu ta nowa metoda nie
rozszerza istotnie zakresu w pelni rozwiazanych zadan charakteryzacji. Najwiece]
mozna jeszcze uzyskac w przypadku regresji stabych rekordéw o odstepie 2 pocho-
dzacych z rozktadéw o skoniczonych nognikach. Wtedy opisany w podrozdziale 4.4
algorytm pozwala catkowicie rozwigzaé numerycznie problem charakteryzacji dla
dowolnych funkcji i i §. W pewnych zadaniach (np. dla uogélnionych statystyk
pozycyjnych z rozktadoéw normalnych i Gompertza czy dla rekordow z rozktadow
Poissona i ujemnego dwumianowego) daje si¢ pokazac jednoznaczno$¢ charakte-
ryzacji, ale nie mozna analitycznie opisa¢ funkcji regresji nawet samej nieprze-
ksztalconej statystyki x{r+2 czy Wiyyo. Niektére przyktady byly konstruowane
"od tytu”: dla danego rozktadu liczono regresje i pokazywano jednoznacznos¢ cha-
rakteryzacji. Szczeg6lnie spodobaly mi si¢ przyktady 3.4 i 3.5. W pierwszym wy-
korzystano najstabsze zalozenia gwarantujagce jednoznacznosc charakteryzacji z
twierdzenia 3.5. W drugim podano przyktad rozkladu wykraczajacego poza zakres
jego dziatania. Dodam jeszcze, ze metody rozprawy pozwalaja jedynie odzyskac
liniowe charakteryzacje regresyjne, znane wezesniej dla dowolnego odstepu, jedy-
nie w przypadku £ = 2. Mimo wszystko mam nadzieje, ze w najblizszych latach
lub stuleciach nastapi postep w analizie, szczegélnie teorii réwnan rézniczkowych,
ktéry pozwoli w pelni wykorzystaé rezultaty pani Maciag i jej promotora.

Rozprawa zostala napisana klarownie, a starannie dobrane przyktady dobrze
ilustrujg teorie. Najbardziej przeszkadza mi w niej nieprecyzyjne zastosowanie

by —br—
"=~ ma gra-
an—0n-—1

twierdzenia Stolza-Cesaro w rozdziale 4. Glosi ono, ze jesli iloraz

nice (by¢ moze nieskoficzong), to te samg granice ma ciag 2—“ Istotnym zatozeniem
n

jest tu monotonicznosc i sbiesmosé do nieskoficzonoéci ciagu a,. Na str. 78 twier-

dzenie zostato zastosowane do ciagoéw gk 1 Y isk G ale rozbiezno$é tego ostatniego
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nie zostala zweryfikowana. Na str. 72 wnioskowano z niego zbieznosé 22’8; mimo,

ze implikacja przeciwna w twierdzeniu Stolza lim Z—: = ¢ = lim EZ{Z"Tj = ¢ nie
jest w ogdlnosci prawdziwa. Mam nadzieje, ze moje watpliwosci zostang rozwiane
w trakcie obrony. Poza tym zauwazylem nastepujace niewielkie usterki.
Str. 9, 10: w definicjach 1.4 i 1.5 nalezy podkresli¢, ze UL, ... U™ sg jednostaj-
nymi uogdélnionymi statystykami pozycyjnymi z parametrami i, ..., Vp.
Str. 11: w definicji sekwencyjnych statystyk pozycyjnych, dziatajace elementy
nie muszg by¢ zastapione przez nowe, z innymi intensywnosciami awarii, ale ich
intensywnoéci awarii moga sie zmieni¢, poniewaz ich obcigzenie zwigksza si¢ w
zwigzku z ubytkiem dzialajacego elementu.
Str. 28: w twierdzeniu 2.1 (réwniez 2.2 i 2.3) brak jest zalozenia, ze gestos¢ jest
ciggla (por. lemat 1.3(iii)).
Str. 31 (tak samo str. 50): monotonicznoé¢ y nie zalezy tylko od warunkéw
h <y <&, ale tez od réwnosci z (2.22) (odpowiednio (3.24)).
Str. 39: w rozwazaniach dotyczacych parametréow a, b, ¢, d nalezy tez wzia¢ pod
uwage (3. Jezeli a < 1, to w $wietle d < b zachodzi 8 = 1—;‘—5 < 0o. W przeciwnym
przypadku 8 = +o0.
Str. 40, 1. 3: przy zalozeniu a # 1 nachylenie c lezy miedzy a i 1 (réznie uporzad-
kowanych).
Str. 51: Warunek Lipschitza dla K wymaga dokladniejszego uzasadnienia, bo y;
i 1o wystepuja w mianowniku stalej.
Str. 54, 1. -3: Jedli C = b —d, to ¥(z) — g, Nie zauwazytem odwotania do kon-
wencji, ze g = +o00.
Str. 80, 1. 1: czy jest sens zakladaé, ze N = % musi by¢ liczbg naturalng?
Str. 82, L. 5: nalezy odnie$¢ sie do wzoru (1.5), a nie (1.4).

Powyzsze drobne usterki nie wskazuja na brak kompetencji Kandydatki, ale
$wiadcza jedynie o tym, ze recenzent starat si¢ doktadnie przeczyta¢ pracg. Wnio-
skuje o dopuszczenie pani mgr Krystyny Macigg do dalszych etapéw przewodu

doktorskiego.



