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Charakteryzacje rozkladow prawdopodobieristwa
przez regresje niekolejnych wogdlnionych statystyk porzgdkowych
oraz dyskretnych wartosci rekordowych

Probabilistyczne problemy charakteryzacyjne dotycza identyfikacji rozkiadu prawdo-
podobieristwa na podstawie pewnych wlasnosci tego rozkladu. Za szczegélnie wartosciowe
uznawane sa charakteryzacje, w ktérych prosto formulujace sie wlasnosci prowadza do
identyfikacji jednej klasy rozkladéw posiadajacych te wlasnosci. Takie charakteryzacje sa
przydatne podczas modelowania statystycznego, w teorii proceséw stochastycznych czy
w statystyce matematycznej do budowania testéw zgodnosci. Moga by¢ takze uzyte do
dowodéw wynikéw zwiazanych z rozkladami prawdopodobienstwa - np. opierajac si¢ na
charakteryzacji rozkladu normalnego, mozna udowodnié¢ centralne twierdzenie graniczne.

Z drugiej strony problemy charakteryzacyjne czesto prowadza do ciekwawej, elegan-
ckiej i nietrywialnej matematyki. Nierzadko wymagaja licznych klasycznych narzedzi
analizy matematycznej, jak réwnania rézniczkowe czy réznicowe, teoria funkcji zmien-
nych zespolonych czy teoria réwnan funkcyjnych. Ze wzgledu na te swoja matematyczna
atrakcyjnosé przyciagaly najwieksze umysty - zajmowali sie¢ nimi, miedzy innymi, P. Lévy,
S. Bernstein, J.V. Linnik, H. Cramer, G. Polya, C.R. Rao czy J. Prochorow.

Obszerna literatura charakteryzacyjna zawiera takze liczne wyniki wykorzystujace wlas-
nosci statystyk porzadkowych, rekordowych i uogélnionych statystyk porzadkowych. Wéréd
nich sa twierdzenia oparte na zagadnieniach regresyjnych. Prezentowana rozprawa dok-
torska wpisuje si¢ wlasnie w ten nurt badan. Rozwiija i uzupelnia znane w literaturze
wyniki dotyczace charakteryzacji rozktadéw prawdopodobienstwa opartych na wiasnosciach
regresyjnych uogélnionych statystyk porzadkowych i stabych wartosci rekordowych. Dok-
ladniej, zajmuje sie odpowiedzig na pytanie czy funkcja regresji dana jednym z ponizszych
wzoréw

() = B(R(XE) X0 = 2), (RD)

lub
£(z) = E(h(Wyio)|W, = ), (R2)
gdzier > 11/ > 1sg ustalone, h to pewna $cisle rosnaca funkcja, xo , T > 1, to uogdlnione
statystyki porzadkowe z rozkladu o dystrybuancie F, za$ (W,,r > 1) to ciag slabych

rekordéw odpowiadajacy ciagowi niezaleznych zmiennych losowych o dystrybuancie F,
jednoznacznie okresla rozklad wyjsciowych zmiennych losowych.
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W rozdziale 1 krétko przypomniano podstawowe fakty dotyczace teorii uogdlnionych
statystyk porzadkowych i dyskretnych stabych i zwyklych rekordéw. Tam tez wyprowa-
dzono wniosek opisujacy rekurencyjna strukture regresji danych wzorami (R1) i (R2). Ow
wniosek jest punktem wyjscia do rozwazan przeprowadzanych w kolejnych rozdzialach. Te
kolejne rozdzialy, o numerach 2-4, powstaly na podstawie 3 wspélnych, juz opublikowanych
artykutéw Doktorantki i jej Promotora, dr hab. Mariusza Bienka, i zawieraja gléwne
wyniki rozprawy.

W rozdziale 2 skoncentrowano si¢ na charakteryzacjach rozkladéw z ciagla gestoscia
poprzez regresje uogdlnionych statystyk porzadkowych postaci (R1). Podano ugélne wa-
runki gwarantujace ze regresja (R1) jednoznacznie wyznacza wyjsciowy rozktad. Warunki
te wymagaja, miedzy innymi, by pewien uklad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu
mial dokladnie jedno rozwiazanie spelniajace odpowiednie ograniczenia brzegowe. W przy-
padku regresji o odstepie dwa, czyli dla { = 2, udalo sie ten wynik wykorzystaé¢ do
wyprowadzenia charakteryzacji z pewnymi szczegdlnymi funkcjami A i £. W ten sposéb,
obok nowych dowodéw znanych juz wczesniej twierdzen charakteryzacyjnych, uzyskano
takze nowe charakteryzacje.

Analogiczne rozwazania dotyczace rozkladéw ciaglych przeprowadzono w rozdziale 3.
Teraz, zamiast uktadu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu, otrzymano uklad réwnan
catkowych. Podobnie jak w rozdziale 2, uzywajac tego wyniku, podano nowe dowody
charakteryzacji znanych w literaturze a takze przyklady nowych charakteryzacji rozkladéw
ciaglych.

Ostatni, czwarty rozdzial poswiecony jest charakteryzacjom dyskretnych rozktadéw
prawdopodobienistwa przez regresje slabych rekordéw postaci (R2). Gléwny wynik tego
rozdzialu to twierdzenie podajace warunki dostateczne i konieczne na to aby regresja (R2)
jednoznacznie wyznaczala rozklad dyskretny. Jako zastosowanie tego wyniku rozpatrzono
przypadek z £ = 2 i wyprowadzono nowe charakteryzacje rozktadéw dyskretnych jak i po-
dano nowe dowody znanych juz wczeéniej charakteryzacji.

Niestety praca zawiera pewne niescistodci i usterki. Ponizej przedstawiam liste najis-
totniejszych z nich.

1. Twierdzenie 4.1 nie jest prawdziwe w takiej wersji, w jakiej zostalo po-
dane.
Mozna pokazaé (por. przyklad 4.1 (a)), ze gdy S = {0,1,2}, h(j) = 4,7 € S oraz
€(0)=5/4,€(1) =7/41&(2) = 2, to funkcja regresji
é(]):E(WT+2|WT:])7 JES, (R)

gdzie r > 1 jest ustalone, jednoznacznie okre§la wyjsciowy rozklad. ‘Pomimo to
réwnanie r6znicowe (4.12) ma wiecej niz jedno rozwiazanie y = ¢ speliajace warunek
(4.13). Takimi rozwigzaniami sg np.

p(0) =3/4 ¢(0) =5/8
p(1)=3/2 i p(1) =9/8
0(2) =2 ©(2) = 47/40

Blad w dowodzie tkwi w nastepujacym miejscu.

Kazde rozwigzanie problemu rdéinicowego (4.12), ktdre spelmia warunki (4.13) oraz
(4.14) definiuje wltasciwg funkcje rozktadu prawdopodobieristwa py, k € S, okreslong
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przez (4.20). Jednak skad pewnos¢, ze dla kazdej z takich funkeji rozkladu praw-
dopodobienistwa zachodzi warunek (R)? Rozumowanie przeprowadzone w dowodzie
twierdzenia 4.1 pokazuje, ze warunek (R) pocigga za soba (4.12), (4.13) i (4.14).
Natmiast wcale nie wykazuje réwnowaznosci, tzn. tego, ze (4.12), (4.13) i (4.14)
pociaga za soba (R).

W szczegélnosci (4.16) nie jest réwnowazne pierwszej linijce (4.18). Aby uzyskac
réwnowazno$é mozna np. pierwsza linijke (4.18) uzupetnié o

©(N) = h(N) gdy N < oo (W)

lim; 00 9(j)g; =0 gdy N = oo i {h(j)} nie jest zbiezny.
Reasumujac, twierdzenie 4.1 stanie si¢ prawdziwe jesli réwnowazno$¢ zastapimy w nim
wynikaniem z dotu w gore; innymi stlowy jesli wtedy i tylko wtedy, gdy zastapimy przez
jesli. Ponadto do warunku (4.13) warto doda¢ warunek

@(N) = h(N) gdy N < o0, (W)

bo wtedy otrzymamy mocniejsza wersje twierdzenia ktéra si¢ przyda w dowodzie
twierdzenia 4.3 oraz w przykladzie 4.1.

Oczywiscie mozna si¢ stara¢ napisa¢ wersje twierdzenia 4.1 i jego poprawnego dowodu
w ogdblniejszej wersji z wtedy i tylko wtedy, gdy. Wymagac to bedzie doktadnego
przeanalizowania (i uzasadnienia) wynikania (R) z (4.12)-(4.14) i (pW), ewenetualnie
dodania kolejnych warunkéw owe wynikanie gwarantujacych. Jednak takie starania
nie wydaja mi sie kluczowe - twierdzenie 4.1 okrojone do wersji, w ktérej wiedy
i tylko wtedy, gdy jest zastapione przez jesli i do ktdrej jest dodany warunek (W)
w zupemmosci wystarcza do rozwazan w podrozdziatach 4.3-4.5.

Z powodéw przedstawionych powyzej, takze twierdzenie 4.2 nie jest praw-
dziwe w wersji, w ktérej zostalo podane. Analogiczne uwagi dotycza tez
twierdzen 2.1, 2.2, 3.1, 3.2 i 4.6.

. Dowdd twierdzenia 4.3 nie dziala w sytuacji, gdy N < co. W tej sytuacji
bowiem nie mozemy rozwazaé granicy lim;_,y z(j). Ponadto wtedy fakty, ze z jest
funkcja $cidle rosnaca na S i 0 < z(5) < (£(5) — h(4))?, 7 € S, nie prowadza do
Sprzecznosci.

Niescisloéé ta daje sig¢ jednak szybko naprawié¢ korzystajac z poprawione] wersji
twierdzenia 4.1 (wersji uzupelionej o warunek (W)). Skoro musimy mieé¢ p(N) =
y(N) = h(N), to z (4.31) otrzymamy @(N—1) = y(N—1) idalej p(N—-2) = y(N—-2),
..oy 0(0) = y(0) czyli p = y.

3. W uwadze 4.5 jest zalozone, ze lim;_,oo A(j) = co. Jednak zalozenie to nigdy nie

jest spelione, bo w przypadku rozkladéw dyskretnych mamy

NP PX =)
AMj)=—==———-<1
D=4 = Px =)

. Rozdzial 4.4:

Jednym z zalozenl twierdzenia 4.3 jest to, ze funkcja £ jest funkcja regresji, tzn.
spelnia

5(]) = E(Wr+2|Wr :j)’ ] € S7 (R)
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dla pewnego ustalonego r > 1 i pewnej dystrybuanty I

W przyktadzie 4.1 jest uzywane twierdzenie 4.3, ale nie zostalo wyjasnione skad
wiadomo, ze powyzsze zalozenie jest spemione, tzn. skad wiadomo, ze funkcja &
zdefiniowana w (4.41) oraz funkcja £ z przykladu 4.1 (b) sa takie, ze zachodzi (R).

Analogiczne pytanie dotyczy funkeji £ z trzeciej linii strony 77.

W przykladzie 2.2 i uwadze 2.4 nalezaloby jeszcze uzasadni¢, ze odpowiednie funkcje
regresji w ogéle istnieja (uzasadnié, ze E|R,1a| < 00).

Jesdli (X, n > 1) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkla-
dzie dyskretnym o noéniku {0,1,2,...} za$ (R,,n > 1) - odpowiadajacym mu
ciagiem (zwyklych) wartoéci rekordowych, to nosnikiem R, jest {r — 1,7,...} a nie
{r,r +1,...}. Pociaga to za soba konieczno$¢ zmian w (1.4), lemacie 1.7 i dalej
w podrozdziale 4.6.

Drobniejsze uwagi:

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

Str. 10, linia 14: F~1(0) nie zostalo zdefiniowane.
Str. 13, linia 8: F(z) = x dla jakich 27
Str. 13, wzér (1.8): brakuje warunku z < S.

Str. 18, linia 10 i dalej w pracy: rozwazajac dowolna funkcjg h (bez warunku, ze jest
ona $cile rosngca) i E|h(Y;41)|, trzeba zalozy¢, ze h jest mierzalna.

Str. 21, lemat 1.2 (iv): Jesli F' ma nosnik (e, 8), to I nie moze by¢ stala na przedziale
IcC (a,f).

Str. 23, linie 11 i 12: zamiast Y powinny by¢ X.

Str. 31, linia 14: zamiast y powinno by¢ y(z)

Str. 31, linia 18: nalezy wyjasni¢ co rozumiemy przez h(f3).
Str. 31, linia 19: czy tu zakladamy, ze § = co?

Str. 35, linia 1: jesli h(z) = z, to wcale nie musimy mieé¢ h(f) := lim,_,5- h(z) = oco.
W szczegdlnosci jesli 8 < oo, to h(f) = < 0.

Str. 35, lemat 2.2: do zalozen trzeba dodaé¢ 8 = oo.

Str. 35, wniosek 2.1: brakuje zalozenia, ze F' to dystrybuanta rozkladu absolutnie
ciaglego z ciagla gestoscia.

Str. 38, linia 2 od dotu: dlaczego bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze o = 0
(czyli dlaczego z géry mozemy wykluczyé przypadki z a = —o0)?

Str. 54, linia 5 i 18: podane nieréwnoéci zachodza jedynie dla dostatecznie duzych z
(ale to do dowodu wystarcza). Analogiczny komentarz dotyczy nier6wnosci ze strony
72 podanych w liniach 5 i 16.



15. Str. 66, linia 5: £ > ¢ > h trzeba zastapi¢ przez £(j) > ¢(j) > h(j), 7€ S.
16. Str. 70, linie 8 1 9: w(0) < w < 1 trzeba zastapié przez w(0) < w < 1.

17. Str. 71, twierdzenie 4.3: zalozenie E|h(W;2)| < oo jest tu zbedne, bo wynika ono
z pozostatych.

Podsumowujac, rozprawa zawiera zaréwno nowe dowody twierdzen znanych juz wczes-
niej w literaturze jak i nowe wyniki. Prezentowane rezultaty otrzymano korzystajac
z nowatorskiej metody polegajacej na sprowadzaniu danego problemu charakteryzacyjnego
do problemu istnienia rozwiazan pewnego ukladu réwnan rézniczkowych, calkowych lub
réznicowych pierwszego rzedu. Dla paru klas probleméw regresyjnych z odstgpem réwnym
dwa, zaproponowang metode udalo sie¢ wykorzysta¢ do uzyskania twierdzen charakteryza-
cyjnych. Zaréwno szczegélowe opracowanie samej metody, jak i jej uzycie w dowodach
charakteryzacji rozktadéw prawdopodobienstwa, wymagalo od Autorki dobrej znajomosci
licznych narzedzi matematycznych, teorii uogélnionych statystyk porzadkowych i dyskret-
nych rekordéw a takze twérczego myslenia. Niestety rozprawa zawiera pewne bledy i nies-
cislosci. W szczegdlnosci twierdzenia 4.1 i 4.2, podawane przez Autorke jako jedne z glow-
nych wynikéw pracy, nie sa prawdziwe w wersji, w ktérej zostaly zaprezentowane. Po-
zostale gtéwne wyniki pracy tzn. twierdzenia 2.1, 2.2, 3.1 i 3.2 zawieraja luki w dowodach.
i stad brak mojej pewnosci, ze sa prawdziwe. W tej sytuacji uwazam, ze, przed do-
puszczeniem Pani magister Krystyny Maciag do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego, rozprawa powinna by¢ poprawiona z uwzglednieniem uwag przed-
stawionych w recenzji.
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