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Recenzja poprawionej wersji rozprawy doktorskie]
pani mgr Krystyny Maciag
pt. Charakteryzacje Tozktadow prawdopodobienistwa przez regresje
niekolejnych uogdlnionych statystyk porzedkowych

oraz dyskretnych wartodci rekordowych

Rozprawa panl mgr Krystyny Maciag dotyczy charakteryzacji rozktadu brzego-
wego wektora (lub ciagu) niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym 10z-
ktadzie na podstawie pojedynczych regresji funkeji niekolejnych elementow wy-
branych uporzz;dkowanych wektoréw funkcji opartych na zmiennych bazowych,
w sytuacji, gdy elementy te tworza tancuch Markowa. Doktadniej, rozwazane s3
nastepujace modele. W pierwszym jest to wektor uogdlnionych statystyk pozycyi-
nych X,El), . ,X,@, e ,Xir+é> o zadanych parametrach i, ..., Yry - Yrdl > 0
i charakteryzowane] ciagte] dystrybuancie bazowej F. Zadanie polega na jed-
noznacznym wyznaczeniu Fw sytuacji, gdy znana jest pojedyncza zaleznoscé
regresyjna £(z) = E(h(XIM))]X@ — z) dla zadanych Scisle rosnacych funkejl
ciaglych £ i h na przedziatowym nogniku (o, 8) dystrybuanty F oraz liczb na-
turalnych r > 114 > 9. W drugim analogiczne sadanie rozwazano dla regresji
£(z) = E(h(Wio)|Wr = ) w ciagu stabych rekordéw Wi, ..., Wy ..o, Wiy zde-
finiowanych na bazie dyskretnych zmiennych losowych o wartogciach catkowitych
nieujemnych 1 skoficzonym badz nieskoficzonym noéniku. Rozwazana jest tez mo-
dyfikacja tego problemu polegajaca na charakteryzacji ogona rozktadu bazowego
na podstawie regresji £(z) = E(MRrp)| e = r), gdy Ri,. .. Ry, ..., Rrye s2
klasycznymi rekordami w clagu zmiennych losowych o wartoéciach calkowitych
nieujemnych.

Dla uogélnionych statystyk pozycyjnych sadanie to bylo rozwigzane w przy-
padku £ = 1 (p. pozycja [19] bibliografii rozprawy), a dla niekolejnych ¢ > 2 tylko
przy ograniczeniu do liniowych funkeji € 1 h (p- réwniez [16]). Ponadto Bieniek
[12] pokazal, ze pelna charakteryzacje rozktadu mozna uzyskac przy znajomoscl
drugiej funkcji regresji &1(z) = E(A( i’”*”)lxﬁ’"*” = z). W przypadku stabych
rekordéw znane sa wyniki charakteryzacyjne dla £ =1 (p. [54]) oraz dla ¢ =2,gdy
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h jest identycznoécia, a nosnik obserwacji jest nieskoriczony (por. [3]). Charak-
teryzacje ogonéw rozktadéw dyskretnych za pomoca regresji kolejnych zwyktych
rekordéw byty rozwazane w pracach [40] i [53]. Zadna z metod dowodowych w
tych pracach nie da si¢ rozszerzy¢ na przypadek wiekszych odstepéw ¢ miedzy
uporzadkowanymi obserwacjami i ogdlnych funkcji regresji. Niniejsza rozprawa
doktorska stanowi prébe takiego rozszerzenia.

Rozprawa liczy 104 strony, sklada sie ze wstepu z krétkim oméwieniem jej
zawartosci, 4 rozdzialéw, podsumowania wskazujacego najistotniejsze osiagniecia
i problemy nie rozwiazane, oraz bibliografii liczacej 57 pozycji literaturowych za-
cytowanych w pracy. Rozdziat 1 zawiera wiadomosci wstepne wykorzystane dalej
w dowodach gléwnych wynikéw. Sa tam opisane modele ciagdéw uporzadkowanych
zmiennych losowych analizowanych w pracy, wtasnosci Markowa tych ciagéw, oraz
podstawowe wlasnosci funkeji regresji w rozwazanych modelach. Szczegdlnie uzy-
teczne sa tu rekurencyjna zaleznos$¢ kolejnych funkceji regresji opisana w Lemacie
1.1, uporzadkowanie £ > h oraz zbieznos¢ ich wartosci do wspélnej granicy na
prawym koficu nosnika 3 (p. Lematy 1.3 i 1.5). Rozdzial ten zawiera tez krot-
ki opis dotychczas uzyskanych wynikéw w dziedzinie charakteryzacji rozkladéw
prawdopodobienstwa przez regresje uporzadkowanych zmiennych losowych.

Kolejne trzy rozdzialy obejmuja zasadnicze wyniki rozprawy. Dotycza one
odpowiednio regresji dla uogélnionych statystyk pozycyjnych z bazowa ciagla
gestodcia i dystrybuanty oraz dla dyskretnych wartosci rekordowych. Wyniki te
sa one bardziej skomplikowane i mniej spektakularne niz w innych klasycznych
problemach charakteryzacji. Np., gtéwny wynik Rozdziatu 3 i chyba tez catej roz-
prawy (p. Twierdzenie 3.1) brzmi nastepujaco.: Jesli dla ustalonych parametréw
0 < Y1 < ... < Ypqe (konkretne wartosci i, ..., 7, sa tu nieistotne), £ > 2, i
rosnacych funkcji ciggtych £ < h na ustalonym przedziale (a, 3) uklad réwnan
catkowych

Yrvirr [ Ys(t) = Yipr(t) -
yi(z) — yi(a) = s /(y OO dé(t), 1=1,...,0—-1,

ma jedyne rozwiazanie (¢, ..., @p 1) speiniajace warunki

hz) = pu@) < () <... <puz) <€(z), a<z<p,

Td) ) <00, a<z<f
/af(t)—%(t){:oo, =0, : (1)

;1}%5(73) exp (—/: %) =0, (2)
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to réwnanie regresji
£(x) =E (A(XTO)XP =z), a<z<h (3)

jednoznacznie charakteryzuje dystrybuante bazowa ciagu uogdlnionych statystyk

pozycyjnych Xy, ... X9 ktéra jest postaci

x : -1 .
F(x)zl—exp(—/amd<yil+;£i>@)>, a<z<f (4

Metody wyznaczania tak postawionych probleméw istnienia 1 jednoznacznosci

rozwiazan uktadow réwnaf catkowych (czy nawet ich uproszczonych wersji r0z-
niczkowych w Twierdzeniu 2.2) nie sa znane w literaturze. Autorce udalo sig
jedynie uzyskac istnienie jednoznacznych rozwiazan, gdy odstep £ =2, a funkcja
h jest ograniczona lub gdy & jest asymptotycznie réwnowazna pewnej liniowe]
transformacji funkcji h.

Przedstawione w pracy przyktady wskazuja na istotna praktyczna ograniczo-
nogé przedstawianych tam metod charakteryzacyjnych. Np., dla danego rozktadu
liczy sie czgsto SkomplikoWan@ funkcje regresji 1 potem wykazuje sie. ze ona cha-
rakteryzuje jednoznacznie rozktad (p. Przyktady 2.1, 3.3) lub dla danego rozktadu
F dowodzi sie, ze funkcja regresji charakteryzuje jednoznacznie ten rozktad, ale
nie podaje si¢ analityczne] postaci tej regresji (p- Przyklad 2.2).

W poprawionej wersji pracy Twierdzenie 3.1 zawiera dwa dodatkowe warunki
opisujace charakteryzowana dystrybuante: gérna czes¢ wzoru (1) oraz wzor (2).
Jak pokazuje dodany Lemat 3.5, sa one wymagane, aby funkcja okreslona wzo-
rem (4) byta w istocie wlaéciwa dystrybuanta miary probabilistycznej o nosniku
zawartym w przedziale (o, 8). Analogiczne uproszczone warunki pojawily sig w
Lematach 2.1, 2.2, oraz Twierdzeniach 2.1, 2.2 charakteryzujacych rozktady o
ciaglych gestodciach ma podstawie regresji (3).

W przypadku charakteryzacji wynikajacych z regresji stabych wartosc rekor-
dowych

¢(2) = E(W(Ws)Wr =2),  a<z<p

7 nieskonczonym noénikiem uzupelnienia wymagat jedynie warunek

: Cnn_l £9) —¢l)  _
Jinéo*()gafwl)—wm b

Oméwione wyzej poprawki sa kluczowe dla poprawnosci gléwnych tez rozprawy.



Inne jej obszary zostaly réwniez opisane z wieksza skrupulatnoscia. Przede
wszystkim, precyzyjnie zostal przeanalizowany przypadek, w ktorym funkcja re-
gresji w lewym koricu nosnika moze zbiega¢ do minus nieskonczonosci, ktory w
pierwotnej wersji potraktowano dos¢ zdawkowo. Starannie wykluczono mozliwosé
regresji liniowej dla rozkladéw startujacych z minus nieskoniczonosci. Doprecyzo-
wano argumentacje w dowodzie Twierdzenia 3.3 opisujacego regresje z odstepem
dwa dla funkcji regresji asymptotycznie liniowej. Poprawiono zakres argumentéw
w przypadku zwyktych rekordéw w ciggach dyskretnych.

Aktualna wersja pracy nie zawiera moim zdaniem istotnych luk, a prezento-
wane w niej wyniki sa poprawnie dowiedzione. Jej temat jest trudny i nie zawiera
wielu spektakularnych finalnych rezultatéw. Stanowi jednak dobry punkt wyjscia
do dalszych badan w tym kierunku. Uwazam, ze jest to dobra rozprawa dok-
torska 1 wnioskuje o dopuszczenie jej Autorki do dalszych etapéw postepowania

doktorskiego.
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