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1. TEMATYKA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Tematyka rozprawy doktorskiej pani mgr Agnieszki Gergont skupiona jest wokol zagadnienia
szacowania dystorsji izomorficznych zanurzen przestrzeni Banacha oraz szacowania odleglo-
éci Banacha-Mazura miedzy izomorficznymi przestrzeniami Banacha, ktére to zagadnienie
jest klasyczna i istotna czedcia ogdlnej izomorficznej teorii przestrzeni Banacha. Doktorantka
szczegdlng uwage poswieca badaniu specjaluych klas przestrzeni Lindenstraussa, tj. takich
przestrzeni Banacha X, dla ktérych X* jest izometrycznie izomorficzna z Ly () dla pewnej
miary g. Wyniki zaprezentowane w rozprawie dotycza w szczegdlnosci nastepujacych klas
przestrzeni: podklas M-przestrzeni i G-przestrzeni klasy Co(K) przestrzeni funkcji cigglych
znikajgcych w nieskoficzonosci na pewnej lokalnie zwartej przestrzeni Hausdorffa K, klasy
przestrzeni A(S) afinicznych funkcji ciggtych na sympleksie Choqueta S, ¢1-predualnych hi-
perplaszezyzn przestrzeni ¢ ciagdw zbieznych, jak rowniez ich co-sum prostych w wersji skon-
czonej badz nieskonczonej. Warto zaznaczy¢, ze dosé kluczowym warunkiem, przewijajacym
sie w calej rozprawie, jest pewne ograniczenie na zbior (ext Bx-)' ztozony z *-stabych punk-
tow skupienia zbioru punktéw ekstremalnych kuli jednostkowej X* (czyli pochodng Cantora-
Bendixsona zbioru extByx- rozumiang wzgledem *-stabej topologii). Podstawowa wersja ta-
kiego warunku jest inkluzja

(*) (extBx:) € rBx. dla pewnego r € [0,1);

jest to warunek zaproponowany przez Fonfa i Vesely’ego (Canad. J. Math. 2004). W in-
nej wersji autorka rozprawy rozwaza wielko$¢ r*(X) zdefiniowang jako infimum liczb r > 0
speliajacych powyzej przytoczony warunek, i pokazuje jej ilosciowe zwigzki z odleglosciami
Banacha-Mazura oraz stabilno$cia *-slabej wlasnosci punktu statego. Mozna powiedziec, ze
tego typu warunki na wspomniana pochodna Cantora-Bendixsona oraz ich zwiazki z wie-
lociennosdcia i oszacowaniami dystorsji izomorficznych zanurzen sa tematem przewodnim
recenzowanej pracy.

Rozprawa oparta jest na dwoch artykutach naukowych napisanych przez doktorantke
wspélnie z promotorem rozprawy, panem dr. hab. Lukaszem Piaseckim, a takze na sze-
regu nieopublikowanych jeszcze autorskich wynikéw uzyskanych przez paniag mgr Gergont.
Wspomniane artykuty opublikowane zostaty w J. Math. Anal. Appl. oraz Collog. Math. czyli
dobrych i rozpoznawalnych w skali miedzynarodowej czasopismach. O$wiadczenia obojga
wspbétautoréow potwierdzaja istotny wklad doktorantki w powstanie obydwu artykutow.
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2. GL.OWNE TEZY ROZPRAWY

Pierwsze dwa rozdzialy rozprawy zawierajg obszerne wprowadzenie do tematu i podsumowa-
nie znanych wynikéw. W rozdziale pierwszym dos¢ doktadnie oméwione sg wlasnosci pewnej
szczegolnej klasy £;-predualnych hiperptaszczyzn przestrzeni ¢, ktore byly badane przez Ca-
siniego, Migliering i Piaseckiego. Klasa ta, oznaczana symbolem H, jest catkiem bogata,
bowiem zawiera przestrzenie niebedace G-przestrzeniami, M -przestrzenie niebedace postaci
Co(K), jak réwniez przestrzenie Li-predualne nienalezace do zadnej z klas C(K), A(S), M
oraz G.

Rozdzial drugi zawiera zestawienie i omoOwienie najwazniejszych znanych wynikéw do-
tyczacych odleglosci Banacha-Mazura miedzy L;-predualami, m.in. klasycznych wynikow
Amira i Camberna, a takze opublikowanych w latach 2012-13 wynikéow Candido i Galego
dotyczacych oszacowan odleglosci miedzy przestrzeniami o 1 ¢ (badz ich izomorficznymi
zanurzeniami) a przestrzeniami postaci C([0, a)) dla przeliczalnych liczb porzadkowych a.
Omoéwione sg tez tutaj wyniki uzyskane przez Piaseckiego, ktore dotycza charakteryzacji
przestrzeni prawie izometrycznych z przestrzeniami klasy H.

Rozdzial trzeci zawiera wyniki opublikowane przez doktorantke wspoOlnie z promotorem
w dwoch artykutach:

129] A. Gergont, L. Piasecki, On isomorphic embeddings of ¢ into Li-preduals and some
applications, J. Math. Anal. Appl. 492 (2020), 124431,

[30] A. Gergont, L. Piasecki, Some topological and metric properties of the space of {-predual
hyperplanes in ¢, Collog. Math. 168 (2022), 229-247.

Pierwszyvm gtéwnym wynikiem tego rozdziatu jest pochodzace z pracy [29] twierdzenie 3.1.3
podajace dolne oszacowanie dystorsji izomorficznego wlozenia ¢ w X dla nieskonczenie wy-
miarowej L,-predualnej przestrzeni X spelniajace] warunek (x). Rezultat ten, jak pokazuje
autorka rozprawy, pozostaje w mocy jezeli zastapimy przestrzen ¢ przestrzenig zawierajaca
jej prawie izometryczne kopie, np. nieskonczenie wymiarows przestrzenig typu A(S). Do-
wodzone dalej twierdzenie 3.2.1 pochodzace z pracy [30] jest naturalnym 1 opartym na po-
dobnych pomystach uogélnieniem twierdzenia 3.1.3. Jest ono jednak przydatne do uzyskania
pewnych oszacowan na dtugos¢ krzywej taczace] dwie klasy abstrakcji w przestrzeni metrycz-
nej (H/.,dy. ), ktore pojawiaja si¢ w rozdziale czwartym. Interesujacy jest przyktad 3.2.4,
ktory nie tylko pokazuje, ze oszacowanie z twierdzenia 3.2.1 jest optymalne, ale takze po-
zwala podaé przyklady par dwoch roznych £;-predualnych przestrzeni z klasy H, z ktorych
obie sa M-przestrzeniami, ale nie Co(K)-przestrzeniami, 1 dla ktorych mamy doktadne wzory
na odleglosci Banacha-Mazura. Dalej autorka pokazuje jak wzory te mozna uogélni¢ w je-
zyku wielko$ci 7*(X) w sytuacji, gdy rozwazamy co-sumy proste wspomnianych przestrzeni.
Rozdzial konczy sie dowodem twierdzenia 3.3.1 — jeszcze nieopublikowanego w trakcie pisania
rozprawy, a ktore obecnie mozna juz znalez¢ w pracy:

A. Gergont, A note on the Banach-Mazur distances between co and other £1-preduals, Ann.
Univ. Mariae Curie-Sktodowska Sect. A 76 (2022), 25-30,

i ktore podaje eleganckie oszacowanie dolne, w jezyku parametru r*(X), odlegtosci Banacha-
Mazura miedzy ¢ a jej izomorficzna ¢,-predualna kopia. T wierdzenie to jest zasadniczo oparte
na twierdzeniu 3.2.1 uzyskanym przez doktorantke wspolnie z L. Piaseckim, jednak dowod
wymagat pewnej dodatkowej techniczne] bieglosci.
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Najdluzszy ostatni rozdzial rozprawy, zgodnie z jego tytutem, mozna traktowac jako pre-
zentacje zastosowan wynikow z rozdzialu trzeciego. Zawiera dyskusje problemu stabilnosci dla
nastepujacych trzech wlasno$ci: wielo§cienno$ci, wlasnosci przedtuzania operatorow zwartych
oraz *-stabej wlasnosci punktu statego, jak réwniez pewne wyniki dotyczace topologicznych
i metrycznych wlasnosci przestrzeni (H/.,dy.). Stabilno$¢ wieloSciennosci jest prosta kon-
sekwencja twierdzenia 3.1.3 oraz charakteryzacji wieloSciennych przestrzeni Lindenstraussa
jako tych, ktére nie zawieraja izometrycznej kopii ¢, co jest wynikiem pochodzacym od Casi-
niego, Miglieriny, Piaseckiego i Vesely’ego. Jedli chodzi o charakteryzacje wlasnosci rozszerza-
nia dla operatoréw zwartych (WROZ), to gléwnymi wynikami rozprawy sa twierdzenia 4.2.6
i 4.2.8 (z pracy [29]). Pierwsze z nich podaje tadng charakteryzacje WROZ przez postac
przestrzeni dualnej X* = /,(I') oraz, przykladowo, niezawieranie izometrycznej kopii zad-
nej hiperptaszczyzny z klasy H, do ktorej nalezy element (1,1,...) € c. Drugie otrzymujemy
przez polaczenie kilku wezesniejszych rezultatéw, i mowi ono, ze WROZ jest stabilna w klasie
Li-preduali przy zatozeniu warunku (*).

Wyniki z pracy [30] zawarte w dalszej czeSci rozdziatu opisuja przestrzen metryczng warst
hiperptaszczyzn z ‘H z réznych punktow widzenia. Podany jest m.in. dosy¢ zlozony w dowo-
dzie, ale elegancki w wypowiedzi topologiczny opis przestrzeni (H/ ., dy;) w postaci pewnego
podzbioru kuli jednostkowej ¢; (twierdzenie 4.3.1). Przedstawiona zostaje takze optymalna
homotopia $ciggajaca H/. do [c].., ktore] optymalnosé polega na tym, ze generuje ona
najkrétsze drogi lgczace dowolng warste H/.. z [co].. Przedstawione sa rowniez wzory na
dhugosci najkrotszych drég taczacych niektore pary warst. Nastepnie doktorantka podaje
analogony tego typu rezultatéw, bedace w zasadzie gtéwnie wynikami rachunkowymi, dla
klasy F zlozonej z co-sum prostych hiperptaszczyzn z ‘H.

W ostatniej czeéci rozdzialu czwartego doktorantka dowodzi twierdzenia 4.4.18 (z pracy
129]), ktére podaje wzor na stala mierzaca efekt stabilnosci” dla “-stabej wlasnosci punktu
stalego przestrzeni z klasy H. Podaje ona takze analogon tego twierdzenia (twierdzenie 4.4. 19)
dla przestrzeni z klasy F. Podobne rozumowanie pozwala na podanie wzoru na stalg stabilno-
$ci rozumianej w jezyku najkrotszej krzywej taczacej dwie warstwy przestrzeni F/ ., z ktorych
jedna wyznaczona jest przez przestrzen X € F taka, ze {; ma prawie stabilng "-staba (w sensie
predualu X) wlasnoé¢ punktu stalego. Te ostatnie wyniki nie sg jeszcze opublikowane.

3. OCENA ROZPRAWY

Zawarto$¢ merytoryczng pracy oceniam wysoko i sadze, ze prezentuje ona poziom odpowiedni
dla rozprawy doktorskiej z matematyki. Oméwione w niej nowe wyniki nie wymagaja moze
szczegblnie nowatorskich technik dowodowych, ale byé moze wynika to po prostu z faktu,
7e studiowane zagadnienia takich nie wymagaja. Nie umniejsza to ocenie zaprezentowanych
w rozprawie wynikow, ktére sa nietrywialne, podazaja w naturalnym kierunku i stanowia
interesujacy wktad w izomorficzng teorig przestrzeni Banacha. Tyczy si¢ to wynikéw juz
opublikowanych w [29] i [30], jak tez kilku warto$ciowych wynikéw nieopublikowanych, ktére
z pewnoscig stanowia material na kolejng publikacje. Rozpietos¢é dorobku naukowego dokto-
rantki oceniam zatem pozytywnie.

Rozprawa niewatpliwie pokazuje szerokie rozeznanie pani mgr Gergont w dziedzinie ba-
dania dystorsji izomorficznych zanurzen i odlegtosci Banacha-Mazura migdzy przestrzeniami
Banacha. Udowodnilta ona, ze potrafi w sposéb pomystowy i owocny czerpa¢ z catkiem sze-
rokiego arsenatu technik dowodowych. Przykladowo, idea dowodu waznego twierdzenia 3.1.3
jest, jak sama autorka przyznaje, oparta na modyfikacji dowodu klasycznego wyniku Cam-
berna moéwiacego, ze d(cg,c) = In3, jednak poszczegélne kroki wymagaly nietrywialnych



modviikacji i zostaly one klarownie wyjasnione w rozprawie.

Wartosciowy jest tez przykiad 2.1.12 autorstwa pani mgr Gergont, ktéry pokazuje, ze
odlegloé¢ Banacha-Mazura pomiedzy przestrzeniami ¢ = C(|1,w|) a C([1,w3]) jest mniejsza
niz In 4, co jest pewnym przyczynkiem w kierunku rozstrzygniecia hipotezy postawionej przez
Candido i Galego. Podane oszacowanie (dokltadnie: przez liczbe In 3, 9635592) otrzymano, jak
pisze autorka, za pomocs ,eksperymentu komputerowego”. Mozna si¢ domyslaé, ze w pew-
nej specyficznej klasie izomortizméw z C([1,w3]) na C([1,w]), ktére byty analizowane przez
program komputerowy podczas owego ,eksperymentu”’, wybrano optymalny uktad wspol-
czynnikow, ktory zaprowadzil do najsilniejszego oszacowania. Zadanie to przypomina nieco
problem z programowania liniowego. Troche szkoda, ze autorka rozprawy nie dodata komenta-
rza na temat tego, czy w jakiej$ klasie kontrprzyktadoéw uzyskane oszacowanie jest najlepsze,
przynajmniej wedltug komputera.

Moze odrobine brakuje w catej rozprawie odwotania, cho¢by informacyjnego, do lokalnej
teorii przestrzeni Banacha, jak np. do zwigzku miedzy predualami L, a klasg Lindenstraussa
przestrzeni nalezacych do klasy £ 1. dla kazdego € > 0 (zdefiniowanych w jezyku lokal-
nym), choé¢ faktem jest, ze charakteryzacja podana przez Lazara i Lindenstraussa zostala
wspomniana na stronie 14. Jest to raczej uwaga marginalna odnoszaca sie do catoSciowego
ujecia tematu, a nie wynikoéw samej autorki.

Rozprawa jest bardzo dobrze napisana i zredagowana, a jej lektura jest duza przyjemno-
$cia. Praca pani mgr Gergont nie tylko w sposob przejrzysty prezentuje jej wiasne wyniki,
wraz z wszelkimi szczegdtami technicznymi, ale stanowi tez wartosciowe kompendium wie-
dzy z zakresu oszacowan dystorsji i odleglo$ci Banacha-Mazura. W szczegélnosci cenne sa
pogladowe omoéwienia réznych technik dowodowych, co wida¢ w rozdziale drugim, gdzie au-
torka omawia klasyczne twierdzenia Camberna i Gordona, jak rowniez najnowsze wyniki
nalezace do Candido, Galego i Piaseckiego. Umiejetnos¢ klarownego i calosciowego ujecia
tematu swiadcezy o duzej kulturze matematycznej autorki i $wietnym rozeznaniu w tematyce
rozprawy. Usterki redakcyjne czy literowki sg bardzo nieliczne i drugorzedne; wymienitbym
jedynie brak logarytmu w wierszu 17, str. 19 oraz wierszach 1-2, str. 20, literowke w na-
zwisku E. Miglieriny na str. 11 oraz symbol p zamiast uzywanego w dalszej czesci tekstu d
w definicji na str. 45. Wprowadzona na str. 42 terminologia ,fejs” wydaje mi sie odrobine
ekstrawagancka. Mysle, ze lepiej byto uzy¢ terminu , zbior ekstremalny’, ktory pojawia sie do-
ktadnie w tym samym kontekscie w polskim ttumaczeniu klasycznego podrecznika W. Rudina
Analiza funkcjonalna.

4. KONKLUZJA

Uwazam, ze przedstawiona mi do oceny rozprawa doktorska pani mgr Agnieszki Gergont za-
wiera oryginalne rozwiazanie problemu naukowego oraz spetnia wymagania ustawowe, opisane
w ustawie z dnia 20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, jak i wymagania
zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim.

Z pelnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie pani mgr Agnieszki Gergont

do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Tomasz Kochanek



