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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Agnieszki Gergont pt.

O izomorfizmach i izomorficznych wtozeniach
pomiedzy Li-predualnymi. Zastosowania.

Rozprawa Pani mgr Agnieszki Gergont jest spjna i ciekawie napisang dysertacja, ktore]
motywem przewodnim jest klasyczny temat odlegtosci Banacha-Mazura pomiedzy (rzeczy-
wistymi) przestrzeniami Lindenstraussa, w tym przestrzeniami funkcji ciggtych na prze-
strzeniach lokalnie zwartych. Na wyniki zaprezentowane w rozprawie sktadajg si¢ dwie pra-
ce widniejgce pod numerami [29] i [30] w bibliografii, napisane wspdlnie z promotorem
dr. hab. Lukaszem Piaseckim oraz kilka pojedynczych, nieopublikowanych wynikéw Pani
Gergont. Do rozprawy zalgczono stosowne o$wiadczenia zaréwno Pani Gergont jak i promo-
tora, ktére w sposéb odpowiedni wyjasniaja wktad Pani Gergont w powstanie rzeczonych
artykuléw, ktéry uznaje za istotny i wystarczajacy.

Opis zawartosci rozprawy

Zanim przejde do opisu zawartosci rozprawy, musze niestety rozpoczaé od krytycznej
uwagi jezykowej zwigzanej z naduzywaniem (a moim zdaniem caltkowicie niepotrzebnym
wprowadzeniem) nominalizacji, czyli urzeczownikowienia, takich przymiotnikow rodzaju
zenskiego jak Li-predualna, ilorazowa, wielo$cienna w miejsce takich zwrotow jak prze-
strzeni Ly-predualna, przestrzer ilorazowa, przestrzen wieloscienna', etc., by wymienié tylko
kilka przyktadéw. Przyznaje, ze rzadko czytam teksty dotyczace teorii przestrzeni Banacha
w jezyku polskim, mimo to watpie by taka nominalizacja przymiotnikéw byta powszechna
w jezyku matematycznym i cokolwiek utatwiata. Ergo, wielokrotnie musiatem zatrzymac
czytanie by poszuka¢ pozornie brakujacego podmiotu — by¢ moze jest to, zamierzona badz
nie, kalka angielskiej nominalizacji dual zwrotu dual space. W jezyku angielskim zjawisko
to rzadzi sie jednak zupelie odrebnymi prawami, a przeszczepienie go do polskiego jezyka
matematycznego sprawito wrazenie, ze sam tytul rozprawy zawiera btad literowy polegajacy
na pominieciu odpowiedniego rzeczownika.

Rozprawa rozpoczyna si¢ Wstepem, w ktérym Doktorantka dobrze wyjasnia motywacje
dotyczace prowadzonych przez Nig badan oraz w ktérym rzetelnie wprowadza tfo historycz-
ne by odpowiednio umiejscowi¢ omawiane wyniki. Centralnym pojeciem pracy jest odlegtos¢

ITutaj chyba lepszym tlumaczeniem jest przestrzeri polihedralna, gdyz nie o $ciany samej przestrzeni
chodzi, a o §ciany kuli jednostkowej tejze.



Banacha—Mazura pomiedzy dwiema izomorficznymi przestrzeniami Banacha X i Y zdefi-
niowane jako logarytm z infimum dystorsji izomorfizméw miedzy nimi, tj. Ininf | T]|||7,
gdzie T: X — Y jest (liniowym) izomorfizmem. O ile obecnie logarytm w tej definicji czgsto
si¢ zaniedbuje jako zbedny ornament, tutaj zostal on zachowany z powodu wynikéow zapre-
zentowanych w ostatnim rozdziale a dotyczacych wlasnosci (semi-)metrycznych przestrzeni
typéw izomorficznych przestrzeni Lindenstraussa (przestrzen Banacha X jest przestrzeniq
L, -predualng albo przestrzeniq Lindenstraussa, gdy X* jest izometryczne z Ly (i) dla pewnej
miary u). Moja opinia o sposobie zaprezentowania wynikéw w kontekscie dotychczasowych
badari jest jednoznacznie pozytywna. Wydaje mi sig, ze Doktorantka nie byta swiadoma
nastepujacego problemu pochodzacego od Petczytiskiego?, ktéry jest otwarty po dzi$ dzien:

Niech K; i K, beda takimi przestrzeniami zwartymi, ze przestrzenie C(K;) i
C(Ky) sg izomorficzne. Czy odleglo$é Banacha—Mazura C(K,) i C(K>) jest po-
staci Inn dla pewnej liczby naturalnej n?

W istocie wyniki z rozprawy sg znaczacym krokiem ku negatywnemu rozwigzaniu rzeczonego
problemu.

Uwaga do rozadziatu: brakuje jasnej sygnalizacji, ze wyniki dotyczg rzeczywistych prze-
strzeni Lindenstraussa; skalary zespolone w tej dziedzinie przysparzajg niespodziewanych
probleméw i zwykle metody dowodowe wymagaja oryginalnych modyfikacji.

W Rozdziale I Doktorantka podsumowuje wyniki znane w literaturze dotyczace identy-
fikacji niektérych klasy przestrzeni Lindenstraussa jako przestrzeni funkceji afinicznych na
sympleksie badz przestrzeni funkcji ciaglych na przestrzeniach lokalnie zwartych. Mimo,
ze rozdzial ten zawiera jedynie kilka przykladéw, réznice pomiedzy réznorakimi klasami
przestrzeni Lindenstraussa sg dobrze zilustrowane. Mam jednak wrazenie, ze rozdzial ten
powinien byl by¢ zintegrowany ze Wstepem.

Drobna uwaga: zwrot pierwiastki dowodowe w wypowiedzi Uwagi 2.1.6 jest lekko zaska-
kujacy.

W Rozdziale II Pani Gergont skupia si¢ na wynikach odnoszacych si¢ do odlegtosci
Banacha-Mazura zaczynajac od stynnego twierdzenia Banacha—Stone’a by nastepnie omoé-
wié twierdzenie Amira-Camberna. Z twierdzenia tego wynika, ze liczba In 2 jest optymalnym
kresem dolnym na odlegtoéé Banacha—Mazura dwoch izomorficznych ale nie izometrycznych
przestrzeni funkcji ciggtych. Rozdzial zwieniczony jest do$¢ nowym wynikiem Candido oraz
Galego dotyczacym odlegtoéci Banacha-Mazura pomiedzy niektérymi przestrzeniami funk-
cji cigglych, ktére sg izomorficzne z cy.

W kontekscie wspomnianego problemu Pelczyriskiego niezmiernie interesujacy wydaje
mi si¢ (nieopublikowany) Przykiad 2.1.12, ktéry pod zalozeniem pozytywnego rozwigzania
problemu Petczynskiego daje niespodziewane oszacowanie na odlegto$¢ Banacha-Mazura
pewnych przestrzeni izomorficznych z cy. Problem polega na tym, ze Doktorantka nie zata-
czyta (np. w aneksie do rozprawy badz w ogélnodostepnym repozytorium takim jak GitHub)

2Problem 28 na stronie 73 w: A. Pelczynski, Linear extensions, linear averagings, and their applications
to linear topological classification of spaces of continuous functions, Dissertationes Math. 58 (1968), 92.



replikowalnego kodu, ktory pozwalalby utwierdzié, ze liczba 2.01 nie jest konsekwnecjg ku-
mulacji btedéw numerycznych. Goraco zachgcam Panig Gergont do dalszych badan (wspo-
maganych komputerowo) tego zagadnienia.

W dalszej czeéci rozdziatu omawiane sg pewne szczeg6lne hiperptaszczyzny, ktére nada-
ja ciekawy koloryt rozwazanej teorii, co przygotowuje grunt pod wyniki dotyczace prawie
izometrycznych przestrzeni Lindenstraussa i wlasnosci przez nie zachowywanych.

Rozdzial 111 zawiera z mojego punktu widzenia najistotniejszy wynik rozprawy, ktory
méwi, ze jezeli X jest takg przestrzenig Lindenstraussa, ze zbiér punktéw skupienia zbioru
punktéw ekstremalnych kuli jednostkowej przestrzeni X* ztozony jest z wektoréw o dtugosci
co najwyzej r dla pewnego r < 1, to dla dowolnego izomorficznego wtozenia przestrzeni ¢ w
X mamy
o=
1+7
Twierdzenie to jest oryginalng i tworczg wariacja twierdzenia Camberna (ktére dodatkowo
wymaga by operator T by izomorfizmem); analogiczny wynik otrzymany jest dla przestrzeni
funkcji afinicznych na sympleksie (zamiast ¢) jednak w tym wypadku istnienie izomorficzne-
go wlozenia takiej przestrzeni nie jest, co oczywiste, automatyczne i musi by¢ przeniesione
do zatozen. Dalsze interesujgce wyniki tego typu otrzymane zostaty dla pewnych hiper-
przestrzeni (ale juz z innymi oszacowaniami). Jest dla mnie bezwzglednie jasne, ze dowody
wspomnianych tu twierdzen (majace wspélny mianownik w postaci oryginalnego twierdze-
nia Camberna) wymagaty od Doktorantki opanowania biegtoéci oraz odnajdowaniu si¢ w
oszacowaniach kontrolujacych norme jednoczeénie 7 i T

ITIT=) >

Wisienkg na torcie tego rozdzialu jest nieopublikowany wynik Doktorantki podajacy
zgrabne (acz niekonieczne zgrubne) ozsacowanie z dotu odlegtosci Banacha—Mazura do prze-
strzeni cg.

Rozdzial IV rozpoczyna si¢ od przywotania ciekawego dowodu L. Veselego braku wtasno-
$ci polihedralnosci przestrzeni ¢, ktéry motywuje interesujaca charakteryzacje¢ polihedral-
nych przestrzeni polihedralnych jako tych ktére nie zawierajg izometrycznych kopii prze-
strzeni ¢ (Casini, Miglierina, Piasecki, Vesely). Z twierdzenia tego Doktorantka wyprowadza
iloéciowy warunek na to, kiedy polihedralno$é zachowuje si¢ poprzez odpowiednio matg
odlegto$é Banacha-Mazura (Wniosek 4.1.3).

Nastepnie Doktorantka przekierowuje uwage na operatorows wersje twierdzenia Hahna—
Banacha dla operatoréw zwartych o warto$ciach w przestrzeniach Lindenstraussa. Jest to
wazkie zagadnienie, ktére bylo motywacja Lindenstraussa do badania polihedralnych prze-
strzeni o przestrzeniach sprzezonych izometrycznych z L (u). Doktorantka zatacza ten krag
idei w twierdzeniu charakteryzujgcym przestrzenie dopuszczajace taksa wlasnosé rozszerza-
nia operatoréw zwartych jako tych, ktorych przestrzen sprzezona jest postaci ¢1(I') i nie
zawieraja nieskoriczenie wymiarowych przestrzeni funkcji afinicznych badz hiperptaszczyzn
w co zawierajacych ciggi stale (Twierdzenie 4.2.6).

W Sekcji 4.3 Doktorantka rozwaza topologiczne i metryczne wlasnosci przestrzeni Ba-
nacha-Mazura modulo relacja prawie izometrycznosci. Istotnym wynikiem jest wskazanie
homeomorfizmu tej przestrzeni z podzbiorem ¢; zlozonym z nieujemnych ciggéw niema-
lejacych z kuli jednostkowej tej przestrzeni. Lekkie zdziwienie budzi we mnie szczegblowy
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dowéd Lematu 4.3.2, ktéry jest prostym éwiczeniem dotyczacym wypuklosdci w sensie Schura
(i zapewne byl znany Schurowi). Pozwole sobie zaoferowaé tutaj ogoélniejszy fakt.

Niech z,y € R™. Piszemy z < vy, gdy ustawiwszy wspoélrzedne z i y, odpowiednio, w
ciggi nierosngce z*, y* dla k < n mamy E?;l zp & 25:1 Yr OTAZ Y0 g T, = 2.5 Y- Funkcja
f:R" — R jest wypukla w sensie Schura, gdy z x < y wynika, ze f(z) < f(y). Kazda
symetryczna funkcja wypukla jest wypukta w sensie Schura — na przyktad funkcja f, ktora
sumuje wartosci bezwzgledne wspotrzednych wektora. Zatem, pod zatozeniami lematu, rzecz
sprowadza sie do zauwazenia, ze f jest wypukta w sensie Schura. Co ciekawe takie uogolnienie
daje perspektywe na opis innych realizacji homeomorficznych przestrzeni H/ ~.

Kolejna czeéé rzeczonego rozdziatu zawiera, moim zdaniem, najgtebsze wyniki dotyczace
optymalnych homotopii na H/ ~. Twierdzenie 4.3.9 daje jawny wzér na optymalna scigzke
taczacy klase abstrakeji hiperprzestrzeni postaci W~ a klasg abstrakcji przestrzeni ¢y wraz
z dokladnym wzorem na jej dtugoéé jako fukcja jedynie z*. Wzér ten opiera si¢ na bardzo
pieknym Lemacie 4.3.11 obliczajacym dtugosé krzywej (lipschitzowskiej) ¢ — Wiy jest
postaci:
1+ af|z*|]

L+ Bz’

gdy krzywa ta rozwazana jest na przedziale o, 8] C [0, 1].

21n

Techniki dowodowe zastosowane w tym (pod)rozdziale oraz ukazana sprawno$¢ Dok-
torantki w operowaniu na nich sprawiaja bardzo dobre wrazenie i $wiadcza o dojrzatosci
matematycznej Pani Gergont.

Ostatnia cze$é rozdziatu dotyczy zagadnienia *-stabej stabilnosci wlasnosci punktu sta-
lego w orbicie dla pewnych klas przestrzeni o przestrzeni sprzezonej izometrycznej z £;.
Tematyka ma diugie tradycje w Lublinie i cieszy, ze jest ona kultywowana przez Dokto-
rantke. Przestrzen Banacha X ma wlasnosé punktu statego, gdy dla kazdego niepustego,
domknietego, ograniczonego zbioru wypuktego C' C X kazde odwzorowanie nierozszerzaja-
ce T: C — C ma punkt staty. W przypadku przestrzeni sprzezonej mozna moéwic o takiej
wlasnosci w *-stabym sensie wzmacniajac domknigtosé C' przez *-staba domknigtos¢. Znane
jest twierdzenie Karlovitza, ktére orzeka, ze {1 (interpretowane jako przestrzen sprzgzona
przestrzeni cp) ma taka wlasno$¢. W rzeczonej sekcji, Pani Gergont doskonale rysuje stan
badan nad ta wlasnoécig w klasie wybranych przestrzeni Lindenstraussa (zwykle autorstwa
podzbioréw zbioru autoréw: Casini, Miglierina, Piasecki, Popescu). Doktorantka stara sig
skwantyfikowaé¢ wspomniane sytuacje, gdy przestrzen ¢;-predualna (postaci We-) ma badz
nie ma wlasno$é punktu statego, wprowadzajac stala

5, (We) =sup{n > 0: Y € H,d(W,-,Y) <n=Y"* ma o({1,Y)-whasnos¢ punktu statego}

by obliczy¢ jej doktadng warto$é (Twierdzenie 4.4.18):
3— el
M (Wee) = In ———,
" 1— lex]

co oczywiécie pozostaje w duchu wspomnianego wczesniej twierdzenia Camberna, ktore
tutaj pobrzmiewa z raczej nieoczywistych przyczyn. Rozdzial ten zakonczony jest serig
ciekawych (nieopublikowanych) wariacji Doktorantki dotyczacych réznorakich sum prostych
przestrzeni W« i podobnych oszacowac dla statej 7.
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Ocena merytoryczna rozprawy

Chcialbym za$wiadczyé, ze rozprawa doktorska mgr Gergont jest oryginalna, poprawna
i wnosi istotny wktad w teori¢ odleglosci Banacha-Mazura, ze szczegblnym uwzglednieniem
przestrzeni Banacha-Mazura przestrzeni ¢o modulo relacja bycia prawie izometrycznymi
przestrzeniami Banacha. Tematyka jest dobrze osadzona w badaniach prowadzonych w kra-
ju i za granica, a wyniki te zostaly bardzo dobrze naswietlone, co sprawia, ze motywacje
rozwazania czesto do$é technicznych w wypowiedzi twierdzen sg wystarczajaco dobrze czy-
telne. Uwazam takze, ze techniki dowodowe zastosowane w pracy wymagaly istotnych trud-
nosci natury technicznej i wymagaly nabycia bieglosci w oszacowaniach, ktére nie naleza
do wspélnego warsztatu matematykéw. Pomimo tego, ze gtéwne wyniki zaprezentowane w
pracy sg juz opublikowane, na uwage zastuguja takze sporadyczne wyniki nieopublikowane,
ktére doskonale dopeiajg obrazu sytuacji i czasami pomagajg lepiej zrozumie¢ kontekst.
Pozwole sobie tu jeszcze raz wspomnie¢ Przyktad 2.1.12, ktéry moim zdaniem zastuguje na
dalsze rozwinigcie.

Konkluzja

W obliczu powyzszych spostrzezen, chciatbym stwierdzi¢ jednoznacznie, ze rozprawa
doktorstka Pani mgr Agnieszki Gergont spelnia wszystkie wymagania Ustawy o stopniach i
tytule naukowym, w zwiazku z czym, wnioskuj¢ o dopuszczenie Pani mgr Agnieszki Gergont
do kolejnych etapéw przewodu doktorskiego celem nadania stopnia naukowego doktora w
dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych w zakresie matematyka.

/
(-) dr hab. Tomasz Kania, prof. UJ

- %
I
/ 4 (‘:', AiA y
/ (4 ) U/ ’\./{ ('{ .‘y7 = L k QL(
o L



