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Opinia o doktoracie p. mgr Agnieszki Gergont
O izomorfizmach i izometrycznych wtozeniach pomiedzy L,-predualnymi.
Zastosowania.

Przedstawiona rozprawa doktorska pani mgr Agnieszki Gergont zostata wykonana na Wy-
dziale Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej w Lublinie, a
jej promotorem jest pan dr hab. FLukasz Piasecki. Rozprawa liczy 68 stron; sktada sie ze strony
tytutowej, wstepu wraz z dedykacja, czterech rozdziatéw, bibliografii obejmujacej 62 pozycje
i spisu tresci. W duzej czesci rozprawa bazuje na dwoch dobrze opublikowanych pracach [29]
i [30] (numeracja zgodna z podana w rozprawie), ktorych A. Gergont jest wspotautorka, lecz
zawiera rowniez kilka nowych, jeszcze nie opublikowanych wynikéw.

W pierwszej czesci recenzji omoéwie problematyke rozprawy; w czesci drugiej przedstawie
uwagi dotyczace kwestii redakcyjnych i merytorycznych, zas w podsumowaniu sformutuje osta-
teczna konkluzje.

Czes¢ pierwsza (zawarto$é rozprawy): Rozprawa pani Gergont dotyczy waznego za-
gadnienia w teorii przestrzeni Banacha, a mianowicie tzw. przestrzeni Lindenstraussa (lub
przestrzeni L'-predualnych) i, w szczegélnosci, przestrzeni £'-predualnych. Rzeczywista prze-
strzen Banacha X jest L'-predualna jezeli przestrzen z nig sprzezona X* jest przestrzenia
Lebesgue’a L'(€, 1) dla pewnej przestrzeni z miara (€2, u) (oczywiscie z doktadnoscia do izo-
metrycznego izomorfizmu). Zainteresowanie takimi przestrzeniami wynika z faktu, ze prze-
strzenie L!-predualne nie sa wyznaczone jednoznacznie (ponownie chodzi jednoznacznoéé z
doktadnoscig do izometrii), np: ¢§ = ¢' = ¢*. Rodzi to szereg pytan dotyczacych zwiazkow
miedzy przestrzeniami L'-predualnymi, ich klasyfikacji, a takze wtasnosci topologicznych i
geometrycznych przestrzeni dualnej wrazliwych na wybo6r predualnej i jej strukture. Badania
nad przestrzeniami L'-predualnych zapoczatkowal A. Grothendieck, byly takze przedmiotem
zainteresowania wielu znanych matematykéw, w szczegélnosci Lindenstraussa, Wojtaszczyka
i wielu innych, Gleita, Alspacha i innych. Teoria przestrzeni Lindenstraussa i problematyka
pokrewna budzita i nadal budzi wiele zainteresowania i inspiruje do badan.

Prace p. Gergont rozpoczyna dosé dtugi, przeladowany informacjami wstep, w ktorym
autorka szczegbdlowo omawia przedmiot rozprawy i jej zawartosé, a takze podstawowa termi-
nologie i oznaczenia. Czyni to w bardzo profesjonalny i wyczerpujacy sposob, jednak lektura
wstepu nie jest tatwa, a informacje tam zawarte sa chyba czesciowo zbedne, gdyz te potrzebne



dla toku rozumowania ponownie pojawiaja si¢ w dalszych czedciach pracy. W pierwszym roz-
dziale autorka zwiezle przedstawia przedmiot swych badan, tj. przestrzenie Lindenstraussa,
ich przyktady (a raczej klasy takich przestrzeni) i konwencje terminologiczne. Fakty tu zgro-
madzone i sposéb ich prezentacji uznaje¢ za popis erudycji autorki: bez watpienia panuje ona
Swietnie nad ta tematyka i dysponuje duza szczegdlowa wiedzg. Obiekty tu omoéwione sa
niekiedy zlozone i opanowanie ich wymaga cierpliwosci i sprawnosci technicznej. Czytelnik
nieobyty na codzien z wszystkimi niuansami i ,smaczkami” teorii, patrzacy z dystansu (tak,
jak piszacy te stowa recenzent) moze mie¢ jednak poczucie pewnego eklektyzmu. Autorka
podaje wiele definicji, faktow i zwiazkéw miedzy omawianymi obiektami, lecz ilo$é troche
zmniejsza przekonanie o znaczeniu tych wynikéw. Podobny charakter ma drugi rozdziat, w
ktorym omoéwiono kwestie zwigzane z odlegtoscig Banacha-Mazura pomiedzy izomorficznymi
przestrzeniami Banacha oraz tzw. dystorsjg (izomorficznego) wtozenia. Tu réwniez autorka
podaje szereg klasycznych wynikéw, a takze tych mniej klasycznych, np. bardzo interesujacych
przykladow i uwag promotora o zachowaniu odleglosci Banacha-Mazura w klasie H tzw. £!-
predualnych hiperplaszczyzn w przestrzeni ¢ ciagéw zbieznych (tu autorka wspomina o swym
udziale w tych zagadnieniach opublikowanym w pracy [30]).

Zasadniczg zawarto$¢ rozprawy doktorskiej p. A. Gergont rozpoczyna rozdziat trzeci, w
ktorym bada oszacowania z dotu dystorsji wlozen przestrzeni ¢, lub £'-predualnych hiperplasz-
czyzn z klasy H, w przestrzen L'-predualng X, dla ktorej zbior stabych*-punktéow skupienia
zbioru punktow ekstremalnych domknietej kuli jednostkowej Bx+ w przestrzeni dualnej jest
zwarty ,.gteboko” w Bx=, tzn. w kuli o promieniu 0 < r < 1, tzn. (extBX*)/ C rBx=.
Pojawiaja sie tutaj wyniki opublikowane w pracach [29] i [30], tzn. przede wszystkim twier-
dzenie 3.1.3 o wlozeniach ¢ w X, a takze jego drobne uogélnienie na przypadek wtozen w
X przestrzeni prawie izometrycznych z ¢ (Wniosek 3.1.5). Okazuje sie, ze oszacowanie dys-
torsji wtozenia wynosi (3 —7)(1 +7)~! i jest optymalne, na co wskazuje podany nietrywialny
przyktad 3.1.9. W dalszym ciagu udowodniono twierdzenie 3.2.1 o dystorsji wlozen hiperptasz-
czyzn 7z klasy H w X, gdzie dolne oszacowanie oraz parametr r zaleza od hiperplaszczyzny.
Dowody obu wymienionych twierdzen sg dalece nietrywialne, technicznie ztozone i pomystowe,
czego bynajmniej nie umniejsza (wspomniane zreszta przez autorke) pewne podobienistwo do
idei z pracy Camberna. Nalezy tez podkresli¢, ze wynikom abstrakcyjnym towarzysza do-
brze dobrane przyklady i wnikliwe konstrukcje wskazujace na optymalnosé oszacowan (np.
wspomniany przyktad 3.1.9, przyktad 3.2.4), a takze konsekwencje w odniesieniu do odlegtosci
Banacha-Mazura pewnych przestrzeni z rozwazanych klas, np. wniosek 3.2.8. Ostatnim rezul-
tatem tego rozdzialtu jest (nieopublikowane jeszcze, a bardzo tadne) twierdzenie o oszacowaniu
dolnym odlegloici Banacha-Mazura dowolnej izomorficznej z cg ¢!-predualnej przestrzeni Ba-
nacha X od ¢g. Oszacowanie to jest takze optymalne, a zalezy od liczbowej charakterystyki
r*(X) bedacej miara wspomnianego wyzej zanurzenia stabego® domkniecia punktow ekstre-
malnych.

Kolejnym rozdziatlem zawierajacym wyniki pracy badawczej p. Gergont jest rozdzial
czwarty. Przedmiotem jej rozwazan jest stabilnos¢ okre$lonych wlasnosci strukturalnych i
geometrycznych przestrzeni L'-predualnych, rozumiana jako ,niewrazliwosé¢” ze wzgledu na
mala ,perturbacje” w sensie odlegtoéci Banacha-Mazura, a wyniki pochodza ponownie z prac
[29] i [30]. W tym kontekscie pojawia sie obserwacja z wniosku 4.1.3 dotyczaca warunku
dostatecznego wielo§ciennosci przestrzeni L'-predualnych wyrazonego w jezyku odlegtosci od
przestrzeni X spelniajacej zatozenie z twierdzenia 3.1.3. Nastepnie autorka bada wtasnosé sfor-
mulowang przez Lindenstraussa, tzw. wlasnosé rozszerzania operatorow zwartych. Uzyskuje
mianowicie twierdzenie 4.2.6 (i ciekawy wniosek w twierdzeniu 4.2.8), w ktérym podaje szereg
warunkéw rownowaznych tej wlasnosci. Rezultat ten jest istotnym uzupeklieniem twierdzenia
Lindenstraussa orzekajacego, ze (nieskoriczenie wymiarowa) przestrzeri Banacha ma wtasnosé



rozszerzania operatoréw zwartych wtedy i tylko wtedy, gdy jest wielo$cienna przestrzenia L'-
predualna.

Bardzo ciekawy jest podrozdzial 4.3 rozprawy. W tym miejscu doktorantka zajmuje sie
wprowadzona przez swego promotora (i zdefiniowana w rozdziale 2) przestrzenia metryczna
H/ ~. Otoz odlegtosé Banacha-Mazura nie jest metryka; jest ona raczej pseudometrykaq (oczy-
wiscie w zbiorze przestrzeni Banacha modulo izomorficzna izometria), tzn. przestrzenie izo-
morficzne o zerowej odleglosci Banacha-Mazura nie musza by¢ izometryczne. To spostrzezenie
odnosi sie rowniez do klasy H. Postepujac standardowo, tzn. utozsamiajac przestrzenie z
klasy H odlegle (w sensie Banacha-Mazura) od siebie o 0 otrzymuje sie wlasnie przestrzen
metryczna H/ ~ indukowana przez pseudometryke Banacha-Mazura. Okazuje sie (twierdze-
nie 4.3.1), Ze jest ona homeomorficzna (a nawet w pewnym technicznym sensie izometrycza)
z przestrzenia nierosnacych ciagoéw z £ o normie < 1. Ten strukturalny wynik opiera sie na
nietrywialnym, eleganckim rozumowaniu analitycznym; to na prawde tadny kawatek delikatnej
i skomplikowanej matematyki. Przestrzen H/ ~ jest Sciggalna do klasy abstrakcji przestrzeni
o (co jest hiperplaszczyzna wyznaczona przez forme zerowa), a homotopia $ciagajaca dziata
,po promieniach”. To jest dos¢ oczywiste, lecz w twierdzeniu 4.3.9 autorka przytacza rezultat
(z pracy [30]) dotyczacy dtugosci tych ,promieni” oraz ich lipschitzowosci. Ten i inne pokrewne
wyniki dotyczace dtugosci Sciezek taczacych punkty z przestrzeni H/ ~, a takze wyniki autorki
jeszcze nie opublikowane, ponownie swiadczg o duzej biegtosci technicznej autorki i otwieraja,
zdaniem recenzenta, ciekawe ,nieliniowe” perspektywy badawcze. Sa to wyniki strukturalne,
gdyz daja informacje nie tylko o odlegtosci Banacha-Mazura ,punktow” z H/ ~, lecz o takze
dhugosci drog je taczacych.

Ostatnia z badanych wtasnosci przestrzeni z rozwazanych klas jest (co nalezy zreszta do
swoistego spécialité de la maison lubelskiej szkoly geometrii przestrzeni Banacha) wlasnosé
punktu stalego, a doktadniej mowiac staba® wtasnosé punktu statego (*-WPS), przy czym
chodzi o punkty stale odwzorowar nieoddalajacych okreslonych na wypuklych o(X*, X)-
zwartych podzbiorach przestrzeni dualnej X*. Autorka przytacza duzg liczbe faktow doty-
czacych *~-WPS dla ogblnych przestrzeni Banacha, lecz swojg uwage skupia na przestrzeniach
¢'-predualnych, a dokladniej méwiac na stabilnogci tej wlasnosci w klasach H i F (gdzie F
jest klasa — odpowiednio rozumianych — sum prostych hiperptaszczyzn z H). Okazuje sie, ze
w wielu przypadkach, dla ustalonej ¢!-predualnej przestrzeni X majacej *-WPS, mozna do-
kladnie oszacowaé i/lub obliczy¢ stala n*(X) taka, ze jesli przestrzen Y jest ¢'-predualna o
odlegtosci Banacha-Mazura od X nie wiekszej niz n*(X), to Y* ma *-WPS. Idac dosé¢ prze-
tartym przez promotora szlakiem w twierdzeniach 4.4.18 i 4.4.19 autorka wyliczyla te stata w
sytuacji, gdy przestrzenie o ktérych mowa sa w klasach H lub F, a wiec gdy X,Y € H lub
F. Wreszcie ostatnie wyniki rozprawy p. Gergont dotycza podobnej sytuacji w odniesieniu do
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Czes¢ druga (ocena merytoryczna): Przedstawiona praca doktorska mgr. Agnieszki
Gergont stanowi przyktad solidnego rzemiosta matematycznego w dziedzinie nowoczesnej teo-
rii geometrii przestrzeni Banacha. Wyniki w niej zaprezentowane (otrzymane we wspolpracy
z promotorem lub samodzielne) naleza do tzw. frontline of research i wpisuja sie mocno
we wcezesniejsze badania promotora opublikowane w licznych, na ogdét wspotautorskich, pra-
cach. Mozna powiedzieé¢, ze wiekszo§é rezultatéw rozprawy ma charakter uzupetnien wynikow
wezesniejszych lub kontynuacji wezesniejszych badan. Promotor rozprawy jest bez watpienia
jednym z najlepszych specjalistow w zakresie przestrzeni Lindenstraussa, a jego podopieczna
dzielnie sekunduje mu w bardzo ekstensywnych badaniach w tej dziedzinie osiagajac szereg
ztozonych technicznie szczegdtowych wynikéw, majacych czesto charakter optymalny, co po-
twierdzajg niebanalne przykltady. Sa to wiec wyniki nie tylko jakosciowe, lecz czesto ilosciowe,



co dobrze wpisuje sie w ostatnio modny nurt tzw. quantitative Banach space geometry. Au-
torka jest doskonale obyta w literaturze dotyczacej przedmiotu swych zainteresowaii, dysponuje
duza kultura matematyczna, co jest odzwierciedlone staranna redakcja tekstu (nie zauwazytem
praktycznie zadnych usterek literowych, co jest na prawde rzadkim ewenementem), dojrzaltym
i swobodnym jezykiem, przejrzysta terminologia oraz wlasciwym ukladem pracy. Autorka
pokazalta spora biegtos¢ i talent w prowadzeniu nietrywialnych i technicznie ztozonych rozu-
mowan oraz w konstrukcji przyktadéw ilustrujacych teorie i pojecia.

Rozprawa p. Gergont nie zawsze jednak jest tatwa w czytaniu. Matematyka na ogdt nie
jest tatwa dla czytelnika, ale w tym przypadku recenzent mial kilkakrotnie wrazenie, ze eru-
dycyjny (a czasem wrecz intensywnie przegladowy) przekaz nie jest potrzebny i ze nie zawsze
ilos¢ przechodzi w jakosé. Mysle, ze z czesci zaprezentowanych wynikow (innych autorow)
mozna by zrezygnowaé¢ bez szkody na niezbednych rozumowan, a z zyskiem dla przejrzystosci.
Miejscami tez recenzentowi zabraklo motywacji dla podejmowanych zagadnieri. Jest jasne, ze
praca doktorska p. Gergont ma charakter akademicki i tak, jak na pewne gory sie wchodzi
,bo sa”, tak i na pewne pytania sie odpowiada ,bo sg”. To jednak nie zmienia faktu, ze dobrze
jest w badaniach matematycznych mie¢ motywacje nie tylko akademickie.

W powyzszym omoéwieniu zawartosci pracy wskazalem na, moim zdaniem, najwazniej-
sze wyniki pracy. Uwazam, ze na specjalng uwage zastuguja: twierdzenie 3.1.3 z pieknym
dowodem (i towarzyszacy mu przyktad 3.1.9), bardzo solidne twierdzenie 4.2.6 o charaktery-
zacji przestrzeni majacej wlasnosé rozszerzania operatoréw zwartych, a takze (moze przede
wszystkim) zawartos¢ podrozdziatu 4.3 o przestrzeni H/ ~ uzupelniony o twierdzenia 4.4.18 i
4.4.20.

Podsumowanie Nalezy stwierdzi¢, ze praca doktorska mgr Agnieszki Gergont potwier-
dza jej dojrzatos¢ matematyczna i wysokie kompetencje naukowe. Rozprawa prezentuje dobra
wiedze autorki i jej umiejetno$é¢ do samodzielnego prowadzenia badan. Przedmiotem rozprawy
jest szereg ciekawych oryginalnych probleméw, a uzyskane wyniki sg oryginalne i wartosciowe.

Biorac pod uwage powyzej sformutowane oceny i komentarze stwierdzam, ze przedsta-
wiona rozprawa doktorska p. mgr Agnieszki Gergont spelnia ustawowo i zwyczajowo stawiane
wymagania. Wnosze wiec z pelnym przekonaniem o dopuszczenie rozprawy mgr Gergont do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



