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Temat rozprawy: Wybor optymalnych L—statystyk w estymacji kwantyli

W rozprawie doktorskiej zaymujemy si¢ klasycznym problemem estymacji kwantyli przez sta-
tystyki porzadkowe z proby losowej oraz ich liniowe kombinacje, zwane L-statystykami. Dla pro-
by ustalonego rozmiaru wyznaczone zostaly najlepsze estymatory kwantyli w postaci pojedynczej
statystyki porzadkowej oraz w postaci kombinacji liniowej dwoéch sasiednich statystyk porzadko-
wych. W znanej literaturze poswigconej temu problemowi wyboér odpowiednich L-statystyk jako
estymatoréw kwantyli jest uzasadniany intuicyjnie. W pracy zaproponowane zostalo catkowicie
nowe podejscie do problemu poprzez wprowadzenie nowego kryterium optymalnoSci L-statystyki
jako estymatora kwantyla. Kryterium to opiera si¢ na zastosowaniu nieparametrycznych gérnych
i dolnych oszacowan obcigzenia estymacji kwantyli. Wyznaczenie wartoSci tych oszacowan jest
jednym z gtéwnych wynikéw rozprawy. Zastosowanie nowego kryterium pozwala na wyznacze-
nie wzglednie prostych reguly wyboru jak najlepszych estymatoréw oraz dowodzi¢ analitycznie
ich optymalnoSci, a uzyskane estymatory moga by¢ tatwo zastosowane w praktyce. Podejscie do
problemu zaprezentowane w rozprawie jest w pelni nieparametryczne, a wigc zostaly wyznaczone
estymatory, ktore optymalnie szacuja kwantyl zadanego rzgdu w sytuacji, gdy nie mamy zadnej
uprzedniej wiedzy co do rozktadu badanej wielkosSci losowej. Dodatkowo, praca zawiera liczne
przyklady obliczefi numerycznych, ktére ilustruja otrzymane wyniki i pozwalaja na analiz¢ wia-
sno$ci wprowadzonych estymatorow.

W pierwszym rozdziale oméwione zostaly szczegétowo najwazniejsze pojecia rozwazane w roz-
prawie, tj. kwantyle, funkcje kwantylowe, statystyki porzadkowe oraz L—statystyki. Podano row-
niez liczne przyktady L—statystyk stosowanych w literaturze jako estymatory kwantyli.

W Rozdziale 2 wprowadzono nowe kryterium optymalnos$ci L-statystyk jako estymatoréw
kwantyla zadanego rzgdu p € (0, 1) przy ustalonym rozmiarze préby n. Kryterium to oparte jest
na optymalnych oszacowaniach obciazenia estymacji kwantyla rzedu p przez zadang L—statystyke
i ma jasne uzasadnienie intuicyjne.

W kolejnym rozdziale wyznaczone zostaty jawne wzory na gérne i dolne oszacowania obcig-
zenia estymacji funkcji kwantylowych przez pojedyncza statystyke porzadkowa. W szczegdlnosSci
wykazano, ze dla ustalonych wartosci 2 < j < n— 1 istnieje przedziat (60;,&;) zawierajacy licz-
be ﬁ taki, ze dla dowolnego rozktadu F o skoriczonej wariancji G% oraz dla dowolnego p € (6;,&;)
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Ponadto, oszacowania te sg osiagnigte dla odpowiednio dobranych rozktadéw dwupunktowych. Dla
wartosci p lezacych poza tym przedziatem, albo lewa albo prawa strona w powyzszej nierdwnosci
wyraza si¢ bardziej skomplikowanym wzorem.

W Rozdziale 4 stosujac kryterium wprowadzone w Rozdziale 2 oraz wartosci oszacowan wy-
znaczone w Rozdziale 3, wyznaczono optymalny estymator kwantyla zadanego rzedu p € (0,1)
w postaci pojedynczej statystyki porzadkowej. Doktadnie méwiac, udowodnimy, ze istnieja jedno-
znacznie okreslone liczby a; ,, 1 < j < n, takie, ze jezeli p € (aj—1 4,a;), to optymalnym wyborem
jest Xj.,, a jezeli p = a; , to obydwie statystyki X ., oraz X 1., sa rownie dobre. Ponadto liczby te
spetniaja warunki a; , < ﬁ <ajyipdlal <j<joraza, j,=1—a;, W szczegblnosci, w od-
réznieniu od klasycznego wyboru najlepszym estymatorem kwantyla x; /, jest Xy, jezeli 1 <k <3
lub Xj i 1., jezeli 5 < k < n. W przypadku gdy k = 7, obie statystyki X,, /2:n O1AZ X, 3 4 1., S3 TOWNIE
dobrymi estymatorami. W rozdziale tym rozwazone zostato réwniez inne kryterium optymalnosci
pojedynczej statystyki porzadkowej oparte o0 minimalizacj¢ maksymalnego obciazenia. Pokazano,
ze dla wigkszos$ci wartosci parametru p obydwa rozwazane kryteria sa rtOwnowazne.

W kolejnym rozdziale ponownie zastosowano kryterium optymalno$ci z Rozdziatu 2, ale tym
razem wyznaczony zostal najlepszy estymator kwantyla w postaci kombinacji liniowej dwdch sa-
siednich statystyk porzadkowych. Wyznaczone zostaty wartosci liczb by ,, 1 < k < n, takie ze je-
Sli p € (bin,br+1,), to optymalnym estymatorem kwantyla x,, jest (1 — 04 p)Xi:n + O pXict-1:0-
Wspotczynnik o, ;, jest wyznaczony jednoznacznie tak, ze o, , € (O, %) wtedy i tylko wtedy, gdy
P € (bin,akn), gdzie liczby ay, sa opisane powyzej. Otrzymany wynik jest zgodny z klasycz-
na definicja mediany z proby. Nalezy podkresli¢, ze w przeciwienstwie do znakomitej wigkszoSci
estymatoréw znanych w literaturze uzyskany estymator nie jest liniowg interpolacja funkcji kwan-
tylowe;.

W ostatnim rozdziale przeanalizowany zostal dodatkowo btad srednio—kwadratowy otrzyma-
nych estymatoréw, w celu poréwnania ich z estymatorami znanymi z literatury. Niestety, z uwagi
na bardzo skomplikowane wyrazenia analityczne, wigkszo$¢ wynikéw tego rozdziatu to jedynie

przyktady numeryczne.



