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1. Wstep

Rozprawa doktorska p. mgr. Pawta Kurasinskiego liczy 85 stron. Sklada si¢ ze
wstepu oraz pieciu rozdziatéw i bibliografii zawierajacej 38 pozycji. Wyniki przedstawione
w rozprawie sg oparte na pieciu opublikowanych artykutach: [21] w Applicationes Mathema-
ticae, [22] w Bulletin of the Polish Academy of Sciences. Mathematics, [25] w Communica-
tions in Statistics — Theory and Methods, [26] w Statistics and Probability Letters oraz [27]
w Bulletin Of The Institute Of Mathematics Academia Sinica. New Series. Wspotautorem
wszystkich prac jest promotor profesor Przemystaw Matuta, w pracach [25-27] profesor André
Adler a w pracy [27] Habib Naderi. Wspéipraca z André Adlerem to duza nobilitacja dla
mlodego matematyka. Profesor Adler to uznany autorytet w dziedzinie probabilistyki, wniost
ogromny wktad w rozwdj doktadnych praw wielkich liczb. Doktorant, ponadto deklaruje, ze
w pracy przedstawione sa jeszcze wyniki wlasne, dotad nieopublikowane.

Pierwsza cze$é wstepu zawiera wyjasnienie kiedy prawa wielkich liczb niosa informacje
o asymptotyce sum zmiennych losowych a kiedy musimy badaé¢ sumy wazonych zmiennych
losowych — i ta czesé teorii twierdzen granicznych rachunku prawdopodobienstwa nosi nazwe
doktadnych praw wielkich liczb. Badanie wtasnie tych praw jest przedmiotem rozprawy. Na-
stepnie doktorant dokonuje przegladu literatury dotyczacej dokladnych praw wielkich liczb.
Lista nie zbyt dluga bo tez tematyka jest catkiem "mloda”. Poczatek daty prace m.in. Hsu
i Robbinsa z 1961 i Mallera z 1978. Bardziej intensywne badania rozpoczety sie w latach
90-tych za sprawg. Adlera. W dalszej cze$ci wstepu nastepuje omoéwienie probleméw roz-
wazanych w poszczegdlnych rozdziatach. Ostatni fragment wstepu to przyktady ilustrujace
dokladne prawa wielkich liczb. W przykladzie dotyczacym Paradoksu Petersburskiego defi-
nicja gry jest niespdjna z wzorem (1), w ktérym ponadto jest blad.

2. Omoéwienie rozprawy

Rozdzial pierwszy pelni wazna role w catej rozprawie. Twierdzenia 1.3 do 1.5, dotyczace
mocnego dokladnego prawa wielkich liczb (DPWL) sg wykorzystywane w dowodach wynikow
prezentowanych w kolejnych rozdziatach. Twierdzenia 1.11 1.2 to znane DPWL dla niezalez-
nych zmiennych losowych o jednakowych rozktadach, otrzymane przez Adlera, opublikowane
w pracy [2]. W rozprawie z nowymi oryginalnymi dowodami wykorzystujacymi mocne prawo
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wielkich liczb (MPWL) Jajtego z pracy [18] oraz pewne fakty z dowodu Adlera. W tezie obu
twierdzen brakuje wskazania rodzaju zbieznosci, rowniez w dowodach nie zawsze jest on okre-
slany. W dowodzie Twierdzenia 1.2 autor blednie odwoluje sie do dowodu Twierdzenia 1.5,
chyba chodzi tutaj o Twierdzenie 1.1. Podrozdzial 1.2 jest zatytulowany ”Zbieznosé¢ prawie
pewna”, poprzedni podrozdzial réwniez omawia mocne DPWL i zdecydowana wiekszo$¢ wy-
nikéw rozprawy dotyczy zbieznosci mocnej wige taki tytut nie niesie ze soba zadnej informacji
o tresci tego podrozdziatu. W tej czesci rozprawy podane sa mocne DPWL dla niezaleznych
zmiennych losowych o réznych rozktadach, z zatozeniami na funkcje przezycia — Twierdzenie
1.3 1 na funkcje gestosci — Twierdzenie 1.4. Poréwnanie obu twierdzen zamieszczone jest w
Uwadze 1.1. Z rozumowania przeprowadzonego w uzasadnieniu wynika konkluzja dokladnie
przeciwna do zmieszczonej w uwadze. Powinna ona brzmieé: Tw. 1.3 jest mocniejsze od Tw.
1.4. W kolejny podrozdziale autor przedstawia stabe DPWL dla nieujemnych, niezaleznych
zmiennych losowych o réznych rozktadach — Twierdzenie 1.5. Zatozenia sformutowane dla
funkeji przezycia a dowod oparty na klasycznej idei badania zbieznoéci sum ucietych zmien-
nych losowych i faktach z pracy Adlera [6]. W dowodzie doktorant korzysta z Twierdzenia
A.3 podajacego charakteryzacje funkeji wolno zmieniajacej sie. Moim zdaniem twierdzenie
jest niepoprawnie sformutowane, mozna poréwnac z jego wypowiedzig w N. H. Bingham, Dr
C. M. Goldie, J. L. Teugels - Regular variation, Theorem 1.3.5. W podrozdziale 1.4 autor
przedstawia mocne DPWL dla zmiennych losowych, bez zatozer o niezaleznosci. Na poczat-
ku przytacza zatozenia z pracy [10]. Zamierza je zastapi¢ zalozeniami sformutowanymi przez
siebie, w szczegblnosci Zatozeniem 1.4. Przyklad 1.1 pokazuje, ze Zalozenie 1.3 nie wynika
z Zalozenia 1.4. Taka informacja niewiele moéwi o Zatozeniu 1.4 w kontekscie zastapienia
nim Zatozenia 1.3. Podsumujmy plany i ich realizacje: wprawdzie Zaltozenie 1.4 wystepuje
w Lemacie 1.11 1.2 ale w deklarowanych przez doktoranta gtéwnych wynikach podrozdziatu
— Twierdzeniach 1.6 1 1.7 widzimy Zalozenia 1.1, 1,2 1 1.3 — nie ma Zalozenia 1.4. Nie ma
zadnej dyskusji, ktora objasniataby wezedniejszy komentarz w §wietle otrzymanych wynikéw.
Nie ma tez umiejscowienia wynikéw w odniesieniu do stanu aktualnych badan. Sformultowa-
nia Zalozenia 1.3 i Lematu 1.1 sg tak karkolomne, wielokrotne implikacje i réwnowaznosci
— trudne do zaakceptowania. W Twierdzeniach 1.6 i 1.7 sformutowanie warunku dla ciagu
(Yy) sugeruje, ze ma on spetnia¢ Zatozenie 1.2 dla dowolnego ciagu funkcji (f,,). W dowodzie
jest zastosowany konkretny ciag.

W Rozdziale 2 autor rozwaza mocne DPWL dla ilorazéw niezaleznych zmiennych loso-
wych o tym samym rozktadzie. Stwierdza, ze wyniki tego rozdziatu uogélniaja twierdzenia
Adlera zawarte w pracy [6] i dotyczace mocnego DPWL dla niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladzie jednostajnym na analogiczne DPWL dla niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozktadzie spetniajacych warunek ”subeksponencjalnoéci”. Twierdzenie 2.1 jest
wypelnieniem powyzszej deklaracji. Dalej nastepuja przyktady. Jednym z komentarzy do
przyktadow jest interesujaca Uwaga 2.1, ktora pozwala zobaczyé stosowanie Twierdzenia 2.1
poza obszarem okreslonym przez zalozenia. Jak dla mnie sformutowanie mato komunikatyw-
ne i pozbawione konkretnego uzasadnienia. Nastepnie autor pokazuje, ze zamiast warunku
"subeksponencjalnosci” wystarczy aby ciggi niezaleznych zmiennych losowych mialy ten sam
rozktad co catkowalna i nieujemna zmienna losowa posiadajaca funkcje gestosci, ktora jest
ograniczona i ciggta. Wowczas Twierdzenie 2.2, uogélniajace Twierdzenie 2.1 jest natychmia-
stowg konsekwencja Twierdzenia 1.4. Przyktad 2.11 pokazuje, ze ciggloéé funkeji gestosci nie
jest konsekwencjg jej ograniczonosci - ten fakt chyba nie zaskakuje. Podrozdziat 2.2 dotyczy
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stabego DPWL, w ktérym Twierdzenie 2.3 zostalo otrzymane z Twierdzenia 1.5.

W rozdziale trzecim autor przedstawia DPWL dla ilorazéw statystyk porzadkowych wy-
smaczonych z wierszy tablicy zmiennych losowych. Definicje statystyk podaje tylko dla pierw-
szego rzedu. Brak jest definicji ogdlnej a przeciez w rozprawie rozwazanc sa réwnicz statystyki
wyzszych rzedéw. Natomiast znajdujemy informacje dlaczego najmniejsze statystki porzad-
kowe nie spelniaja MPWL. Dotychczas problem byl rozwazany dla szczegdlnych rozkladow i
ograniczonych diugosci wierszy. Przed sformulowaniem pierwszego wyniku napotykamy ko-
mentarz ”...w przypadku gdy k, = K (stala diugo$¢ wierszy) mozemy skorzysta¢ z wyniku
Adlera z [2].” — w tej pracy nie s rozwazanie ani ciagi statystyk porzadkowych ani ilorazow
zmiennych losowych. W Twierdzeniu 3.1 uwolnione zostato zalozenie o konkretnym typie
rozktadu, tablica dodatnich, niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie z
ograniczong funkcja gestodci f, ma statg dugoé¢ wierszy. W dowodzie ponownie ujawnia sie
moc Twierdzenia 1.3. W przypadku gdy f(0) = 0 wynik nie dostarcza asymptotyki. Dalej
sformutowany jest gléwny wynik pierwszego podrozdziatu — Twierdzenie 3.2, w ktorym na-
stepuje kolejna relaksacja zalozenn — o ograniczonosci dtugosci wiersza tablicy. Odrzucenie
zalozenia o statej dtugosci wierszy powoduje, ze rozklady ilorazéw najmniejszych statystyk
porzadkowych nie sa jednakowe. Przezwyciezenie tej trudnosci byto mozliwe dzigki zatozeniu
(3.3) 0 zachowaniu sie ogonéw zmiennej losowe]j tworzacej tablice. W dowodzie ponownie sto-
sujemy Twierdzenie Lebesgue’a i Twierdzenia 1.3. W podrozdziale 3.2 badane jest DPWL
dla ilorazéw statystyk porzadkowych wyzszych rzedéw otrzymanych z tablicy zmiennych
losowych o rozktadzie jednostajnym. W podrozdziale 3.3 przy podobnych zalozeniach do-
wiedziono mocne DPWL dla M, = 221%%: Ry, gdzie R, jest ilorazem sasiednich statystyk
porzadkowych wyzszych rzedow. Ponownie w dowodzie stosowano Twierdzenie 1.4. W yniki
uogolniajg prace [32] 1 [9].

W rozdziale czwartym sa omawiane mocne DPWL dla zmiennych losowych typu dwu-
ogonowego Pareto, to znaczy spelniajacych warunek (4.3). Takie zmienne losowe sg niecatko-
walne a wiec wlasnosci graniczne nalezy bada¢ dla sum wazonych. Dalej autor stwierdza, ze
wyniki tego typu otrzymano jedynie dla dodatnich zmiennych losowych, nie podajac doktad-
niejszych odniesien a cytowane prace [5] i [27] niezupelnie to potwierdzaja. Ponownie Twier-
dzenie 1.3 1 1.5 pozwala otrzymaé gtéwne wyniki tego rozdziatu: mocne DPWL i twierdzenie
typu Bauma-Katza. Ten drugi wynik to wersja twierdzenia Adlera z pracy [1]. W nastepnym
podrozdziale znajdujemy zastosowania uprzednio uzyskanych wynikéw do dowodu mocnego
DPWL i twierdzenia typu Bauma-Katza dla dla ilorazéw niezaleznych zmiennych losowych.

W Rozdziale piatym autor mierzy sie z twierdzeniami Chow-Robbinsa, stawiajac sobie
za cel uzyskanie analogonéw dla pol losowych (X, ),ene. W niewielu pracach zajmowano si¢
tym problemem, zatem Twierdzenia 5.2 1 5.3 mozna uznaé za pionierskie. Dowdd Lema-
tu 5.1 polega m.in. na zliczaniu pewnych prawdopodobienstw ogonowych. To technika znana
od dawna ale po raz pierwszy spotkalem sie z tak dobra formalizacjg zapisu przy pomocy
wprowadzonej funkcji A(n).



Uwagi ogélne

Ocena redakeji i edycji tekstu

1.

Moje najpowazniejsze uwagi dotycza redakcji tekstu rozprawy. Przede wszystkim wy-
glada na dostowne ttumaczenie z tekstu angielskiego, ktéry brzmi dziwnie, nie po polsku
a czasami wrecz zmienia tres¢ twierdzen. O tym pisatem w trakcie omawiania wyni-
kéw. Wielokrotnie powtarzane wyrazy obok siebie pokazuja brak starannoéci pod tym
wzgledem. Takim razgcym przyktadem jest tekst na stronie 17 od 17 do (9T, trzy razy
uzyty zaimek 7stad” i raz "wtedy” na poczatku zdania. Wyglada to bardzo Zle ale co
najwazniejsze zaimek przystowny jest uzywamy w zdaniach ztozonych do otrzymania,
zdania podrzednego. Autor zupelnie nie przestrzega tej zasady gramatyki. Po polsku
mowimy i piszemy ”...taka stala a, ze ...” a nie 7... stala a, taka ze ...”. Bardzo duzo
jezyka potocznego na przyktad: nasze twierdzenie, nasze zalozenie, nasz lemat i itp.
Utkana jest tym cala praca.

Niezbyt staranna edycja tekstu, w wielu miejscach wystepuja podzielone wzory z po-
jedynczymi symbolami matematycznymi.

Moze raz a moze dwa razy doktorant sformutowal teze przy uzyciu precyzyjnych sfor-
mutowan logicznych: dla kazdego ... istnieje... . To w polaczeniu z uwagami zawartymi
w punkcie 1 daje staby obraz redakcji rozprawy.

Wygodnie jest i takie sg zasady aby na poczatku kazdego rozdziatu (lub przynajmniej
we wstepie) nastgpita deklaracja autorska gdzie prezentowane wyniki w rozdziale zo-
staty opublikowane. Raz na poczatku wstepu doktorant wymienia prace opublikowane.

Ocena merytoryczna

1.

Strong¢ merytoryczng rozprawy trzeba ocenié¢ bardzo dobrze. Teoria DPWL jest rozwi-
Jana przez wszystkie rozdziaty, konsekwentnie i z dobrym widzeniem catoéci problemu.
Praktycznie wszystkie wyniki sg dyskutowane poprzez liczne przyktady do ktérych
formutowane sa wazne Uwagi.

Mam szczego6lne uznanie dla wynikow podrozdziatow 1.2-1.4. Mozliwosci zastosowania
Twierdzen 1.3 1 1.4 w teorii DPWL sa niezwykle duze.

Bardzo dobrze oceniam tez wyniki rozdziatu trzeciego i czwartego — doktadne uzasad-
nienie podatem w omdwieniu rozprawy.

Wyniki rozdziatu pigtego to jedne z pierwszych dotyczacych DPWL dla pél losowych.

W mojej opinii troche za mato komentarzy plasujacych otrzymane wyniki w biezgcej
literaturze.



Inne niektére drobne uwagi

L. str.1 1117 jest ”...ukazanych w pracy...” to rusycyzm, nie uzywany w jezyku polskim,
2. str.3 1127 brak definicji stalej z(L), funkcja L pojawia na nastepnej stronie,

3. rozdzial 4 jestem zwolennikiem tradycji i uzywania nieodmiennej formy nazwiska Pa-
reto,

4. str.16 12 pojedynczy symbol nieskoniczonodci jako cze$é nieréwnodci,

5. str.19 110~ zbedny operator lim po ostatniej réwnosci,

6. str.43 1117 operator lim powinien zosta¢ wziety po r — oo,

7. str.43 17" "Wezmy wzoér z artykutu [32] ze 400. strony...” — tak nie mozna pisaé,

8. str.5 137 powinno by¢: ...z podrozdziatu 4.1 dla ilorazdéw...
Konkluzja

Dorobek publikacyjny doktoranta oceniam dobrze, pie¢ artykutéw opublikowanych w cza-
sopismach o zasiegu nienarodowym jest tego potwierdzeniem. Wspélpraca z André Adlerem
to duze osiggnigcie. Obraz rozprawy jest znacznie pogorszony z powodéw wymienionych w
punkcie 7 Uwagi ogolne”. Szkoda, bo bardzo podoba mi sie koncepcja rozprawy i jej sp6jnosé.
Wprawdzie nie znajdujemy zaawansowanych lub nowych technik dowodowych ani poteznego
aparatu matematycznego ale wida¢, ze doktorant ma bardzo dobra wiedze i interpretacje
praw wielkich liczb i doktadnych praw wielkich liczb. Bardzo dobrze rozumie techniki do-
wodowe. Jestem pod duzym wrazeniem umiejetnosci dostrzegania istoty probleméw i ich
uogolniania przez wprowadzanie "madrych /optymalnych” zalozen. To pozwala taczyé i sto-
sowac rozne wyniki, czasami bardzo odlegle teoretycznie, do otrzymania nowych, istotnych
w badanej dyscyplinie.

Podsumowujgc, uwazam, ze opiniowana rozprawa doktorska wypelnia ustawowe i zwycza-
Jowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Wnioskuje o dopuszczenie mgr-a Pawla
Kurasinskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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