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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Pawla Kurasinskiego

pt. Dokladne prawa wielkich liczb i ich zastosowania

Przedstawiona mi rozprawa dotyczy stabych i mocnych dokladnych praw wielkich liczb i
powiazanych z nimi ciekawymi zastosowaniami. Rozprawa opiera sie na pieciu wspdlautorskich
pracach: dwéch opublikowanych z prof. P. Matula, dwéch opublikowanych z prof. P. Matulg i
prof. A. Adlerem oraz jednej opublikowanej z prof. P. Matula, prof. A. Adlerem i prof. H. Na-
deri. Ponadto w rozprawie doktorskiej Autor przedstawil réwniez wyniki wtasne, dotad nigdzie
nieopublikowane. Badana w rozprawie tematyka jest trudna i wymaga dobrej zaawansowanej
wiedzy z zakresu teorii prawdopodobienistwa i statystyki matematycznej. Dlatego dobrze,ze
Autor napisat co§ w rodzaju monografii umozliwiajacej zrozumienie przedstawionych wynikéw.

Rozprawa zaczyna si¢ od ciekawego wstepu i skrétowego omédwienia uzyskanych wynikow
jak i réwniez motywacji, co zostato zrobione w sposob przejrzysty. W kazdym rozdziale wpro-
wadzone sa podstawowe pojecia i konstrukcje stosowane w pracy. Jest to wazne, bo bogata
literatura (38 pozycji) bytaby trudna do pokonania dla recenzentéw.

W rozdziale pierwszym rozpatrywane sa mocne oraz stabe doktadne prawa wielkich liczb, ze
zbieznodcia prawie wszedzie (mocne DPWL) oraz wedtug prawdopodobiefistwa (stabe DPWL),
dla niezaleznych oraz zaleznych zmiennych losowych o réznych rozktadach. W przypadku nie-
zaleznych zmiennych losowych Doktorant przedstawil ciekawy, autorski sposéb dowodzenia
DPWL, wynikéw opublikowanych przez Adlera w [2]. Doktadniej zdefiniowal miare asymetrii
zmiennej losowej X, jako wspotczynnik dany wzore (1.4), a nastepnie wykorzystujac jego wia-
sno$ci oraz twierdzenie Jajtego przedstawit interesujace dowody dwdéch DPWL, dla zmiennych
losowych o réznych rozktadach. Pierwsze DPWL dotyczy przypadku, gdy warto$é oczekiwana
zmiennej losowej X jest réwna 0, a drugie przypadku, gdy £X = co. W podrozdziale 1.2 Autor
przedstawia mocne DPWL. Co prawda Twierdzenie 1.3 jest podobne do wyniku uzyskanego w
pracy [25], ale istotna réznica polega na tym, ze w pracy [25] w Twierdzenie 1.4 rozwazania
dotyczyty funkeji gestosci. Te cze$¢ rozdziatu pierwszego Autor konczy ciekawym podsumowa-

niem dotyczacym faktu, ze Twierdzenie 1.4 jest istotnie silniejsze od Twierdzenia 1.3. Réwnie
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interesujacy jest Wniosek 1.1, bedacy wersja Twierdzenia 1.4, w przypadku zmiennych loso-
wych o jednakowych rozkladach typu Pareto. Kolejny podrozdziat 1.3 poswiecony jest stabym
DPWIL, dla niezaleznych zmiennych losowych o réznych rozktadach, przy zatozeniach takich
samych jak w Twierdzeniu 1.3. Przy czym, tym razem w dowodzie gtéwnego Twierdzenia 1.5
wykorzystywany jest wynik z pracy Gut [17].

W ostatnim podrozdziale 1.4 tej czesci rozprawy rozpatrywane sg DPWL dla zaleznych
zmiennych losowych. W zwiazku z tym, brak zatozenia niezaleznosci zmiennych losowych wy-
musza, korzystanie z innych narzedzi, niz te, ktére wykorzystywano w poprzedniej czesci. Tech-
niki dowodowe zaproponowane w tej czesci do badania DPWI, pozwolily na niewprowadzanie
zadnych szczegdlnych zatozeri, dotyczacych zaleznosei zmiennych losowych. W szczegdlnosci w
dowodach gltéwnych wynikéw tego podrozdziatu to znaczy Twierdzeniu 1.6 oraz Twierdzeniu
1.7. wykorzystano drugi lemat Borela-Cantelliego, nieréwnoé¢ Kotmogorowa dla momentéw,
twierdzenie Karamaty, czy tez zatozenie 1.3 lub silniejsze 1.4. W innych pracach z tej tematyki
zalozenie niezaleznoéci tagodzone jest na rézne sposoby. Jednym z nich jest zalozenie niezalez-
nosci par zmiennych losowych (jak w przypadku MPWL). Uwazam, ze ta cze$é rozprawy jest
bardzo ciekawa ze wzgledu na techniki dowodowe zaproponowane przez Autora, ktére cechujg
sie tym, ze nie robil zadnych szczegdlnych zatozen dotyczacych zaleznosci zmiennych losowych.
Dzieki temu wida¢ wyrazng réznice pomiedzy DPWL dla zmiennych losowych zaleznych i nie-
zaleznych.

W gltéwnej czesci rozdziatu 2 to znaczy podrozdziale 2.1 Autor przedstawia uogdlnienie wy-
niku Adlera z pracy [6]. W swojej pracy Adler rozwazat ilorazy zmiennych losowych o tych sa-
mych rozktadach jednostajnych. W pracy [25] wspomniany wynik zostal rozszerzony na zmienne
losowe, speliajace tagodny warunek subeksponencjalnosci. Godnym uwagi jest fakt, ze w roz-
dziale tym Autor przedstawia uogélnienie tego rezultatu, polegajace na pominieciu zatozenia
subeksponencjalnosci. Ponadto podaje duzo bardzo ciekawych przyktadéw obrazujacych uni-
wersalnosé, jesli chodzi o zastosowania udowodnionego w tej czesci twierdzenia 2.1. W drugiej
czesdei to znaczy podrozdziale 2.2 Doktorant przedstawia ciekawe zastosowania stabego DPWL
dla rozktadu jednostajnego na odcinku [0, p| oraz przypadku rozktadu wyktadniczego.

Rozdzial trzeci poswiecony jest DPWL dla statystyk porzadkowych, a doktadniej DPWL dla
ilorazéw statystyk porzadkowych. W podrozdziale 3.1 badane sg ilorazy dwdch najmniejszych

statystyk porzadkowych
Xn,(2)

C Xay

co ma swoje uzasadnienie, poniewaz tylko ilorazy najmniejszych statystyk porzadkowych, maja

Ry

zawsze nieskonczong warto$é oczekiwana, przy zatozeniach zaproponowanych przez Autora

( to znaczy, ze: zmienne losowe w tablicy (X, x)nen 1<k<k, 8 dodatnie oraz maja jednakowy
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rozktad o funkcji gestosci f i dystrybuancie F'). Korzystajac z wyniku z pracy [12], Doktorant
dowodzi, ze dla statej dtugosci wierszy w tablicy k, == K, ciag (Ry)nen jest ciagiem niezalez-
nych zmiennych losowych o takim samym rozktadzie, z funkeja przezycia dang wzorem (3.2).
Autor konczy powyzsze rozwazania czescia aplikacyjng, udokumentowang dwoma ciekawymi
przyktadami 3.1 oraz 3.2.

W dalszej czedci podrozdziatu 3.1, Doktorant przedstawia analogon Twierdzenia 3.1 w przy-
padku, gdy dtugosci wierszy w tablicy daza do nieskoriczonosci. Rozwazania dotyczace tej pro-
blematyki Autor uzupelnia ciekawym Przyktadem 3.3 zwiazanym ze standardowym rozktadem
normalnym.

W podrozdziale 3.2 wykorzystujac Twierdzenie 1.4, Doktorant pokazal, jak w sposéb prost-
szy i ciekawszy mozna rozwiaza¢ bardzo trudny problem, dotyczacy ilorazéw statystyk porzad-
kowych zwiazanych z rozktadem jednostajnym, ktéry byl rozwazany w pracy [32]. Fakt ten
$wiadczy, o duzej uniwersalnosci wynikéw zawartych w rozprawie doktorskie;j.

W ostatnim podrozdziale 3.3 Autor przedstawia bardzo ciekawe uzupelnienie Twierdzenia 1
z pracy Adlera [9], ktére dotyczy statystyk porzadkowych, zwiazanych z rozktadem jednostaj-
nym. Doktadniej Doktorant pokazal, ze dla maksimum ilorazéw sasiednich statystyk porzadko-
wych Ry, = Xn’k/Xn,(k_l), k =2,..., k, w n-tym wierszu spetniony jest warunek

1 " lg°k A

1
lim = ; 5 4, == 5 prawie pewnie (dla o > —2). (1)

Wynik ten jest ciekawym uzupetnieniem twierdzenia z pracy Adlera w [9], poniewaz Adler
udowodnil powyzsze twierdzenie, przy zalozeniu, ze dtugosci wierszy w tablicy sa jednostajnie
ograniczone.

W przedostatnim rozdziale Autor zajmuje sie badaniami zwigzanymi z DPWL, dla niezalez-
nych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie typu Pareto oraz asymetrycznym rozktadzie
typu Cauchy’ego. Godnym podkreslenia jest fakt, ze Autor pokazal uniwersalno$é udowod-
nionych we wcze$niejszych rozdziatach twierdzen, do badania wazonych sum ilorazéw nieza-
leznych zmiennych losowych przyjmujacych wartoéci w zbiorze liczb rzeczywistych. Doktadniej
wykorzystujac wspomniane twierdzenia Doktorant przedstawil ciekawe autorskie wyniki to zna-
czy: Twierdzenie 4.1, Twierdzenie 4.2, Twierdzenie 4.3. Istota tych twierdzefi polega na tym, ze
zagadnienia przedstawione w nich dotyczyly zmiennych losowych przyjmujacych wartosci w
zbiorze liczb rzeczywistych. a nie jak dotychczas jedynie nieujemnych zmiennych losowych. W
ostatnim podrozdziale 4.2, znaczenie tych twierdzen Autor dokumentuje stosownie dobranym
przyktadem ilorazéw niezaleznych zmiennych losowych, ktére przyjmuja wartosci w zbiorze
liczb rzeczywistych.

W ostatnim rozdziale Doktorant zajmuje sie DPWL dla pél losowych. Problematyka ta

jest bardzo interesujaca, poniewaz istnieje niewiele publikacji dotyczacych tego zagadnienia.
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Do bardziej znanych mozna zaliczyé¢ artykuly [4] oraz [11], cytowane w tej rozprawie. Autorzy
tych prac zaktadali, ze zmienna losowa X jest niecatkowalna i przypadek wielowymiarowy
sprowadzali do jednowymiarowego. Z kolei Doktorant udowodnit DPWI1 dla pél losowych, przy
zalozeniu, ze zmienna losowa X jest calkowalna, oraz spelnia warunek E|X|lg¢ | X| = oo.
Gtéwny wynik tego podrozdzialu Twierdzenie 5.2 jest analogonem znanego twierdzenia Chowa~—
Robbinsa dla pdl losowych.

Ostatni rozdzial konezy sie autorskim doktadnym prawem wielkich liczb, dla pél losowych
oraz ciekawymi, odpowiednio dobranymi dwoma przyktadami, dla ktérych to prawo moze byto

zastosowad

Konkluzja : Uwazam, ze uzyskane w doktoracie wyniki sa oryginalne i na pewno spelniaja
ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Magister Pawel Kurasinski wydaje sie
by¢ bardzo dobrym matematykiem, zdolnym do samodzielnej pracy naukowej. Jego wiedza z
ogdblnej teorii rachunku prawdopodobienistwa i statystyki matematycznej jest godna uwagi.
Doktorat jest na bardzo dobrym poziomie, z tym, ze wolalbym to potwierdzi¢ po egzami-
nie doktorskim lub obronie, gdyz jedyne moje obiekcje dotycza faktu, ze wspdtpracownikami
Doktoranta byli §wietni matematycy i nie jest dla mnie jasne jaki w tych pracach byl udzial

Autora.
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