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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Pawła Krrrasińskieg<l

1-il. I)ołl;l,r11.1c pra]łIa, łłricJkjcłl ]ic:zll i icłl złlsttlsr.ill;ż)l1ia

Przeclstawirlna nri rozpra,wa dot"1,62y sła,bvch i tnocnvch clokładn},ch praw wielkiclr liczb i

pou,iązirnyc}t z nirni ciekawrrrni zastosorvanianri. R.ozpra,rva opiera się na pir;cirr rvspóła,rrtorskir:h

pracach: clrvócłr opublikou,anl.ch z prof. P, \{at,rilą. tlwóc}r opnblikorł,il,nyclr z prof. P. \{atulą i

prof. A. Adiererrr oraz iedrrei clpublikonanei z prtlf. IJ. Nlattrlą, prof. A. Adlerem i prof. H. Na-

deri. Ponadto w rozprawie doktorskie! Arrtor przedstawił rórł,niez rvvnilii rvłasrle. ilotąd nigclzk:

nieopubliko§,ane, Batlalra, rv rcłzprirrł,ie teInzrtvka,.iest trut,lna i rł,ymaga, dobre-.j zaarvatlsox,altej

rł,iedzy z zaklestr Łeorii prarvdopodobieirstił,a. i statyst.v,ki rnat,(lnratycznei, Dla,tego doLlrze.ze

Autrlr ni,rpisirł ct,iś w lcltlzaju ]n(]nogli}lii rrrrrozlirviająctl.j zrclzutlrielric: prze<lstau,iony,ł_:1r g,;;11i[dlal.

Il,rlzprarł,a zaczyn?], się od ciekarvego wsŁęprr i skr:ótou.ego omówiettia tlzł,ska,nl,ch i,vyrrikćllv

iak i róu.rriez tnotvwa,cji, co zostało zrobione w strlosóll prze,jrzysty. W każrlynt rozclzialc v,.pr()-

-,vadzone są podstarvoive pojęcia i koilstruktje stosorval)e w pracy. Jest to wazne. bo bogata

lit,eral,rlra (i3B pozvc,ii) bvłaby trrttltla clcr pokonania, dla lecerrzent,ów.

W rozrlziale pierrvszvrn rozpat,ry-ulane sa t,Il()cllc oraz słabe dokłarlrre prłlwźr rvielkich licr,Łł. ze

zbieznością prarł,ie r,vszęcizie (rncicne DPWi,) clL:r,z rvetlłrrg prarł,clopcidołliefrstrvił (słabe D}'WL).

dla niezalezrlycll oraz za),eżłych zmiennycli losolł,ych o l,óznyr:h rozkłrrcl;rch. \Ąr przl.patlku nie-

zaiezn}rch zrniennvtl}ł iosolvyclr Doktorant przeclstar.vił ciektr,u._\,, autorski sposób dolvodzenia

DI'WL, rł,ynikórv oplrblikou.anlrch plzez Atllcra * 12]. l)oliładriiej zdcfiniorł,;rł łri.arę ids1l11"1rii

zmierlnej losourej X..jrrko r.i,sllółczvnrrik drrrl_y wz()re (1.a). a rrastępnie lr,\,korzvsttriąc jegtl rvła,-

sności oraz t,rvierdzenie Jaitego przedstałvił interesuiące clolr.ody drvóch DP\ĄrL. cila ztłtiennvcl,t

1o.o11,1,ch o róznyclr rozkłada,cłl. Pierrł,sze DP\ĄiL dotl,cz.y- przr.padku. gdv rv:rrŁośr: oczekitana

zrniennej losor,r,.ei X jest lólł.tta 0, a drugie przypaclkrł. gcly IX : co. W poclrozdzialel 1.2 Arrtor

przetlst,irlvia lnocne I]P\Ą,'L. Co prałvda 'Irvierclzenie ].3 jest podobne do rvynikłl uzyskanego \\r

plat]y [25], ale istotna rózrlit:a polega rra t1,,rn, że rł, pra,c,y [25] w'l'wierdzenie 1.-,1 rozrł,aza,tlitl

dot,_vczr,łv tilnkcji gęstości. 'fę część rozdziału pierrvszego Autor koficz,y ciekarvtrtir porlsrtrnolł,a-

niem tlotyczącvln fzr,kttr, ze |I'wierclzenie 1.4.iest islotrric silrliejsze otl 'l'ł,iertlzenia 1.3, Rórłrnie
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irrteresujący jest Wniosek 1.1. będący rvers,ji1 'lwiertlzenia 1.4. t, przypadku znriennł*ch loso-

wycit o jedrrakolvvclt 1,ozkła,dach tvpirr Pareto, Koieinv poilrozdział 1.3 pośrvięcony jest słabl,nt

DPWL, dla rriezalezrr_1,,cłr zmienrrvch łosowycir o rćlznych rozkłatlaclr. prz}, złrłozeniac}r takic}r

sanrr-ch jak rł, Tlvierdzeniu 1.3. Przv rlz\.tlt. t;vrlr razern rv dorvodzie głórł,nego Trvierclzerrizr 1,5

u,ykorzystywartlr jest, rvynik z pracy Grit i17],

W c;statttinl poclrozdziale 1.4 tei części rozplttwy rozpatr)rrvane sł} DP\\,'L dla zzr,leznlrcłr

zmierrn\rr;h losorvł-ch. W zrviązku z, tvtll, brali ziłłozenia nieza,lezności zmiennych losorł,yclr wv-

fntlsza korz_1,,st,anie z inn_l.clt na,rzerlzi. ttiz l,e, Pr6.ę q.l.korzystyrvano rł. poprzedniej części, Tech-

niki dorvodowe] zaproponowa,ne w tej części do badania DPWI, pozl,,,oliły na nierł,pror.vaclzanie

zadnvch szczególn.vcb za}<lżęil, dotvczących zalezności zrrriennych losowvch. W szczególności lv

dowodacłl g;łólvnych y,._vlikólv 1,ego pr;drozdzi,ału to znac:zy Tw,ierdzeniu 1,6 oraz Tu.ierdzenirr

1.i. 1yykorzvstano clrrrgi bnrat f]orela-Cantelliego, nierólvnc;ść Kołrlrogororva dla morrtentólł,.

t,lvierdzenie l{aramal,y, c:zy też załozenitl 1,3 lirb silnieisze 1,.1. W innycir pracaclt z tej tematyki

załozetlie niezalezności łagodzotre jes1. na i,óżne sposobv. Jedn_vrn z nich iest za,łozetrie niezaiez-

ności pa,r znrielrrn}rcli losotvr-ch (iak it,przrrpł_rdku \{PWL). Urł,azanl, że t,a ct,ęść: rozprarr.v jest

l"lei.rdzo ciekarva ze rvzgięcltt rra teclrniki dor,vodrllve zapropo1l0\\.a,ne pfzez Autorir. które cechują

się t.ym. że nie rł;bił zadn.ych sztlzególnvch załclżeli rlot,yczących zaleztlości zntiennych losclwych.

Dzięki ternu rvir_lać: rvvraźrrą róznicę ponriędzy DP\Ą,'L dla zmienrr.vcir losołv.vch zaleznvch i nie-

zalezrrych.

W głórvne,j części rozclziału 2 ta zlaczv potlrozrlziale 2.i Atrtor przeclsta,rr.ia uogólnienie rł,.v-

niku Acilet,a z pracy 16].W srł,ojej pracv Arl}er roz,uvażał ilorazy zmiennych losowych o tvclr sa-

nrych rozkładach.ietlrrost,ainyclr. W pl,r,cy |25] nsponrniatr.v $r}/nik został l:ots7e[z()il\, rla zntił,tlliłl

los{lw{:, spełniające łagotlrly rł,il,rł.inek su,beksylonenciuln,ośr:i,. Gcltlrlym urvir,gi iest fa,kt, że v, u,lz-

dziale t_vrn Autor przeclstarviel uogólrrienie tego rezultattt, polegające tia ponrinięcitl załozetiia

subekspłlrłertc:.jalnośc:i. Ponadto podaje duzo bardzo cieka,rł,ych przykładórt obrazuiących uni

rtersalrlość".jeśli clxrdzi o zast,osowania rrdorł,odrrionego rł, tei r:zęści l,wielrdzenia 2.1. \Ą/ tirugiej

części Ło zrlaczy podrozdziale 2.2 Doktorant przedstaił,iił, ciekau,e zastosowania słabego DP\\/L

rlla rozkłaclu.jedntisttr.jttego na, odcinkti l0,p] clraz przypaclku rozkłac-lu rłykłildniczc.gil.

Rozclział t,r,zeci pośrvięcon1, jest DP\Ą/l, dla statvstvk porządkor,vl,ch. a dokładrriej DP\ĄiL clla

ilorazórv statyst_1,-k porządiiłrwvch. W poclr,ozclziale 3.] bada,ne są ilclrazy dlńch ri:i.,jrrrniejszvch

sta,tystyk porządkrlwvch
X-,r,fr,:;#.
-\n,(1)

crl l}la srvoie uzasa,dnienie, poniet,az tylko ilorazl, rra.jrntiie,jszych statystyk porzaclkorv.vch, mają

za\Ąlsze nieskclficzotrą u,artość oczekilvaną1 pl,z}r załozexliixlil za,plopollorvanlrclr przez Autora

( 1,o znłrczv, zc: złnietrritl losorve rv l,ablit:_v (Xn.ł),,,erv,t<k<e,, sź} clo<1a,l,nic or:,rz nrają iednakowy
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rozkład o flrnkcii gęstości / i dystrvbualtcie F), Korzystając z wyriku z pracv [12], Doktorant

dorł,otlzi, że dla stałej tlłtrgości wiersz.y rł, tablicy A:,,:: K, ciąg (fi,),,elr jest ciągiem niezależ-

nych zmierrnych losowych o takinl sa,m)in} rozkładzie, z funkcją ysrzezvcia rlarrą rł,zorenr (3.2).

Ałrtol kończ"l, powvzsze rozr,viłża,nia częścią aplikacyjną, urlokulnelr1,orvarrą dtł,otna ciekat,vrrri

przykłarjarni 3,1 otaz 3.2.

W da]sze.i części podrozdziałli 3.1. Doktorant przec,lstalvia analogotl Trvierclzenia i_3"1 w prz5.-

padku. gcl_n.- clłtigości lvierszy il tat;licy dążą do niesitoliczorrości. Rozu,azania clotvczące tej pro-

blematyki Autor uzttpełnia, ciekawym Przykłatlem 3,3 związzr,nym ze standa,rdołł,yrn rozkładem

nor,1]}ainvm.

W podroztlzialę:3,2 wykolzystnjąc l'u,ierdzenic i,4. Doktorarit pokazał, jak rł, sposób prost,-

szy i cieka.ł,sz},, nloznin razwiązać bartjzo tludn1,- prot_ilem, dotyczącv ilora,zórł, statystvk porząd-

koł,ych zrł,iązanycir z rozkła,t]etrl jednosta.jnyrn. któr.v by,ł rc)z\yazilnv w pl,itc\,|32], Fakt ten

świa,rlcz.y, o dużej urrirł,ersa,lności ri..vnikórv zarł,al,tvcłl lv rozllralvie rloktorskiej,

W ostatlrim podrozrlzia}e 3.3 Autor przeclstatvia barrlzo ciekarł,e uzupełnienie 'lwierrlzenia i
z pTac}r Adlera [9], które dotyczy sta,t5lstyk porządkorvy<-,tt. zwlązaLtvch z rozkładetn jednostaj-

nvnr, Dokładniej Doktorarrt pokazał. zr: c]la nraksinrum ilorazórv sąsiedrlich staty5{yft porządko-

wyclr Rrr,; : Xn,łlXn(ł_l;, ł:'2;...,k, rn, n-tvm rł,ierszu spełniorry jest rvarunek

(1)

\ĄIvnik teri jest ciekawynl uzttpełnieniettr l,wierdzenia z placv Adlerir lł, |9], poniewaz Acller

udorvodnił powyzsze twierrlzenie, ptzy za,łożeniu, ze długości nierszv w tablicy są je<lnosŁa.jrrie

clglaniczclne,

W przeclostatninr roztlzitrle Autor zairnrrje się łladaniami zrviązarryrlri z DPWL. dla, niezalez-

nvch zmiennvch losotvyr:łi o tvrn sanrym rczkłarlzie tyru Parelto olaz aslrrnęllr"unyrrt rozkładzic:

typtr Cauchy'egrl. Godnym podkreślenia jest fakt, ze Ailtor pokazał ltnirversalność udor,vod-

nionlrclr we rvcześniejszych rozdziała<*l t,wierdzelr, do barinnia rvaz<,ltlytłr surn ilr razów nicza,-

lezrlych znlienn}rcil 1,,r611,,vcil przvintujących rl.artości rv złliorze liczb rzei:zl,wist_l.,ch. Dokłaclniej

wykorzysŁrtj:lc ws1lonrrriane trvierclzenia, I)oktorant przetlst,awił cickrlrł,e ałtt,orskie wi,,,niki to zna-

clzv: Twierdzenie,1.1,Twierrlzenie 4.2,'l|rł,ierdzenie 4.?l. lstota t1,-ch twiertlzeń polega na tl.n,i, że

zagadnienia przedstałvione rv rlich doty621,1o znliennvch losowych prz3,jlltującyclr rł.i,rrtości w

zbiorze lic,r,b rzeczvrvistypi1. a rrie jak dot.vctrt:zas .ietlyrrie niert.jernnvtlh zruiennyclr losorł,yclt. W

osl,atnirlr podrozrlzialr' Ą,2, znaczenie tych tu,ierdzeń Autor clokunrentilje sl,osorvnie dobranynt

przvkładenl ilorazór,v niezaleznych zrnietlnyr;łr losowvch, kt,óre przy-jmuią y,artości w zbiorze

liczb r ze<:r,7,wist,vch,

\!' ost,at,ninr rozrlziale Dtlktortrnt zajmuje się DPWL dla pói losou,ych. Problenratyka ta

jest llartlzo interesująca, poniervaz istnieje niervic,le pnblikac.ii dotlrczącvclr tego zagarilrienia.

,. l -_ lł,k .. l

,!l\,nrrH-n'^: ; + 2. 1n,au,ir pett,ttie (dlrt n > -2).
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Do bardziej znanych nrożna zaliczyć artvkuły [4] oraz |11], cytowane \&,te.j rozprarł.ie. Autorzy

t5rch prac zakładali, ze zmienna losowa x jest niecałkowalna i przypadek wielorvymiarowy

spror,vaclzali do jednowvniiarowego. Z koiei Doktorirnt udowodnił DPWl dla pól losowych, prz.y

za,łożenirr, ze znlienna losorva X iest całkoivalna, oraz spełnia warunelr I!|X|lod'rlXl : *,
Główny wyrrik tegtl podrozdziału'lwierdzenie 5.2 jest a,nalogorrelttl znanego tlvierdzenia Clrorł,a

Robbinsa dla pól losorvych.

Ostatni rozdział kończ,v się autorskim dokładr}yni prawem rvielkich liczb, dla pól losorł,yc}r

oraz ciekarvymi. odpowielrlnio dobranymi clworna przvkładarrri, dla ktćlr,vch to prato rnoże bvło

zastosorva,ć

I(onkluzja : Uwazant, zel ttz.ysliarre rv doktorircie rł,yniki są oryginalne i na pe\\ino spełnia,ią

usta,ń,o\ł€ rvyrtlaga,nia starviane rozprawoln doktorskinr, Magister })arveł Krrrasiń-"ki rvvclaje się

być banl.zo rlobr,,urn,mate,nt,atllkźerrL.,zdo},nvnr do sanrotlzielrrc.j pracy na,ukorł,ej. Jego lvieclza z

ogólnej teorii rachunku prałvclopodoŁlieńst,"va i statvstvki nratenratvcznei iest gotlna ll\\,a,gi.

I)okt,orat .jest na ba,rdzo dobrynl poziomie, z tynl, że wolałbym to potu,ierdzić po egzanri-

nie cloktorskinr lr_rb oł,lronie. gcir.ż jedvne mclje ołliekcje dotyczą faktu. że rł,spółpracor,vnikarni

I)oktorant,a b_vli ślvietni natenratvcy i rrie jest, dla mnie lasne jaki w tyclr praca,rlh bvł udział

Autora.
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