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A. Przedmiot rozwazan. Zakres badawczy recenzowanej rozprawy doktor-
skiej dotyczy zespolonych odwzorowan quasiregularnych, ktére sa naturalnym uogol-
nieniem funkeji holomorficznych zmiennej zespolonej. W pracy badane sa wlasnosci
brzegowe zespolonych odwzorowan quasiregularnych kota jednostkowego I := {z €
C : |z| < 1} na siebie, ktére mozna traktowaé jako quasiregularne odpowiedni-
ki skonczonych iloczynéw Blaschke’go. W literaturze przedmiotowej odwzorowania
quasiregularne okreslane sg w przestrzeniach euklidesowych E(R"™), n € N, po-
przez naturalny geometryczny warunek znieksztalcania sfery jednostkowe] przez
rézniczke odwzorowania w prawie wszystkich punktach jego dziedziny (monografie:
S. Rickman, Quasireqular Mappings, Lecture Notes in Math., vol. 26, Springer-
Verlag, Berlin Heidelberg, 1993; M. Vuorinen, Conformal Geometry and Quasire-
gular Mappings, Lecture Notes in Math., 1319, Springer, Berlin, 1988). W rozprawie
zespolone odwzorowania quasiregularne zostaly zdefiniowane poprzez przeniesienie
odwzorowan quasiregularnych plaszezyzny euklidesowej E(R?) na strukture liczb
zespolonych, ktéra dostarcza wygodnego aparatu algebraicznego do badania takich
odwzorowan. Nalezy nadmienié, ze wszelkie rozwazania w tym zakresie zostaly
przeprowadzone przez autorke bardzo szczegolowo.

B. Motywacja. W 1987 roku J. Krayz (Quasicircles and harmonic measu-
re, Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A. 1. Math. 12 (1987), 19-24) opisal brzegowe
wartodci odwzorowan quasikonforemnych kola I na siebie za pomoca odwzoro-
wan quasisymetrycznych okregu jednostkowego T := {z € C : |z| = 1} na siebie,
ktore okreslit poprzez przeniesienie na okrag T klasycznego warunku quasisymetrii
Beurlinga-Ahlforsa dla rosnacych homeomorfizméw osi rzeczywistej R na siebie.
Mowiac $cislej, wykazal on, ze dla kazdego odwzorowania quasikonforemnego f ko-
ta D na siebie, f*|7 jest quasisymetrycznym automorfizmem okregu T, gdzie f*
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jest homeomorficznym rozszerzeniem [ na kolo domkniete cl(D). Na odwrdt, dla
kazdego odwzorowania quasisymetrycznego g okregu T istnieje odwzorowanie quasi-
konforemne f kola D o tej wlasnosci, Ze f*|r pokrywa sie z g na T. Co wigcej,
Krzyz wyznaczyl zaleznodci pomiedzy rzedem quasikonforemnosci odwzorowania f
z normalizacja f(0) = 0 a stala quasisymetrii brzegowego odwzorowania f*|p (twier-
dzenia 4.1 i 4.2). Powyzsze rezultaty staly sie inspiracja dla autorki do napisania
tej rozprawy, ktorej wiodacym celem jest uogolnienie wynikow Krzyza na zespolone
odwzorowania quasiregularne f kola I na siebie o tej wlasnosci, ze [f(0)] # 11
CS(f) € T, gdzie CS(f) jest zbiorem wszystkich punktéw skupienia funkcji f na
brzegu T. Precyzyjniej, CS(f) jest zbiorem wszystkich w € C, dla ktérych istnieja
z € Ticiag N3 n+— z, € D takie, ze z,, — z1 f(2n) — w, gdy n — +00. Druga
zbiesmo$é jest rozumiana w sensie rozszerzonej plaszczyzny zespolonej C.

C. Gléwne wyniki. Skladaja sie¢ na nie dwa twierdzenia. Pierwsze z nich
brzmi nastepujaco.

TwieErRDZENIE 1 (Twierdzenie 4.4). Dla dowolnych K € [1;40c) i zespolonego
odwzorowania K -quasiregularnego f w kole D, jesli | f(0)] # 1 ¢ CS(f) C T, to f ma
ciggle rozszerzenie f* nacl(D), A := f~1({0}) jest niepustym zbiorem skoriczonym,
deg(f,a) € N dla a € A oraz istniejg M € [1;+0c) i funkcja M -quasisymetryczna
h na R takie, Ze

(1) h(t 4 2m) = h(t) +2mm, teR,
(2) f*(eit) 2 e eih(i)T te R,
oraz

1+ ‘PK(?”)
3 M < ANK)———,
(3) (K)7— o)

gdzie v := max({|a| : a € A}), m:=3" ,deg(f, a) i
AE) = @k (1/V2) @1 (1/V2) 2

Tutaj &y jest tzw. funkcjg dystorsji Herscha-Pflugera dla L € (0;+00), zas
deg(f, a) oznacza stopien odwzorowania f w punkcie a (wniosek 3.5). W przypadku,
gdy f jest odwzorowaniem K-quasikonforemnym i f(0) = 0, to A = {0} i tym
samym m = deg(f,0) = 1, skad na mocy twierdzenia 1 wynika pierwsze twierdzenie
Krzyza (twierdzenie 4.1 1 uwaga 4.5).

Drugie z twierdzen wyraza wlasnos¢ odwrotna.

TwIERDZENIE 2 (Twierdzenie 4.7). Dla dowolnych M € [1;+0c), m € N i
funkcji M -quasisymetryczne; h na R, jesli zachodzi warunek (1), to istnieje ze-
spolone odwzorowanie M?-quasiregularne f kola D na siebie takie, ze f ma ciggle
rozszerzenie f* na kolo domknigte cl(D), f='({0}) = {0}, deg(f,0) = m i zachodzi

warunek (2).

W przypadku, gdy g jest M-quasisymetrycznym automorfizmem okregu T ist-
nieje funkcja M-quasisymetryczna h na R spelniajaca warunek (1) z m := 1 taka,
7e

eth(t) — eiﬁg(ei“e”). teR,
dla pewnych «, 3 € R. Wtedy z twierdzenia 2 i twicrdzenia 3 wynika istnienie M?2-
quasikonforemnego odwzorowania f kola I na siebie o tej wlasnosci, ze f*|r = g.
To implikuje drugie twierdzenie Krzyza (twierdzenie 4.2) i uwaga 4.8).



D. Uwagi na temat dowodoéw. Idea dowodu twierdzen 1 i 2 jest rozwinie-
ciem koncepcji Krzyza polegajace] na powiazaniu odwzorowania quasikonforemnego
f kola D na siebie z odwzorowaniem quasikonforemnym ¢ gérnej pélplaszczyzny
C4 :={z € C: Imz > 0} na siebie, co umozliwia wykorzystanie klasycznych rezul-
tatow dla potplaszezyzny C uzyskanych przez Beurlinga i Ahlforsa. W przypadku
zespolonych odwzorowan quasiregularnych kota [ na siebie rozwazania sie kom-
plikuja. Wazna role odgrywa parametr m := ) _, deg(f, a) okredlajacy w istocie
ilos¢ miejsc zerowych wraz z krotnosciami odwzorowania f w kole . Pojecie stop-
nia deg( f,a) i jego wlasnosci sa powszechnie znane. Jednak dla zachowania precyzji
rozwazan zagadnienie to jest w rozprawie szczegélowo omdwione w stopniu wystar-
czajacym do analizy dowodow twierdzen 11 2; por. podrozdziat 3.1. Kluczowe w
rozwazaniach sa dwa zagadnienia. Pierwsze z nich dotyczy rownania funkcyjnego

(4} eiup(z} _ f(eiz . z2€ D.,

z funkcja niewiadoma ¢ : D — C, gdzie D C C jest zadanym pasem horyzontalnym,
zad f: D' — C\ {0} jest funkeja ciagla w pierdcieniu D' := {e'* : z € D}. W roz-
prawie wykazano istnienie globalnych rozwiazan tego réwnania przy dodatkowym
zalozeniu réznowartosciowosci funkeji f oraz szereg rezultatéw dotyczacych rézno-
wartoSciowosci takich rozwiazan; por. podrozdzialy 2.2 1 2.3. Tym samym zostaly
usuniete luki w oryginalnych dowodach Krzyza. Drugie zagadnienie dotyczy uogdl-
nienia klasycznego twierdzenia Fatou dla skonczonych iloczynéw Blaschke’go na
ich quasiregularne odpowiedniki. W rozprawie wykazano nastepujace twierdzenie,
ktore jest wariantem twierdzenia Vuorinena; por. twierdzenie 3.1.

TWIERDZENIE 3 (Twierdzenie 3.12). Dla dowolnych K € [1;4+00) i zespolonego
odwzorowania K-quasiregularnego f w kole I, jesli |f(0)] # 1 ¢ CS(f) € T, to
istniejq odwzorowanie K -quasikonforemne ¢ kola D na siebie oraz skoriczony iloczyn
Blaschkego g takie, ze p(D) =D, p(0) =0 i f = gop. Ponadto A := f~1({0}) jest
zbiorem skonczonym, deg(f,a) € N dla a € A 1 istnieje o € R o tej wlasnoser, Ze

; z — p(a) ydes(f.a)
Z) = elﬂ e B zZe D
9(z) g(l—w(a)z)

E. Zastosowania. Korzystajac z twierdzenia 3 mozna wyprowadzi¢ z kla-
sycznej nieréwnosci typu Schwarza dla odwzorowan quasikonforemnych kola I w
siebie i zachowujacych zero (por. J. Hersch and A. Pfluger, Généralisation du lem-
me de Schwarz et du principe de la mesure harmonique pour les fonctions pseudo-
analytiques, C. R. Acad. Sci. Paris. 234 (1952), 43-45) nastepujace jego uogdlnienie
na zespolone odwzorowania quasiregularne.

WNIOSEK 4 (Wniosek 4.12). Dla dowolnych K € [1;+0c) i zespolonego odwzo-
rowania K-quasireqularnego f w kole D, jesli CS(f) C T i f(0) =0, to

(5) 17 (2)| < @x(lz]), =z €D

co wiecej. jesli w (5) pejawia sie réwnosé dla peunego z € D\ {0}, to f jest odwzo-
rowaniem K -quasikonforemnym kola D na siebie.

Jak wiadomo odwzorowania K-quasikonforemne kola ID na siebie i zachowujace
zero sa holderdwskie rzedu 1/K (por. A. Mori, On quasi-conformality and pseudo-
analyticity, Trans. Amer. Math. Soc. 84 (1957), 56-77). Korzystajac z twierdzenia 3
mozna te whasnos¢ rozszerzy¢ na zespolone odwzorowania quasiregularne jak nizej.



Wn10SEK 5 (Wuiosek 4.13). Dla dowolnych K € [1;+00) i zespolonego od-
wzorowanta K-quasiregularnego f w kole D, jesli |f(0)] # 1 1 CS(f) € T, to
A= f71({0}) jest niepustym zbiorem skorczonym, deg(f.a) e N dlaa € A i

|f(2) = f(w)| < lﬁm%

gdzie r := max({|a| : a € A}) im:=3 ., deg(f, a).

\z—w\lfK, z,we D,

Opinia o rozprawie

A. Moja ocena rozprawy jest bardzo wysoka. Przedstawione w rozprawie roz-
wazania sa prowadzone bardzo dokladnie i wyczerpujaco. W szczegdlnosci autorka
systematyzuje podstawowa wiedze z zakresu odwzorowan quasiregularnych w prze-
strzeni euklidesowe] oraz zespolonych odwzorowan quasiregularnych. Te ostatnie sg
zdefiniowane poprzez przeniesienie odwzorowan quasiregularnych w dwuwymiaro-
wej przestrzeni euklidesowej na plaszczyzne zespolona. Dodatkowo autorka podaje
precyzyjne dowody szeregu znanych faktéw na temat stopnia funkcji ciaglej w punk-
cie. Odgrywaja one istotna role w badaniu stopni zer quasiregularnych odpowied-
nikéw skonezonych iloczynéw Blaschke'go. Na uwage zasluguja wyniki dotyczace
réwnania funkeyjnego (4). W mojej ocenie rozprawa jest napisana w sposéb przy-
stepny dla czytelnika i moze stanowi¢ motywacje dla dalszych badan zespolonych
odwzorowan quasiregularnych, ktére znaczaco rozszerzaja klase funkeji holomor-
ficznych.

Reasumujac, doktorantka uzyskala interesujace i oryginalne rezultaty, przepro-
wadzajac ich rzetelne dowody. Rozprawa liczaca 72 strony technicznie napisana jest
perfekeyjnie. Uzyty jezyk matematyczny i bezbledna formalizacja zapisu $wiadcza o
wielkiej biegloci warsztatowej autorki. Nie znalaztem bledéw merytorycznych i re-
dakcyjnych. Wszystkie wazne pojecia sa poprawnie zdefiniowane, a dowody sg kom-
pletne. Klasa zespolonych odwzorowan quasiregularnych znaczaco rozszerza klase
funkeji holomorficznych, przez co badania doktorantki maja w mojej ocenie duzy
potencjal rozwojowy.

B. Biorac wszystkie aspekty pod uwage moja opinia o rozprawie jest pozytyw-
na. Rozprawa spelnia wszystkie wymogi ,Ustawy o stopniach naukowych i tytule
naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki”. Wnosze wigc o dopuszczenie
Pani mgr inz. Magdaleny Jastrzebskiej do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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