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Nieréwnosci typu Schwarza dla odwzorowan harmonicznych kota
jednostkowego unormowanych na brzegu

A. W rozprawie autorka bada w pierwszej kolejnosci wlasnosci odwzorowan
harmonicznych F': D — D, gdzie D := {z € C : |z| < 1} jest kolem jednostkowym
otwartym, majacych tzw. sektorowa normalizacje brzegowa, ktorej definicja oparta
jest na pojeciu partycji okregu jednostkowego T := {z € C : |z| = 1} rozumianej
jako ciag skonczony {k € Z : 1 < k < n} = Z;, 3 k — T} hukéw domknietych
lezacych na okregu T o dodatniej dhugosci, catkowitej dlugodci 27 i pokrywajacych
okrag T. Woéwczas dla ustalonego n € N sektorowa normalizacja brzegowa sto-
warzyszona z partycja 11, ..., T, rozumiana jest jako klasa N(Ty,...,T),) wszyst-
kich funkcji F' : I — I takich, ze dla kazdego k € Zy, i p.w. z € T} zbior
wszystkich radialnych punktéw skupienia funkcji F' w punkcie z nalezy do zbioru
Dy, := conv(T) U {0}). Biorac wigc pod uwage funkcje harmoniczne z sektorowa
normalizacja brzegowa autorka skoncentrowala swéj wysilek badawczy w pierwszej
kolejnoéci na klasie Fy := Har(D) A (T1(6),...,T,(0)), gdzie Har(D) oznacza kla-
se wszystkich funkeji harmonicznych okreslonych w D. Z kolei 6 : {0,1,...,n} = R
jest dowolnym ciaggiem rosngcym takim, ze 6,, — g = 2, tj. 0 jest elementem zbioru
P,, wszystkich takich ciagéw, zas Z, ,, > k — Tj, := Ty () jest partycja wyznaczona
przez ciag ¢ w taki sposéb, ze Ty (@) jest domknietym tukiem na okregu T o po-
czatku w punkcie e®*~1 i koicu w punkcie e?* (zgodnie z dodatnia orientacjg) dla
=1,...,n. Jak autorka zauwaza, kazda partycje Z, ,, 3 k — T}, mozna sprowadzié
do partycji typu Z , 3 k +— Ty(0) generowanej przez pewien ciag 6 € P,, poprzez
permutacje o zbioru Z; ,, taka, ze T,y = Tx(8). Stad klasa Fy jest naturalnym
obicktem badan i autorka klasie tej po$wigeca w calosei rozdzial trzeci rozprawy.
Zasadniczym zagadnieniem, na ktérym autorka sie koncentruje jest uzyskanie w
klasie Fy oszacowania typu Schwarza, a wiec oszacowania postaci |F(z)| < A(|z]),
gdzie F € Fy, z € D, zas A : [0; 1] — [0;1] jest funkcja, ktéra zalezy tylko od klasy
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Fo. Kluczowym wynikiem tego rozdzialu jest twierdzenie 3.1, ktére oprocz wartosei
samej w sobie, ma podstawowe znaczenie dla zastosowan oméwionych w rozdzia-
le czwartym. A mianowicie, w twierdzeniu 3.1 autorka dowodzi, Zze dla wszystkich
8 € P, i wszystkich F' € Fy w kazdym punkcie z € D zachodzi oszacowanie

(1) [F(z)] <1—(n—S)p(z).

Po prawej stronie powyzszej nieréwnosci pojawiaja sie dwie wielkosci, tj. S i p(z).
Stala S zdefiniowana jest formulg

n

S = sup({Re(ﬁEvk) u€T,Zip kg€ Dk(ﬁ)})
k=1

natomiast
p(z) ;= min ({P[XTk(g)] ke Zl_,t}) ,

gdzie Dy (#) := conv(Ty(0)U{0}) zad P[Xr, ()] oznacza calke Poissona z funkcji cha-
rakterystycznej X, (g) zbioru T(f) dla k € Z; ,,. Wielkoé¢ p(z) jest wige najmiejsza
miarg harmoniczng spoéréd wszystkich miar harmonicznych w(z, Ty (6); D) tukéw
T} (0) w punkcie z wzgledem D, z uwagi na fakt, ze P[Xr, (9] = w(z, Ti(6); D) dla
kazdego k € Z; ,. Dodatkowo, co ma duze znaczenie, autorka znajduje wszystkie
funkcje F', dla ktérych w nieréwnosei (1) zachodzi réwnosé. W tym miejscu pod-
kresle, ze dowdd twierdzenia 3.1 jest trudny, pomystowy 1 wymagajacy gruntowne;j
wiedzy w temacie. U podstaw dowodu lezy z kolei twierdzenie 2.11, w ktérym au-
torka wykazala, ze dla dowolnego ciggu 6 € P,, i dowolnego zbioru zwartego K C D
istnieje punkt zx nalezacy do brzegu zbioru K taki, ze |F(z)| < |Fr(zx)| dla
FeFpize K, gdse Fi jest kombinacja liniowa funkeji P[X, (9] 0 wspélezyn-
nikach ¢ € Dy () dla k € Z; ,,. Do dowodu twierdzenia 2.11 autorka postuzyla sie
wezesniej wykazanymi lematami 2.9 1 2.10 o reprezentacji dowolnej funkcji F' € Fy
za pomoca wspomnianej kombinacji liniowej. Wracajac do twierdzenia 3.1 jego uzy-
tecznoédé, jak autorka nadmienia, zalezy od mozliwosei oszacowania p(z) od dolui S
od gory. Problem obu oszacowan zostal w pracy gruntownie oméwiony. Szacowanie
z gory stalej S podane zostalo w lemacie 3.2, w ktdrym uzyskano wynik S < p,(dg)
dla kazdego 6 € P, gdzie dy oznacza polowe dhugosci najkrotszego tuku w party-
cji T1(0),..., T, (0). Tutaj dla § € (0;7/n], pn(d) := sup(As), przy czym As jest
zbiorem tych s € R, dla ktérych istnieja 8§ € P,, oraz ciag Z; , 2 k — 2z € Dy(6)
spelniajace réwnosci dg = 4§ i

(2) s =Re (i zk) ;

k=1
Z kolei szacowanie od dolu wielkosci p(z) podane zostalo we wniosku 2.5, a mia-
nowicie p(z) = P[Xjﬁs](|z|) dla # € P, iz € D. Tutaj Is, jest tukiem okregu T o
srodku w punkcie —1 1 dlugosci 2dp. Wykorzystanie wspomnianych szacowan dla S
i p(z) zostalo podsumowane we wniosku 3.3 w postaci oszacowania, ktore wynika z

(1}7
(3) |[F(z) €1 —(n—pn(de))p(z), ze€D,

dla wszystkich 6 € P, 1 [' € Fy. Kolejnym krokiem w rozwazaniach autorki jest
oszacowanie wielkodci p,(8), ktoére sprowadza sie do znalezienia oszacowania z gé-
ry liczby s okreslonej réwnoscia (2). Autorka przeprowadza wszechstronna analize



tego problemu i we wniosku 3.8 uzyskuje fundamentalne dla dalszych rozwazan
szacowanie z gory liczby s, z ktérego dla n € N, n > 3, wynika oszacowanie

sin(N(n,d) - d)

<
) <2+ sin(d)

, 0€e (0;m/nl,

gdzie N(n,d) := min ({Ent(7/(2d),n — 2}), sformulowane we wniosku 3.10. Aby
uzyskaé¢ powyzsza nieréwnosé¢ autorka udowodnita kolejno lematy 3.4 i 3.5, twier-
dzenie 3.6, z ktorych wynikaja z kolei wnioski 3.7 i 3.8. Podsumowaniem rozwazan
jest twierdzenie 3.11, w ktérym podane zostalo oszacowanie |F(z)| dla dowolnych
0 € P,iF € Fy, za pomoca uzyskanego szacowania dla p,(4) i wspomnianego
oszacowania dla p(z). Nadmienie tutaj, ze przypadek klasy Fy z partycjami okre-
slonymi przez 6 € P U Py prowadzi do dos¢ oczywistego dokladnego oszacowania
|F(z)] € 1 dla kazdej funkcji f € Fp, o czym autorka nadmienia w podrozdziale 1.3.
Szezegdlny przypadek partycji z trzema i czterema lukami jest tematem kolejno
podrozdzialéw 3.3 1 3.4. Autorka w obu przypadkach korzysta z wniosku 3.3, a
wige z nieréwnodci (3) dla n := 3 1 n := 4, przy czym w obu przypadkach stosu-
jac kolejno lematy 3.14 i 3.19 wyznacza dokladne wartosci p3(d) dla 6 € (0;7/3]
(wniosek 3.15) i p4(d) dla 6 € (0;m/4] (wniosek 3.20). W konsekwencji uzyskuje
szacowanie modutu |F(z)| dla F' € Fp, gdzie 0 € P; (twierdzenie 3.16) 1 § € Py
(twierdzenie 3.21). Istotnym wzmocnieniem uzyskanych nieréwnosci w obu klasach
jest analiza przypadku réwnosci, i znalezienie wszystkich funkcji, dla ktérych zacho-
dzi réwnosé w otrzymanych szacowaniach. Aby rozstrzygnaé problem dokladnosci
szacowan autorka postuzyla si¢ wprowadzonym przez siebie pojeciem punktu mocno
ekstermalnego zbioru A C C i lematem 2.8 dotyczacym wlasnosei punktu mocno
ekstermalnego.

B. Wyniki rozdziatu trzeciego zostaly wykorzystane w rozdziale czwartym, kto-
rego tematem sa wlasnodci geometryczne dyfeomorfizméw harmonicznych F kola
D na siebie unormowanych brzegowo w sposéb klasyczny. Normalizacja brzegowa
oznacza w tym przypadku, ze dla dowolnego ¢ € P,, dyfeomorfizm harmoniczny F
spelnia warunek

: — i aifk .
u:oal;ril»ek F(z)=¢e, :=e", keZi,.
Niech Hy oznacza klase takich dyfeomorfizméw. Aby wykorzysta¢ wyniki rozdzialu
trzeciego autorka dowodzi najpierw, ze dla dowolnego # € P, zachodzi inkluzja
Hy C Fp (lemat 4.3). Wykorzystujac teraz wniosek 3.3 autorka wyprowadza w
podrozdziale 4.1 nieréwnosé typu Schwarza szacujac |F(z)| dla dowolnie ustalonego
6 € P, 1 dowolnej funkeji F z klasy Hy (nieréwnosé (4.4) w twierdzeniu 4.4). Do-
datkowo, przeprowadzajac szczegdlows analiz¢ uzasadnia, ze réwnosé w nieréwnosci
(4.4) nie moze mie¢ miejsca. Nastepnie wyszczegblnia przypadki 8 € P3 i 0 € Py
odpowiednio we wnioskach 4.5 i 4.7. Podrozdziat 4.2 poswiecony jest znalezieniu
nierownoéci Heinza dla klasy Hy. Wynik ogélny dla dowolnego 6 € P,, uzyskany
zostal w twierdzeniu 4.9, w ktérym autorka szacuje z dolu |dF(z)| (nieréwnosé
(4.12)) oraz |0,F(z)|* + |0,F(2)|* (nieréwnosé¢ (4.13)) dla dowolnych F € Hy i
z € D. Do uzyskania szacowania z dolu w nieréwnosci (4.12) autorka korzysta z
otrzymanego w twierdzeniu 4.4 oszacowania modulu |F'(z)]. Analogicznie jak weze-
$niej wyrdznione sa szczegélne przypadki, tj. dla # € Ps (wniosek 4.10) i 6 € Py
(wniosek 4.12). W ostatnim podrozdziale pracy autorka znajduje oszacowanie od
dolu typu Lipschitza wyrazenia |F(z) — F(w)| dla dowolnych ¢ € P,, i F' € Hy przy



dodatkowym zalozeniu, ze F' jest odwzorowaniem K-quasikonforemnym dla ustalo-
nego K € [1;+00) (twierdzenie 4.14). W dowodzie wykorzystana zostala wykazana
wezeéniej nierdéwnoéé (4.12). Tak jak w poprzednich dwéch podrozdzialach, autorka
wyszczegllnia przypadki @ € Py (wniosek 4.15) 1 8 € Py (wniosek 4.17).

Opinia o rozprawie

A. Moja ocena rozprawy jest bardzo wysoka. Problemy, ktore autorka badala
i rozwigzala sa trudne, wymagajace duzej wiedzy w zakresie teorii funkeji ana-
litycznych i harmonicznych jak réwniez odwzorowan quasikonforemnych. Wyniki,
ktore autorka uzyskala sa wazne zaréwno od strony teoretycznej jak i zastosowan.
Tematyka odwzorowan harmonicznych jest aktualna w badaniach wielu wybitnych
matematykow. Rozprawa liczaca 63 strony technicznie napisana jest perfekcyjnie.
Uzyty jezyk matematyczny i bezbledna formalizacja zapisu $wiadcza o wielkiej bie-
glodei warsztatowej autorki. Nie znalazlem bledéw merytoryeznych i redakeyjnych.
Dowody sa poprawne. Sposob prowadzenia rozumowan w dowodach budzi uzna-
nie dla ich przejrzystosci, konsekwencji i precyzji. Rozprawa zawiera bardzo dobrze
napisany wstep. Dobrze zredagowany rozdzial pierwszy zawiera niezbedne pojecia
ulatwiajace czytanie tekstu. W rozdziale drugim autorka omawia miare harmonicz-
na, by nastepnie w sposob jasny i systematyczny wyprowadzi¢ wszystkie niezbedne
wlasnodci, ktérych uzyje w kolejnych dwéch rozdzialach zawierajacych zasadnicze
wyniki tej pracy.
Na koniec wymieni¢ najwazniejsze moim zdaniem rezultaty:
e Uzyskanie dokladnego szacowania typu Schwarza dla funkeji harmonicz-
nych o sektorowej normalizacji brzegowe;j.
e Zmnalezienie konfiguracji ekstremalnych, dla ktérych uzyskane szacowanie
jest dokladne.
e Wprowadzenie pojecia punktu mocno ekstremalnego i powiazanie go z
problemem dokladnosci szacowan.
e Efektywne oszacowania funkeji p,, (d) dla dowolnego n i dokladne formuly
w przypadkach n =3 in = 4.
e Uzyskanie nieréwnodci typu Schwarza dla dyfeomorfizméw harmonicznych
z klasyczng normalizacjg na brzegu.
e Zmnalezienie nieréwnosci Heinza dla dyfeomorfizméw harmonicznych tak
unormow&nych 3
e Zmalezienie oszacowania typu Lipschitza dla dyfeomorfizméw harmonicz-
nych quasikonforemnych z taka normalizacja.

B. Biorge wszystkie aspekty pod uwage moja opinia o rozprawie jest pozytyw-
na. Rozprawa spelnia wszystkie wymogi ,Ustawy o stopniach naukowych i tytule
naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki”. Wnosze wiec o dopuszczenie
Pani mgr inz. Anny Futy do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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