
Recenzja pracy doktorskiej mgra 1Vlacieja Parola zatvtułowanej

,, przedłużenia ho}omorfi czle i1o czynu Hadamarda funkcji holomorfi cznYch ",

praca jest prar.vie 60-stronicową rozpTawą składająca się ze stronY tYtułowej' sPisu treŚci' wstęPu' trzech

rozdziałórv za"sadniczyc h 7. 2,3 orazbibliografii. Motywację do badan zakreŚlonych tYtułem rozPrawv dok-

torant podaje we rvstępie . Rozdziałpier*,s"y zawiera różnorodne własności podstawowych pojęć uzywanych

wrozprawie,rozdztałdrugigłównyrezultat,arozdztałŁrzecipewnezastosowaniawynikówzpoprzednich
rozdziŃów. Numeracja rvszystkich definicji, twierdzeń, ,o'r-''o=kÓ*, Iematów i uwag' jest łączna w obrębie

każdegorozdziału,oddzielnąnumeracjęrvr-ozdziałachmają\\rzoly.Bibliografiaobejmujel6pozycji,wtym
jedną"publikację współautorską [1,1],

§rT?|"u.r, /,9 holomorficznych w otoczeniu zera iloczyn Hadamarda to następująca funkcja

(0,1) D(O.Rlr) ) z"-----ł(/*g)(r) : i /('l(-o]qll(o)"
ll:0

gdzie R7,nto promień, a D(0,.Ry,n) koło zb\eżnościszeregu potęgowego po prawej stronie, Znane są przvkłady

fttnkcji /,9 których_ iio""vrr'Huju*urau f lr g możnu holor''o.ń"rn\" iorrr"rzYĆ Poza koło D(0' fu'o)'Skoro

dla obszaró w A,BC C, zawierających ,"ro óru,funkcji f e Hol(A),9 € Hot(B) mamy re}ację

p@)p@): dźst(0,0A)d,i,st(O,aB) < RtRo 1 Rf ,n,

gd'ziefil.fisSĘpronrieniamizbieznościszeregórv\Iac]aurinafi.rnkcji/.9.l.ięcinteresrrjącajesthoiomorficzna
rozszerzalnośćiloczynuHad,amard,af*gr.u"ob."uryfl.cCzawie.a.lącekołoD:D(0,P(,ł)P(r))'Rodzinę

takic}r obszarów o, ze dla dołvolnych fun"kcji 7 e noil,łl,g € Hol(B) istnieje funkcia h e Hol(a) sPełniająca

'lvarunek 
(0,5) h(,) -- (f * g)("), z ę D: D(0, p(A)p(B)),

oZIaCZa się przez H1(A,B), Pojawia się problem o maksymalny, w sensie inkluzji, taki obszar, Górne

ograniczenie dla takiclr zbiorów ma postać

f) c (,4" ,B')' ,0 e 1/1(,4,B),

gdzie dla podzbiorów X, Y domkniętej płasz czyżnye, zbiór X, jest dopełnienie* e\X, zaś X,Y iloczynem

ffirui""oym X,Y (bez elementów.0oo, oo0),

Juz to ograniczenie górne uzasadnia uzywanie specjalnego oznaczeniai okreŚlenia dla zbioru 1n' ' B')" '

Zbiór ten ozrLaczasię jako A* B i nu"y*a splotem Hadamarda obszarów '4,B (autor deklaruje PriorYtet

opercji x w stosunku-do operrcji o,U, ui" * i"t,t"zji (1,15) nie trzyma się chyba tej zasady),

Nasuwa sig pytanie: czy inkluzjatl c (A*Bi,n e a,(a,B), jest optymalna, tzn, czy dla pewnych

rodzin obszarów A,B, za.wierających zero, górne'ogrurri"""rie A'*"B w Hl(A'B) na.eŻY do HI(A'B)'Z

uwagi na spójność o, należy pytać czy składowa spójna zawierająca zero CCg (A * B) zbioru A * B na|eŻy

do f/1(,4, B). pozyŁy.wną odpowiedż _można 
znależć w pracach, [12] i [14]. W PracY |l4] rozwazano t'eŻ

problem konstruktyivrr"go ,porobu scharakteryzowania funĘi h,'ktbralest holomorficzn'm rozszerzeniem

iloczynu (/ * g)tp. r"rr-*uzrry ,""ottut, ,_,"y,tou"y p,""" doktoranta w 202L roku, sformułowany jest we

wstgpiewpostacit*ioar"rria0.2. |1-4,' rirm, s.i]. Zlwl2rdzeniategowynika, Że jeŚlobszary A'B cC'

są jednospój,," i ,ńi"","u:. "",", 
," 999r1--'ń,l 

J..':::!_,,:):":",'"::j*-..fl];i"Łri]jiTT'#.;Ł:,ffiJ
}ł,iT,Tj:?:"*,;:;:";iil!fł";i;(/:;il "'ńi,""J'*;tr"; 

całko.i,ym 1o is; jest jedyną holomorficzną

funkcją spcłniającą *ur.rrr"k 1O,S1, '. 
"i., 

: '



W rozdziale pierwszym udowodniono prawie 50 różnorodnych faktów dotyczących PojęĆ związanYch ze

splotem A* B zbiorów i"g.opo*uo! je w podrozdziałach od (1.1) do (1.6). W szczegóIności w:

(1.1) _ izomorfizm .tr,rktrr, (ra, ) , (rU, *) , rowność potwierdz ającąrozdzielność splotu ,4xB względem

i}oczynu n otaz inkluzję pokazującą'btai rozdzielności splotu A * B wzglgdem sumy U;

(1.2) _tvrierdzenie ]..1]_, o alternatywnej charakteryzacji splotu A*B,bezuŻycia iloczYnu al8ebra!:znego;

(1.3) _ w}asności obrazów ro@) ztiorów U ce dla odwzorowań liniowych nieosobtiwYch 4 w C;

(1,4) _ warunki wystarczające Óomkniętości, otwartości i spójnoŚci ,4 * B orazjednosPÓjnoŚci składowej

zbioru A* B; , ^ /

(1,5) _ warunki liniowej osiągalności, wypukłości czy gwiaździstoŚci zbioru A * B (PrzYPomnijmY, Że

gwiaździstość w analizie zespolonej pełni taką rolę jak wypukłość w analizie funkcjonalnej);

(1.6) _ charakteryzację operacji * dla zbiorów ó_spiralnych względem zera.

wszystkie fakty są uszeregov/ane w pTzemyślanym porządku, a dowody bazują na faktach wcześniej

uzyskan}ch (po definicji iloczynu algebraicznego można było objaśnić symbol Ź), Nu szczegÓIną uv/agę Za-

sługuje opatrzenie tych faktów numeTowanymi uwagami o optymalnoŚci założeń i PoParcie ich odPovliednimi

r.oritrp-vr.}adami (nie wiadomo jednak dlaczego taka informacja po lemacie ]-.29 nie została oPatrzona nu-

-"ro*urrą uwagą). Dodajmy, że możnabyło znacznie więcej rezultatów formułowaĆ w jęzYku niezmienników,

Rozdział drugi składa się " trzech części, pTzy czym częśĆ 2,L zawiera definicjg uogólnienia iloczYnu

Hadamarda dwóch funkcji, izęść 2,2 fakty pomocnicze wykorzystywane przy sformułowaniu zasadniczego

twierdzenia i prowadzeniu d,owodu, u 
"ręśi 

2,3 - zasadnicze twierdzenie oraz wnioski dotYczące PrzedłuŻenia

uogólnionego iloczynu Hadamarda,
IioczynHadamarda(0.1),zastąpionotuklasąuogólnionychiloczynówHadamarda HxU,9)generowanYch

przez todzing Ą takich zespolonych ciągów ) : (},) (n przebiega zbiót liczb całkowitych, Z), że

(2.1) limsup VŃ:0 : limsup {^:J
n+Ń

i ma postać

gclziean,b,,",d,Ian€N6,sąwspółczynnikamirozwinięć\,{aclarinafunkcji f,g,zaŚa*n,:0d}ane N,WidaĆ,

ł" * prrypadku gdy )0 : 1, )ł : 0, k e Z\{0}, uzyskuje się oczekiwaną redukcję

HxU, dQ) : U * s)Q),z e ID(O, ĘR).
Zatważmy, żepowyższa modyfikacja odbyła się kosztem utraty przemienności i łącznoŚci iloczYnu Hadamarda,

Jednakze, co jest waźne, udało się doktorantowi wykazać, że problem rozszetzalnoŚci holomorficznej HxU, s)

ma podobn e rozwiązanie jak w wyjściowym przypadku / * g, Zasadniczy rezultat to

T,wierdzenie2.1,1. Dla rlowolngch ),ely i, obszaróu jednospójngch A,B CC zawierajqcych zero, IIoczYn

A* B jest zbźorem otwartEm i, i,stnieje takt operator

Ts: Hot(A) x Hol(B) ,--+ Hol(A* B),

że d,la d,owolnych funkcji f e Hol(A),g e Hol(B)

z€(A*B)\{0},

(2,5) D(0, R/R,) ) z v----+ Hx(l, g)(,) :} (_Ę xro._o) b.,, ,

(2.I7) TxU,dQ) : * |.1alnr]1l,x@)!,

gd,zie 1 C A n ź jrrt kawałlcami, gład,ko, krzywq zamkniętq, ind,r(O) : I, zaś Lx

bn__ A,,un ze"wzoru (2.13). operator Ts spełnia warunki aproksymacyjne (2.L0)
jest szeregi,em Laurenta
i (2.11).



W warunku (2.11) zamiast ucc możnabyło użyć skrótu od polskiej nazwy l|zbieżnoś'ć niemal jednostajna|l;

podobnie w (o.r)) (w tym miejscu zan,ważmy, że do warunku (0.11) wkradł się też angielski spójnik a,nd).

Część (2.3) rozdziału 2 kończy wniosek 2,I2 o rozwiązaniu problemu,

W całym rozdzia1e widać przemyślaną systematykę. Przed definicją uogólnionego iloczYnu Hadamarda

doktorant przygotowuje potrzebne do niej fakty, podobnie przed głównym twierdzeniem. DowodY w tYm

rozdzia1e są o wiele dłuższe i trudniejsze niż w rozdziale pierwszym. Szczególnie dowodY twierdzenia 2.10

i twierdzenia 2.LL wymagały wykorzystania aparatu z różnych dzialów matematyki. Doktorant wYkazał sig

tu dużą znajomością tych metod.
pierwsza częśćtozdziału trzeciego zawiera przykłady ilustrujące różne aspekty wYznaczania sPlotu zbiorów:

P. 3.1 - zbiór jednospójny A dający niespójny zbiór A* A.
p. 3.2 - zbiory: gwiażdzisty,4 i fr-spiralny B, których splot ,4 * B ma obie te własnoŚci.

P. 3.3 _ koła o środkach różnych od zera, których splot nie jest kołem.

P. 3.4 - zbiór wertykalnie wypukły ,4. taki, że A,r -4 jest kolem.

P. 3.5 - zbiór gwiaździsty / taki, że uwaga 1,47 upraszcza wyznaczenie A * A.
p. 3.6 - zbiór gwiaździsty ,4. taki, że twierdzenie 1.45 bardzo :upTaszcza wyznaczenie A * A,

W części drugiej rozdziałll trzeciego widzimy dvra przykłady zastosowania wyników z rozdziału drugiego:
p. 3.7 - demonstruje uogóIniony iloczyn Hadamarda HxG,9),}: ()ł), k e Z, gdzie }r : 1 i ,\1 :6 61u

pozostaiych k e Z, który odgrywa istotną rolę w teorii przestrzeni Hardy'ego.
p. 3.8 - podane są dwie funkcje ę,ł ę /lol(D), które z pomocą wniosku 2.I2 można łatwiej niż w

tradycyjny sposób, holomorficznierozszerzyć na pewne zbiory B,A.Postać tych tozszerzeń wynika zewZoTlI

(2.t7),z ),g: l i,\t :0 dla pozostałych k e Z, wskazując takie /, g e Hol(D),,że f *l : g*g :9, f *g: ł.
irzykład uzupełnia obserwacja o trudnościach w ogólnym przypadku, edy ę zamienimy na ?^, ) : ()ł),
k € V, (bez zażożenia, że}o : 1 i,\1 : 0 dla pozostałych k e Z),

podane przyk}ady wzmacniają odczucie czytelnika o nietrywialnej strukturze pojęĆ iloczynu Hadamarda

otazo dużych możliwościach zastosowń tego pojgcia w analizie zespolonej i Poza nią.

Bibliografia nie jest zbyt bogata, Biorąc pod uwagę tytuł rozprawy, wydaje sig, że mogły by się tll znaleŻĆ

jeszcze publikacje uogólniające iloczyn Hadamarda na funkcje holomorficzne wielu zmiennych zesPolonych,

np. praca S, Zająca, The Hadamard multiplication theorem in several complex variables, Complex Var.

Elliptic Equ. 62 (2017), L-26,
Rozszeruając moje szczegó}owe uwagi, czynione w trakcie prezentacji zawartości rozpTa'\fr/y, stwierdzam,

że rozprawa zawiera nowe oryginalne wyniki i metody badawcze, wnoszące wartościowy wkład w teorię ze-

spolonych funkcji holomorficznych jednej zmiennej. To oraz dobra organizacja i przejrzystoŚĆ Prezentowania

zawartości rozprav/y pokazują, że doktorant dobrze orientuje sig w trudnej tematyce TozpTaw}.

Podsumowając lważam, że lozprawa spełnia ustawowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim*, to

jest stanowi oryginalne rozwiązanie problemu naukowego i wykazuje ogólną wiedzę teoretYczną kandYdata

w dyscyplinie naukowej Matematyka oraz umiejgtność samodzielnego prowadzenia pracy naukowej. W kon-

sekwencji, wnioskuję o dopuszczenie doktoranta do dalszych etapów przewodu doktorskiego.

Jednocześnie wnioskujg o uznanie rozpTawy doktorskiej Macieja Parola za wyróżniającą.
*) Art.13 ust.1 Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie

sztuki, z dnia 14.03.2003r,

Prof. dr hab. Piotr LiczberskiLódź, 05.08.2022r.


