Recenzja pracy doktorskiej mgra Macieja Parola zatytulowanej
"Przedtuzenia holomorficzne iloczynu Hadamarda funkcji holomorficznych".

Praca jest prawie 60-stronicows rozprawg sktadajaca sie ze strony tytutowej, spisu tresci, wstepu, trzech
rozdzialéw zasadniczych 1, 2, 3 oraz bibliografii. Motywacje do badan zakre$lonych tytulem rozprawy dok-
torant podaje we wstepie. Rozdzial pierwszy zawlera réimorodne wiasnoéci podstawowych pojec uzywanych
w rozprawie, rozdzial drugi gléwny rezultat, a rozdzial trzeci pewne zastosowania wynikéw z poprzednich
rozdzialéw. Numeracja wszystkich definicji, twierdzen, wnioskéw, lematow i uwag, jest lgczna w obrebie
kazdego rozdziahu, oddzielng numeracj¢ w rozdzialach maja wzory. Bibliografia obejmuje 16 pozycji, w tym
jedng publikacje wspoétautorska [14].

Wstep.

Dla funkcji f, g holomorficznych w otoczeniu zera iloczyn Hadamarda to nastepujaca funkcja
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gdzie Ry g to promieni, a D(0, R ,g) koto zbieznoéci szeregu potegowego po prawej stronie. Znane sg przyktady
funkeji f, g ktérych iloczyn Hadamarda f * g mozna holomorficznie rozszerzy¢ poza koto (0, Ry,q). Skoro
dla obszaréw A, B C C, zawierajacych zero oraz funkeji f € Hol(A),g € Hol(B) mamy relacje

o(A)o(B) = dist(0,0A)dist(0, 0B) < R¢Ry < Ry,

gdzie Ry, Ry 88 promieniami zbieznoéci szeregéw Maclaurina funkcji f, g, wiec interesujaca jest holomorficzna
rozszerzalnoéé iloczynu Hadamarda f * g na obszary Q) C C zawierajace koto D = D(0, o(A)o(B)). Rodzing
takich obszaréw €2, ze dla dowolnych funkcji f € Hol(A), g € Hol(B) istnieje funkcja h € Hol(£2) spemiajaca
warunek

(0.5)  h(z) = (f *9)(2),z € D =D(0, e(A)e(B)),

oznacza sie przez Hi(A, B). Pojawia sig problem o maksymalny, w sensie inkluzji, taki obszar. Goérne
ograniczenie dla takich zbioréw ma postac

Q c (A°- B%)°,Q e Hi(4, B),

gdzie dla podzbioréw X,Y domknietej plaszczyzny @, zbiér X ¢ jest dopelnieniem @\X , za$ X -Y iloczynem
algebraicznym X,Y (bez elementéw 0oo, 000).

Juz to ograniczenie gorne uzasadnia uzywanie specjalnego oznaczenia i okreélenia dla zbioru (A°- By,
Zbiér ten oznacza si¢ jako A x B i nazywa splotem Hadamarda obszaréw A, B (autor deklaruje priorytet
opercji * w stosunku do operacji N,U, ale w inkluzji (1.15) nie trzyma si¢ chyba tej zasady).

Nasuwa sie pytanie: czy inkluzja Qc (AxB),Q € Hy(A, B), jest optymalna, tzn. czy dla pewnych
rodzin obszaréw A, B, zawierajacych zero, gorne ograniczenie A x B w Hi(A, B) nalezy do Hi(A,B). Z
uwagi na sp6jnosc £1, nalezy pyta¢ czy sktadowa spéjna zawierajaca zero CCy (A * B) zbioru A * B nalezy
do H,(A, B). Pozytywna odpowiedz mozna znaleit w pracach [12] i [14]. W pracy [14] rozwazano tez
problem konstruktywnego sposobu scharakteryzowania funkcji h, ktéra jest holomorficznym rozszerzeniem
iloczynu (f * g)|p- Ten wazny rezultat, uzyskany przez doktoranta w 2021 roku, sformutowany jest we
wstepie w postaci Twierdzenia 0.2. [14, Thm. 3.1]. Z twierdzenia tego wynika, ze je$l obszary A,B c C,
sg jednospdjne 1 zawieraja zero, to CCq (A * B) € Hi(A, B) oraz CCy (A * B) jest najwigkszym zbiorem w
Hi(A, B). Co wigcej, funkeja b = T(f,9)0 okreslona wzorem catkowym (0.15) jest jedyna holomorficzng
funkeja spelniajaca warunek (0.5). L




W rozdziale pierwszym udowodniono prawie 50 réznorodnych faktéw dotyczacych pojet zwigzanych ze
splotem A * B zbioréw i zgrupowano je w podrozdziatach od (1.1) do (1.6). W szczegdlnoscl w:

(1.1) - izomorfizm struktur (QC; ) i <2C; *> , réownoé¢ potwierdzajaca rozdzielnose splotu Ax* B wzgledem
iloczynu N oraz inkluzje pokazujaca brak rozdzielnoci splotu A x B wzgledem sumy U;

(1.2) - twierdzenie 1.11. o alternatywnej charakieryzacji splotu Ax* B, bez uzycia iloczynu algebraicznego;

(1.3) - wiasnosci obrazow T,(U) zbioréw U C C dla odwzorowan liniowych nieosobliwych T, w (E;

(1.4) - warunki wystarczajace domknigtosci, otwartoéci i spéjnoéci A x B oraz jednospéjnosci sktadowej
zbioru A x B;

(1.5) - warunki liniowe]j osiagalnosci, wypukloéci czy gwiazdzistosci zbioru A * B (przypomnijmy, ze
gwiazdzisto$¢ w analizie zespolonej pelni taka role jak wypuklos¢ w analizie funkcjonalnej);

(1.6) - charakteryzacje operacji * dla zbioréw d-spiralnych wzgledem zera.

Wszystkie fakty sa uszeregowane w przemy$lanym porzadku, a dowody bazuja na faktach wczeSniej
uzyskanych (po definicji iloczynu algebraicznego mozna bylo objasni¢ symbol %). Na szczegllng uwagg za-
shuguje opatrzenie tych faktow numerowanymi uwagami o optymalnoéci zatozen i poparcie ich odpowiednimi
kontrprzyktadami (nie wiadomo jednak dlaczego taka informacja po lemacie 1.29 nie zostala opatrzona nu-
merowang uwaga). Dodajmy, ze mozna bylo znacznie wigce]j rezultatéw formulowat w jezyku niezmiennikéw.

Rozdziat drugi sklada sie z trzech czesci, przy czym czes¢ 2.1 zawiera definicje uogdlnienia iloczynu
Hadamarda dwéch funkeji, czeéé 2.2 fakty pomocnicze wykorzystywane przy sformulowaniu zasadniczego
twierdzenia i prowadzeniu dowodu, a czgs¢ 2.3 - zasadnicze twierdzenie oraz wnioski dotyczace przediuzenia
uogdlnionego iloczynu Hadamarda.

Tloczyn Hadamarda (0.1), zastapiono tu klasg uogélnionych iloczynéw Hadamarda H(f, g) generowanych
przez rodzing A takich zespolonych ciagéw A = (\,) (n przebiega zbidr liczb catkowitych Z), ze

(2.1) limsup {/|A,| = 0 = limsup {/|A-n|
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gdzie ay, by, dla n € Ny, sg wsp6ltczynnikami rozwinieé Maclarina funkeji f, g, zaé a_p, = 0 dla n € N. Widag,
ze w przypadku gdy Ao =1, \x =0,k € ZN\{0}, uzyskuje sie oczekiwang redukcje

H(f,9)(z) = (f *9)(2),z € D(0, Ry Ry).

Zauwazmy, ze powyzsza modyfikacja odbyla si¢ kosztem utraty przemiennoéci i }acznosci iloczynu Hadamarda.
Jednakze, co jest wazne, udalo si¢ doktorantowi wykazac, ze problem rozszerzalno$ci holomorficznej H A(f9)
ma podobne rozwigzanie jak w wyjSciowym przypadku f x g. Zasadniczy rezultat to

Twierdzenie 2.11. Dla dowolnych X € A i obszaréw jednospdjnych A,B C C zawierajqcych zero, Iloczyn
A x B jest zbiorem otwartym i istnieje taki operator

Ty : Hol(A) x Hol(B) — Hol(A x B),

se dla dowolnych funkcji f € Hol(A),g € Hol(B)

21 B0 = 5 [ ST, 2 (A+BNOY

gdzie v C AN § jest kawatkami gladkq krzywq zamknietq, ind,(0) = 1, zas Ly jest szeregiem Laurenta
S A\u” ze wzoru (2.13). Operator Ty spelnia warunki aproksymacyjne (2.10) i (2.11).

n=—oo




W warunku (2.11) zamiast ucc mozna bylo uzy¢ skrétu od polskiej nazwy "zbiezno$¢ niemal jednostajna";
podobnie w (0.12) (w tym miejscu zauwazmy, ze do warunku (0.11) wkradt si¢ tez angielski sp6jnik and).

Czesé (2.3) rozdziatu 2 koficzy wniosek 2.12 o rozwigzaniu problemu.

W calym rozdziale wida¢ przemyélang systematyke. Przed definicjg uogélnionego iloczynu Hadamarda
doktorant przygotowuje potrzebne do niej fakty, podobnie przed gtéwnym twierdzeniem. Dowody w tym
rozdziale sa o wiele dtuzsze i trudniejsze niz w rozdziale pierwszym. Szczegélnie dowody twierdzenia 2.10
{ twierdzenia 2.11 wymagaly wykorzystania aparatu z réznych dzialéw matematyki. Doktorant wykazal sig
tu duza znajomoscia tych metod.

Pierwsza czeé¢ rozdziatu trzeciego zawiera przyktady ilustrujace rézne aspekty wyznaczania splotu zbioréw:

P. 3.1 - zbiér jednospéjny A dajacy niesp6jny zbiér A x A.

P. 3.2 - zbiory: gwiazdzisty A i §-spiralny B, ktérych splot A * B ma obie te wlasnosci.

P. 3.3 - kota o érodkach réznych od zera, ktérych splot nie jest kotem.

P. 3.4 - zbiér wertykalnie wypukly A taki, ze A x A jest kotem.

P. 3.5 - zbiér gwiazdzisty A taki, ze uwaga 1.47 upraszcza wyznaczenie A x A.

P. 3.6 - zbi6r gwiazdzisty A taki, ze twierdzenie 1.45 bardzo upraszcza wyznaczenie AxA.

W czeéci drugiej rozdziatu trzeciego widzimy dwa przyklady zastosowania wynikéw z rozdziatu drugiego:

P. 3.7 - demonstruje uogélniony iloczyn Hadamarda Hx(f,9),A = (M), k € Z, gdzie A1 =11 A =0 dla
pozostatych k € Z, ktéry odgrywa istotng role w teorii przestrzeni Hardy’ego.

P. 3.8 - podane s dwie funkcje ¢,1 € Hol(DD), ktére z pomoca wniosku 2.12 mozna latwiej niz w
tradycyjny sposéb, holomorficznie rozszerzy¢ na pewne zbiory B, A. Posta¢ tych rozszerzen wynika ze wzoru
(2.17), z Ao = 1 i A\, = 0 dla pozostalych k € Z, wskazujac takie f, g € Hol(D), ze fxf =gxg=1,fxg=1.
Przyktad uzupelnia obserwacja o trudnoéciach w ogdélnym przypadku, gdy ¢ zamienimy na ¢y, A = (Ag),
k € Z (bez zalozenia, ze Ao = 1 i A\, = 0 dla pozostatych k € Z).

Podane przyklady wzmacniajg odczucie czytelnika o nietrywialnej strukturze pojet iloczynu Hadamarda
oraz o duzych mozliwoéciach zastosown tego pojecia w analizie zespolonej i poza nig.

Bibliografia nie jest zbyt bogata. Biorac pod uwagg tytut rozprawy, wydaje sig, ze mogly by sie tu znalez¢
jeszcze publikacje uogélniajace iloczyn Hadamarda na funkcje holomorficzne wielu zmiennych zespolonych,
np. praca S. Zajaca, The Hadamard multiplication theorem in several complex variables, Complex Var.
Elliptic Equ. 62 (2017), 1-26.

Rozszerzajac moje szczegdtowe uwagi, czynione w trakcie prezentacji zawartoSci rozprawy, stwierdzam,
ze rozprawa zawiera nowe oryginalne wyniki i metody badawcze, wnoszace warto$ciowy wklad w teorie ze-
spolonych funkcji holomorficznych jednej zmiennej. To oraz dobra organizacja i przejrzysto$é prezentowania
zawartosci rozprawy pokazuja, ze doktorant dobrze orientuje si¢ w trudnej tematyce rozprawy.

Podsumowajgc uwazam, ze rozprawa spelnia ustawowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim*, to
jest stanowi oryginalne rozwigzanie problemu naukowego i wykazuje ogdlng wiedze teoretyczng kandydata
w dyscyplinie naukowej Matematyka oraz umiejetno$¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej. W kon-
sekwencji, wnioskuje o dopuszczenie doktoranta do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Jednoczeénie wnioskuje o uznanie rozprawy doktorskiej Macieja Parola za wyrézniajaca.

*) Art.13 ust.1 Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie
sztuki, z dnia 14.03.2003r. )

1.6dz, 05.08.2022 r. Prof. dr hab. Piotr Liczberski
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