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Przedluzenia holomorficzne iloczynu Hadamarda
funkcji holomorficznych

Mgr Maciej Parol jest autorem 9 prac naukowych opublikowanych w czasopismach o zasiegu mig-
dzynarodowym. Sposrdd nich, dwie opublikowane w czasopismic Analysis and Mathematical Physics
oraz jedng w Proceedings of the Romanian Academy Series A mozna uznaé za publikacje wysoko
punktowane wg listy czasopism Ministerstwa Edukacji i Nauki (odpowiednio: 100 pkt i 70 pkt).
Trzy artykuly opublikowane zostaly w wiodacym w Polsce w zakresic analizy zespolonej czasopismie
Annales UMCS.

Opiniowana praca doktorska dotyczy klasycznego juz problemu przedtuzenia holomorficznego ilo-
czynow Hadamarda na maksymalny w sensie inkluzji zbiér zawicrajacy 0. Rozprawa sktada sie ze
Wstepu oraz trzech rozdziatow: Splot zbioréw, Uogélnienia iloczynu Hadamarda funkcji holomorficz-
nych, Przyktady zastosowan. Literatura na l\tor‘q, powotuje si¢ Autor liczy 16 pozycji.

Na poczatku mojej recenzji przedstawi¢ problem badawczy rozwazany przez Autora. Niech Hol(E)
oznacza rodzine wszystkich funkeji holomorﬁ(‘/m'(’h w zbiorze E. Dla zadanych dwdch obszaréw
A, B C C zawierajacych 0 oraz dwéch funkeji f € Hol(A), g € Hol(B) iloczyn Hadamarda f*xg
okreslony wzorem

+00

(f*g) Z anbp2"™ , gdzie a, = ,]"“”(O)/‘I}L b, = g(m(())/n! ,
=l
jest ['Lulk(:_]’q holomorficzna w p(\\ nym otoczeniu punktu 0, a konkretnie w kole D = (0, o(A)o(B))
gdzic o(E) = sup{r > 0: D(0,r) C E}.
Badania omawiane w rozprawic docelowo dotyczg wyznaczania maksymalnego w sensie inkluzji
sbioru {1 takicgo, ze dla dowolnych funkeji f € Hol(A), g € Hol(B)

)

dh € Hol(Q)) h(z)=(f*g)(2), 2z€ D,
lub innymi stowy, funkcja (f * g)|, ma rozszerzenie holomorficzne na zbiér Q. W pracy [12] Miiller
wykazal, ze takim zbiorem jest C'Cy(A * B), spéjna sktadowa zbioru A * B zawierajaca 0 (o defi-

nicji splotu zbioréw - dalej). W przypadku gdy A, B sy obszarami jednospdéjnymi Autor wyznacza
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postac¢ catkowy tego rozszerzenia (Twierdzenie 0.2). Ponadto, Autor rozwaza uogélnienie iloczynu
Hadamarda. Mianowicie, A-iloczynem Hadamarda funkcji f i g nazywa funkcje okreglong wzorem

+o00
[1)\ </L (J) <2) - Z Z A}sla"n,f/st b”ZTL )

n=0 \k=-oc
{/|An] = 0 oraz limsup,_ .. {/|A-n| = 0.

gdzie A jest ustalonym ciggiem takim, ze limsup,_ . {
Giowny wynik pracy stanowi Twierdzenie 2.11, ktére uogdlnia Twierdzenie 0.2 na przypadek -
iloczynu Hadamarda. Wynika z tego twicrdzenia, ze gdy zbiory A, B sg jednospéjne, to maksymal-
nym w sensie inkluzji zbiorem dla ktérego istnicje przediuzenie holomorficzne jest CCo(A * B). Co
wigcej, wyznaczona zostala postac catkowa tego rozszerzenia. Autor osigga wiec podstawowy cel jaki
postawiony zostal w rozprawie.

Bardzo istotng cz¢é¢ rozwazan stanowia badania nad splotami zbioréw, ktérym pogwiccony jest
caly rozdziat pierwszy. Wychodzac od definicji splotu zbioréw AxB = (AC . BC>C, gdzie B¢ = (C\E,
badane sg jego wlasnosci algebraiczne i topologiczne. Jako wazny wynik nalezy tu wskazaé alterna-
tywna charakteryzacje splotu zbioréw bez koniecznosci wyznaczania iloczynu algebraicznego zbioréw
(Twicrdzenie 1.11). Rozdzial poswigcony splotom zbioréw koniczy analiza geometrycznych wlasnosci
splotu. [ tak, postugujac si¢ koncepeja P-zbioréw. Autor wykazuje, ze przy dosé prostych warunkach
dodatkowych, splot A x B zachowuje takie wlasnosci geometryczne jak liniowa osiggalnosé, wypu-
ktos¢, gwiazdzistos¢ czy spiralnosé, o ile A posiada jedna z ww. wlasnosci. Co wiecej, w Twierdzeniu
1.45 oraz Uwadze 1.47 proponuje nowy sposéb wyznaczania zbioru A * B, w przypadku gdy zbiory
te sg gwiazdziste lub d-spiralne poprzez tzw. charakterystyke brzegowa.

Mozna by powiedzie¢, ze wyniki dotyczgce splotu zbioréw, jakkolwick dla Autora majace wartosé
pomocniczg, same w sobie sa wielce interesujgce. Co wigeej, rysuja sie ogromne mozliwosci prowa-
dzenia dalszych badan naukowych w tym kierunku. Pozwole sobie na postawienie dwéch pytan:

e czy zbior A x B jest wypukly w pewnym kierunku, jesli zbiory A, B sa wypukte w ustalonym
kierunku?

e czy zbior A x B jest prawie wypukly, jesli zbiory A, B sg prawic wypukle?

Bardzo waznym clementem rozprawy sg bardzo liczne przyktady ilustrujace przedstawiane wia-
snosci czy to splotu zbiorow czy iloczynéw Hadamarda. Przykiady najwazniejsze zebrane zostaly
w rozdziale trzecim. Na uwage zastuguje stosunkowo prosty przyktad zbioru jednospdjnego A dla
ktorego A = A jest zbiorem niespojnym (Przyktad 3.1) oraz Przyktad 3.5 ilustrujacy wykorzystanie
metody charakterystyki brzegowej do wyznaczenia splotu A * A, gdziec A = {z € C : Re(z) < 1}.
Z kolei w Przykladzie 3.8 dyskutowane sa przediuzenia holomorficzne iloczynéw Hadamarda funkeji
f(z) =log(l+2) i g(2) = —log(l — z) okreSlonych odpowiednio na zbiorach A = C\ (—oc, —1] oraz
B =C\[1,+00).

Przedstawiona rozprawe nalezy bez watpienia oceniaé bardzo wysoko. Material jest bardzo sta-
rannic opracowany, dowody, cho¢ nickiedy diugic i trudne, sa przejrzyste i logicznie zbudowane.
Przyklady ilustrujace poszezegélne fragmenty ulatwiaja czytanie catosci. Na szezegdlne uznanie za-
stuguje niczwykty wrecz staranno$é w zakresie jozykowym oraz sktadu tekstu - bez najmniejszych
usterek.

Jedyne zauwazone przeze mnie mankamenty to:

e brak zdefiniowania pojecia " punkt przyleglty zbioru”,
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e brak zdefiniowania (oczywistych skadinad) symboli:
43,

. T czy symbol cyklu uzyty na stronie
e nicfortunnc okredlenic "funkcja 27-okresowa’” (str. 43),
e kolizja oznaczen we wzorze (2.22),

e brak nawiaséw wokoét symboli U2 A, oraz U B, w Lemacie 1.12 i Uwadze 1.13.

n=1" n=
Podsumowujac stwicrdzam, ze rozprawa jest oryginalna i o duzym znaczeniu naukowym. Autor
wykazuje sic duza wiedza, sprawnoscia i kulturg matematyczna. Rozprawa spelnia wige wszystkie
wymagania ustawowe stawiane rozprawom doktorskim; wnioskujg¢ zatem o dopuszczenie mgr Macieja
Parola do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



