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Niech O będzie obszarem w pŁaszczyźnie zespoionej E(C) ,: (C, p.), gdzie p" jest standar-
dową metryką, o brzegu T + 0, Ustalając dowolnie niepusty zbi6r A C f i funkcję f : A --+ C
mozna postawić interesujące zagadnienie badania klasy Da(Q,f) złożonej ze wszystkich funk-
cjiciągłychF:aUA--+C,którepokrywająsięzfunkcjąfnanbiorzeAisąharmoniczne
w obszarze fż, tzn. funkcje F są dwukrotnie rózniczkowalne w sposób ciągły w obszarze O
i spełniają w nim równanie rózniczkowe Laplace'a. W szczegóiności, jeśli ,4 : l to zagadrrienie
badania klasy Dp(f), /) jest klasycznym problemem DiI,ichleta dla obszaru O z funkcią brzegową

/:f-+C.WprzypadkrrkołajednostkowegoD :{zeC:|z| <1}jegobrzegiernjestokrąg
jednostkowy ]f :: {z e C : |z| :1} i jedyne rozwlązanie problemu Dirichleta dla D z ciągŁą
funkcją brzegową /:1l -+ C można wyznaczyć za pomocą całki Poissona F: P[/].

Niniejsza lozplawa dotyczy w znacznej mierze wyżej postawionego problemu dia klasy
Da(D,f) a A, gdzie A jest skończonym podzbiorem okręgu T, "4 jest klasą wszystkich bi-
jekcji zbioru DU,4 na siebie i lQ): z dla z e A. Osiągnięte wyniki w tym zakresie zostały
przedstawione $/ rozdziale 4l za\eżą od parametru rzeczy-wistego ó charakteryzującego tozkład
punktów zbioru A na okręgu 1l. Są one konsekwencją rezultatów uzyskanych w rozdziale 3

i zostaną wl,szczególnione w dalszej kolejności,
Problem badania klasy Da(D, f)nA nie jest łatwy, Pionierskie wvniki w tym zakresie zosta-

Ły oftzymane w 2015 toktptzez D. Partykę t J. Zająca dla zbioru A,.: {"'"'r/3 : k ę i0,1,2}}.
Oszacowali oni moduł lP(r)l dia F e DA(D, f) ) A i z e D. Użyta metoda polegała na
dokładnym oszacowaniu tego modułu w szerszej klasie funkcji harmonicznych F : D + D
spełniających następujący warunek sektorowy: dla każdego k e {t, 2,3} i dla prawie każdego
u€T1,::{ęztitl3:te|k*l;k]igranicaradialnafunkcjiFwpunkcieunależydootoczki
wypukłej, rozpiętej ptzez początek układu współrzędnych i łuk Ę. Wspomniane wyniki sta-
nowiły inspirację do napisania niniejszej Tozprawy, W 2018 roku A, Futa i D. Partyka rozwa-
żyli przvpadek ogólniejszy, w którym trzy łuki zastąpiono skończonym ciągiem Tt,Tz,." . ,Tn
łuków domkniętych zawartych w T o dodatniej długości, całkowitej długości 2a, i pokrywa-
jących okrąg 1l. Ciąg ten został naz]Many partycjq okręguT, zaś odpowiadający tym łukom
warunek sektorowy zos|ał fi&zwł,Tl! sektorowq narmalźzacjq brzegowq stowarzyszonq z partycjq
Tr,Tz,. ..,Tn okręgu lf; por. definicje 1.1 i 1,2. Należy przy tym dodać, ze wszystkie uzyskane
wtedy r,vyniki obowiązują przy domyślnym założeniu, że wszystkie łuki partycji oklęgu T nie
przekraczają połowy długości tego okręgu. To obostrzenie jest usunięte w rozprawie, przez co
wyniki w niej otrzymane ob,owiązują dla wszystkich partycji,



Wiodącym zagadnieniem niniejszej rozprawy jest szacowanie modułu funkcji harmonicznych
F : D -+ D z normalizacją sektorową, c0 prowadzi do nierówności typu Schwarza dla klasy takich
funkcji. Uzyskane w tym zakresie rezultaty są zawarte w rozdziale 3, a ich dowody są oparte
na faktach pomocniczych zebranych w rozdziale 2. Precyzując, struktura pracy składa się z
czterech rozdzialow.

Rozdział 1 zawiera podstawowe pojęcia i oznaczenta uzywane w rozprawie a także obowią-
zujące w niej ogólne zaŁożenia. Zdefiniowano w nim roz-wazane klasy funkcji, ze szczególnyrn
uwzględnieniem klasy funkcji harmonicanych. Przypomniano podstawowe informacje dotyczące
całki Poissona w koie D. Następnie okreś]ono tytułową nierówność typu Schwarua i wskazano
przykłady takich nierówności dla wybranych klas funkcji. Na koniec wprowadzono kluczową w
d alszych r ozw ażaniaęh s ekt o ro w q n o rm alź z a cj ę b r z eg o w q.

W razdziaLe 2 znajdują się wyniki pomocnicze, uzyteczne w dalszym ciągu rozważań. Do-
tyczą one miary harmonicznej i jej własności. Na szczególną uwagę zasługują tutaj zdefiniowa-
nie punktu rnocno ekstremalnego zb1,oru i wykazanie powiązanego z tym pojęciem iematu 2.8,
Ponadto scharakteryzowano klasę odwzorowań harmonicznych spełniających normalizację sek-
toro\Ąrą i udowodniono kilka użytecznych własności tej k}asy.

Rozurażania w rczdziale 3 bazują na twierdzeniu 3.1. Stanorvi ono \Mzmocnioną wersję wy-
niku otrzymanego w 2018 roku przez A. Futę i D. Partykę poprzez zniesienie wspomnianego
wcześniej obostrzenia na partycje okręgu ']f oraz dodanie warunków koniecznych i dostatecz-
nych pojawienia się równości w oszacowaniu w twierdzeniu 3.1. Twierdzenie to jest użytecznym
narzędziem do badania konfiguracji ekstremalnych, co stanowi szczególną wartość tego twier-
dzenia. Następnie rozvłażanla dotyczą partycji okręgu na rz, łtrków o dowolnej długości. Wniosek
3.3 wyraża oszacov/anie modułu lrQ)l w zależności od liczby n łuków partycji Tt,Tz,. .. ,Tn
okręgu T, połowy długości ó jej najkrótszego łuku oraz wartości p(z) najmniejszej miary harmo-
nicznej punktu z względem tych łuków. Zastosowanie oszacowania wartości p(z) z wniosku 2.5
prowadzi do wersji radialnej oszacowania wartości |F(z)| zależnej od parametrów n, 6 i |z|.
W obu przypadkach użyta jest funkcja p,, określona wzorem (3.19). Zagadnienie szacovrania
1 wyznaczania wartości p"(6) jest przedmiotem dalszych rozvłażań w tym rozdziale, Oszaco-
wanie dla p"(ó) podaje wniosek 3.I0, z którego wyprowadzono nierówność typu Schwarza clla
partycji złożonej z n łuków; por. twierdzenie 3.11. Następnie rczlvażono przypadek partycji z
trzema, a potem z czterema łukami. W tym celu wyznaczono wartość p3(d) dla 6 e Q;rl3];
por, wniosek 3.15, To łącznie z wnioskiem 3.3 doprowadziŁo do nierówności typu Schwarzadla
partycji ztrzęma łukami, podanej w twierdzeniu 3.16. Co więcej, przy uźyciu twierdzenia 3.1
scharakteryzowano wszystkie przypadki ekstrema]ne, czyli pary (Ą z), dla których nierówność
w oszacowaniu modułu |fl(z)i staje się równością. W szczególności, dia 6: n13 otrzymane
oszacowanie wartości |eQ)l pokrywa się z wynikiem uzyskanym w 2015 roku przez D. Par-
tykę i J, Zająca. }tiastępnie wyznaczono wartość pa(d) d}a d e (0; rl4]; pot, wniosek 3.20. W
konsekwencji wyprowadzono nierówność typu Schwarza dla partycji z czŁerema lukami oraz
scharakteryzowano wszystkie nrożliwe przypadki ekstremalne; por. twierclzenie 3.21.

Ostatni rczdziaŁ 4 ma charakter aplikacyjny i wskazuje możiiwość zastosowań wyników
otruymanych, w rozdzia]e 3, Wyprowadzono w nim nierówności typu Schwarza oraz warianty
nierówności Heinza dla harmonicznych dyfeomorfizlnów koła D na siebie spełniających klasycz-
ną normaltzację brzegową, W konsekwencji uzyskano dolne ograniczenia typu Lipschitza dla
takich dyfeomorfizmóvr przy dodatkowym załozeniu ich quasikonforemności.
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