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Niech Q bedzie obszarem w plaszczyznie zespolonej E(C) := (C, pe), gdzie p. jest standar-
dows metryka, o brzegu I # (). Ustalajac dowolnie niepusty zbiér A C T' i funkcje f: A — C
mozna postawié interesujace zagadnienie badania klasy D4 (9, f) zlozonej ze wszystkich funk-
cji ciggtych ' : QU A — C, ktére pokrywaja sie z funkcja f na zbiorze A i sa harmoniczne
w obszarze (), tzn. funkcje F' sa dwukrotnie rézniczkowalne w sposob ciagly w obszarze 2
i spelniaja w nim réwnanie rézniczkowe Laplace’a. W szczegdlnosci, jesli A = I' to zagadnienie
badania klasy Dr(€2, f) jest klasycznym problemem Dirichleta dla obszaru €2 z funkcjg brzegowa
f: T — C. W przypadku kota jednostkowego D := {2z € C: |z| < 1} jego brzegiem jest okrag
jednostkowy T := {z € C: |z| = 1} i jedyne rozwiazanie problemu Dirichleta dla D z ciagla
funkcja brzegowa f : T — C mozna wyznaczy¢ za pomocg catki Poissona F = P[f].

Niniejsza rozprawa dotyczy w znacznej mierze wyzej postawionego problemu dla klasy
Da(D, f) N A, gdzie A jest skonczonym podzbiorem okregu T, A jest klasa wszystkich bi-
jekcji zbioru D U A na siebie i f(z) = z dla z € A. Osiggniete wyniki w tym zakresie zostaly
przedstawione w rozdziale 4 i zalezg od parametru rzeczywistego 6 charakteryzujacego rozklad
punktéw zbioru A na okregu T. Sg one konsekwencja rezultatéw uzyskanych w rozdziale 3
i zostang wyszczegdlnione w dalszej kolejnosci.

Problem badania klasy D4 (D, f)N.A nie jest tatwy. Pionierskie wyniki w tym zakresie zosta-
ly otrzymane w 2015 roku przez D. Partyke i J. Zajaca dla zbioru A4 := {e*™*/3 . k € {0,1,2}}.
Oszacowali oni modut |F(z)| dla FF € Ds(D,f) N A iz € D. Uzyta metoda polegata na
dokladnym oszacowaniu tego modulu w szerszej klasie funkcji harmonicznych F : D — D
spelniajacych nastepujacy warunek sektorowy: dla kazdego k € {1,2,3} i dla prawie kazdego
u € Ty := {e**3 : t € [k — 1;k]} granica radialna funkcji F w punkcie u nalezy do otoczki
wypuktej, rozpietej przez poczatek uktadu wspéhrzednych i tuk T,. Wspomniane wyniki sta-
nowity inspiracje do napisania niniejszej rozprawy. W 2018 roku A. Futa i D. Partyka rozwa-
zyli przypadek ogélniejszy, w ktorym trzy tuki zastgpiono skonczonym ciggiem T4, 7o, ..., T},
tukéw domknietych zawartych w T o dodatniej dlugosci, catkowitej dlugosci 27 1 pokrywa-
jacych okrag T. Ciag ten zostal nazwany partycjg okregu T, za$ odpowiadajacy tym hikom
warunek sektorowy zostal nazwany sektorowq normalizacjg brzegowq stowarzyszong z partycjg
T, T, ..., T, okregu T; por. definicje 1.1 i 1.2. Nalezy przy tym doda¢, ze wszystkie uzyskane
wtedy wyniki obowigzuja przy domyslnym zalozeniu, ze wszystkie tuki partycji okregu T nie
przekraczaja polowy dlugosci tego okregu. To obostrzenie jest usuniete w rozprawie, przez co
wyniki w niej otrzymane obowiazuja dla wszystkich partycji.



Wiodacym zagadnieniem niniejszej rozprawy jest szacowanie modutu funkcji harmonicznych
F : D — D znormalizacjg sektorowa, co prowadzi do nieréwnosci typu Schwarza dla klasy takich
funkcji. Uzyskane w tym zakresie rezultaty sa zawarte w rozdziale 3, a ich dowody sa oparte
na faktach pomocniczych zebranych w rozdziale 2. Precyzujac, struktura pracy sklada sie z
czterech rozdziatow.

Rozdziatl 1 zawiera podstawowe pojecia i oznaczenia uzywane w rozprawie a takze obowig-
zujace w niej ogdlne zaltozenia. Zdefiniowano w nim rozwazane klasy funkeji, ze szczegdlnym
uwzglednieniem klasy funkcji harmonicznych. Przypomniano podstawowe informacje dotyczace
calki Poissona w kole D. Nastepnie okreslono tytutows nieréwnosé typu Schwarza i wskazano
przyktady takich nieréwnosci dla wybranych klas funkcji. Na koniec wprowadzono kluczowa w
dalszych rozwazaniach sektorowq normalizacje brzegowaq.

W rozdziale 2 znajduja sie wyniki pomocnicze, uzyteczne w dalszym ciggu rozwazan. Do-
tycza one miary harmonicznej i jej wtasnosci. Na szczegolna uwage zastuguja tutaj zdefiniowa-
nie punktu mocno ekstremalnego zbioru i wykazanie powigzanego z tym pojeciem lematu 2.8.
Ponadto scharakteryzowano klase odwzorowan harmonicznych spelniajacych normalizacje sek-
torowa 1 udowodniono kilka uzytecznych wtasnosci tej klasy.

Rozwazania w rozdziale 3 bazuja na twierdzeniu 3.1. Stanowi ono wzmocniona wersje wy-
niku otrzymanego w 2018 roku przez A. Fute i D. Partyke poprzez zniesienie wspomnianego
wezesniej obostrzenia na partycje okregu T oraz dodanie warunkéw koniecznych i dostatecz-
nych pojawienia sie rownosci w oszacowaniu w twierdzeniu 3.1. Twierdzenie to jest uzytecznym
narzedziem do badania konfiguracji ekstremalnych, co stanowi szczegdlng wartosé tego twier-
dzenia. Nastepnie rozwazania dotycza partycji okregu na n tukéw o dowolnej dtugosci. Wniosek
3.3 wyraza oszacowanie modultu |F(z)| w zaleznosci od liczby n tukéw partycji 7y, Ty, ..., T,
okregu T, potowy dlugosci § jej najkrétszego tuku oraz wartosei p(z) najmniejszej miary harmo-
nicznej punktu z wzgledem tych tukéw. Zastosowanie oszacowania wartosci p(z) z wniosku 2.5
prowadzi do wersji radialnej oszacowania wartosci |F(z)| zaleznej od parametréw n, § i |z].
W obu przypadkach uzyta jest funkcja p, okreslona wzorem (3.19). Zagadnienie szacowania
1 wyznaczania wartosci p,(d) jest przedmiotem dalszych rozwazan w tym rozdziale. Oszaco-
wanie dla p,(9) podaje wniosek 3.10, z ktérego wyprowadzono nieréwno$é typu Schwarza dla
partycji ztozonej z n tukéw; por. twierdzenie 3.11. Nastepnie rozwazono przypadek partycji z
trzema, a potem z czterema tukami. W tym celu wyznaczono warto$é ps(d) dla 6 € (0;7/3];
por. wniosek 3.15. To tacznie z wnioskiem 3.3 doprowadzito do nieréwnosci typu Schwarza dla
partycji z trzema tukami, podanej w twierdzeniu 3.16. Co wiecej, przy uzyciu twierdzenia 3.1
scharakteryzowano wszystkie przypadki ekstremalne, czyli pary (F,z), dla ktérych nieréwnosé
w oszacowaniu modutu |F(z)| staje sie réwnoscia. W szczegdlnodei, dla 6 = 7/3 otrzymane
oszacowanie wartosci |F'(z)| pokrywa sie¢ z wynikiem uzyskanym w 2015 roku przez D. Par-
tyke i J. Zajaca. Nastepnie wyznaczono wartos¢ ps(d) dla & € (0;7/4]; por. wniosek 3.20. W
konsekwencji wyprowadzono nieré6wnos¢ typu Schwarza dla partycji z czterema tukami oraz
scharakteryzowano wszystkie mozliwe przypadki ekstremalne; por. twierdzenie 3.21.

Ostatni rozdzial 4 ma charakter aplikacyjny i wskazuje mozliwosé zastosowan wynikow
otrzymanych w rozdziale 3. Wyprowadzono w nim nieréwnosci typu Schwarza oraz warianty
nieréwnosci Heinza dla harmonicznych dyfeomorfizméw kota D na siebie spetniajacych klasycz-
ng normalizacje brzegowa. W konsekwencji uzyskano dolne ograniczenia typu Lipschitza dla
takich dyfeomorfizmow przy dodatkowym zatozeniu ich quasikonforemnosci.
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