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Wst¦p

Izomor�czna teoria przestrzeni Banacha stanowi niew¡tpliwie jeden z klasycznych obsza-
rów bada« analizy funkcjonalnej. Istotn¡ cz¦±ci¡ tych bada« s¡ próby oszacowania dystorsji
izomor�cznych wªo»e«, a w szczególno±ci uzyskania dokªadnych warto±ci odlegªo±ci Banacha-
-Mazura pomi¦dzy wybranymi izomor�cznymi przestrzeniami Banacha. Tematyka ta zostaªa
zainicjowana przez Stefana Banacha w sªynnej monogra�i [6]. Mianowicie zde�niowaª on wiel-
ko±¢ zwan¡ dzisiaj odlegªo±ci¡ Banacha-Mazura oraz wprowadziª ±ci±le zwi¡zane z ni¡ poj¦cie
przestrzeni prawie izometrycznych. Przypomnijmy, »e dla przestrzeni Banacha X i Y , prze-
ksztaªcenie liniowe T : X → Y nazywane jest izomor�cznym wªo»eniem, je±li istniej¡ a, b > 0
takie, »e dla ka»dego x ∈ X

a ‖x‖ ¬ ‖T (x)‖ ¬ b ‖x‖ .

Dystorsj¡ izomor�cznego wªo»enia T : X → Y nazywamy liczb¦ ‖T‖ ‖T−1‖, gdzie T−1

oznacza operator odwrotny do izomor�zmu T dziaªaj¡cego ze zbioru X na jego obraz T (X),
natomiast odlegªo±ci¡ Banacha-Mazura pomi¦dzy izomor�cznymi przestrzeniami Banacha X
i Y nazywamy liczb¦

d(X, Y ) = inf
{

ln
(
‖T‖ ‖T−1‖

)
: T jest izomor�zmem z X na Y

}
.

W przypadku, gdy d(X, Y ) = 0, przestrzenie X i Y nazywamy prawie izometrycznymi.
Przedmiotem wspomnianej wcze±niej ±cie»ki bada« s¡ w szczególno±ci pewne klasy przes-

trzeni Banacha okre±lanych mianem przestrzeni Lindenstraussa. Przypomnijmy, »e przestrze«
Banacha X nazywamy przestrzeni¡ Lindenstraussa lub L1-predualn¡, je»eli jej dualna X∗ jest
izometrycznie izomor�czna z przestrzeni¡ L1(µ) dla pewnej miary µ. Mo»emy wyró»ni¢ kilka
klas przestrzeni Banacha, które maj¡ t¦ wªasno±¢. Nale»¡ do nich chocia»by przestrzenie
C0(K), gdzie K jest lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a i C0(K) oznacza przestrze« Ba-
nacha wszystkich funkcji ci¡gªych f : K → R znikaj¡cych w niesko«czono±ci, wyposa»on¡
w norm¦ supremum. W szczególno±ci, gdy K jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a, przestrze«
C0(K) zwyczajowo oznaczamy przez C(K). Nale»y podkre±li¢, »e wªa±nie ta klasa przes-
trzeni byªa dotychczas gªównym obiektem bada« w kontek±cie odlegªo±ci Banacha-Mazura
w obr¦bie L1-predualnych (patrz rozdziaª 2). W przedªo»onej rozprawie zajmiemy si¦ ba-
daniem wspomnianych zagadnie« w przypadku innych podklas L1-predualnych. Mianowicie
b¦dziemy rozwa»a¢ przykªady przestrzeni z klas szerszych ni» wspomniana klasa przestrzeni
C0(K), tj. M przestrzeni oraz G przestrzeni. Klasy te zostan¡ omówione w rozdziale pierw-
szym. Przedmiotem naszych rozwa»a« b¦dzie równie» rodzina przestrzeni A(S), gdzie A(S)
oznacza przestrze« Banacha funkcji a�nicznych i ci¡gªych na sympleksie Choqueta S, wy-
posa»on¡ w norm¦ supremum. Nale»y podkre±li¢, »e klasa ta jest ±ci±le wi¦ksza od klasy
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przestrzeni C(K) (patrz Przykªad 1.0.6). Klasa przestrzeni A(S) zasªyn¦ªa z fundamentalnej
roli jak¡ odegraªa w teorii zwanej obecnie teori¡ Choqueta. Do jej kluczowych wyników na-
le»¡ twierdzenie Choqueta-Bishopa-de Leeuw oraz twierdzenie Choqueta-Meyera. Obszerne
omówienie zagadnie« tej teorii mo»emy znale¹¢ w monogra�i [54]. Niedawno okazaªo si¦, »e
klasa przestrzeni A(S) odgrywa wa»n¡ rol¦ równie» w metrycznej teorii punktów staªych.
Otó», je»eli X jest o±rodkow¡ L1-predualn¡, to X∗ nie ma sªabej∗ wªasno±ci punktu staªego
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z pewn¡ niesko«-
czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ A(S) (patrz [20]); przestrze« X∗ ma sªab¡∗ wªasno±¢ punktu
staªego (w skrócie σ(X∗, X)-WPS), je±li dla ka»dego niepustego, wypukªego, sªabo∗ zwar-
tego podzbioru C tej przestrzeni, ka»de nieoddalaj¡ce przeksztaªcenie (tj. przeksztaªcenie
T : C → C takie, »e ‖T (x) − T (y)‖ ¬ ‖x − y‖ dla dowolnych x, y ∈ C) ma punkt staªy.
Nale»y podkre±li¢, »e w powy»szej charakteryzacji przestrze« A(S) nie mo»e by¢ zast¡piona
przez »adn¡ z przestrzeni C(K). Ponadto okre±lenie �ilorazowa� nie mo»e zosta¢ zast¡pione
okre±leniem �podprzestrze«�. Klasa przestrzeni A(S) odgrywa kluczow¡ rol¦ równie» w teorii
przestrzeni wielo±ciennych w kontek±cie charakteryzacji przestrzeni Banacha maj¡cych wªas-
no±¢ rozszerzania dla operatorów zwartych. Przypomnijmy, »e wielo±cienn¡ okre±lamy tak¡
przestrze« Banacha X, dla której domkni¦ta kula jednostkowa dowolnej sko«czenie wymia-
rowej podprzestrzeni przestrzeni X jest wielo±cianem (tzn. ma sko«czon¡ liczb¦ punktów
ekstremalnych); natomiast mówimy, »e przestrze« Banacha X ma wªasno±¢ rozszerzania dla
operatorów zwartych (w skrócie WROZ), je±li dla dowolnych przestrzeni Banacha Y ⊂ Z,
ka»dy operator zwarty T : Y → X dopuszcza zwarte rozszerzenie T̃ : Z → X z ‖T̃‖ = ‖T‖.
Mianowicie okazuje si¦, »e niesko«czenie wymiarowa L1-predualnaX maWROZ wtedy i tylko
wtedy, gdy X nie zawiera izometrycznej kopii »adnej niesko«czenie wymiarowej przestrzeni
A(S). Wynik ten stanowi jeden z gªównych wyników tej rozprawy (Twierdzenie 4.2.6). Do-
wód Twierdzenia 4.2.6 opiera si¦ na innej znanej charakteryzacji L1-predualnych maj¡cych
WROZ (Twierdzenie 4.2.3) oraz najnowszym wyniku M. Zippina (Twierdzenie 4.2.4). Nale»y
podkre±li¢, »e teoria przestrzeni wielo±ciennych w obr¦bie L1-predualnych zostaªa w ostatnich
latach znacznie przebudowana i rozwini¦ta (patrz [23, 22, 55]).

Niezwykle wa»n¡ w kontek±cie bada« b¦d¡cych przedmiotem przedªo»onej rozprawy klas¡
L1-predualnych jest klasa H zªo»ona z `1-predualnych hiperpªaszczyzn w przestrzeni c ci¡-
gów zbie»nych. Przedstawia ona izometryczne modele wszystkich `1-predualnych, dla których
standardowa baza w `1 jest sªabo∗ zbie»na. Klasa ta zostanie dokªadnie omówiona w rozdziale
pierwszym. W tym miejscu wspomnimy jedynie, »e dla danego e∗ ∈ `1 takiego, »e ‖e∗‖ ¬ 1,
przez We∗ b¦dziemy oznacza¢ `1-predualn¡ hiperpªaszczyzn¦ w c, dla której standardowa
baza w `1 = W ∗

e∗ jest sªabo∗ zbie»na do e∗. Do najprostszych przykªadów `1-predualnych
hiperpªaszczyzn w c mo»emy zaliczy¢ przestrze« c oraz jej podprzestrze« c0 ci¡gów zbie»nych
do zera. Klasa H odgrywa wa»n¡ rol¦ zarówno w teorii punktów staªych, jak równie» teorii
przestrzeni wielo±ciennych (patrz [19, 23, 22, 21, 55, 56, 20]), w tym wspomnianej wcze±niej
charakteryzacji L1-predualnych maj¡cych WROZ (Twierdzenie 4.2.6). Otó» wyka»emy, »e
L1-predualna X ma WROZ wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera izometrycznej kopii »adnej
hiperpªaszczyzny We∗ zawieraj¡cej element (1, 1, 1, . . . ) ∈ c.

Przedmiotem rozwa»a« w mojej rozprawie b¦d¡ równie» `n∞-sumy proste oraz c0-sumy
proste `1-predualnych hiperpªaszczyzn w c. Ich zbiór b¦dziemy oznacza¢ przez F .

Nale»y równie» wspomnie¢, »e w tej rozprawie istotn¡ rol¦ odegraj¡ L1-predualne X skla-
sy�kowane na podstawie usytuowania sªabych∗ punktów skupienia zbioru wszystkich punktów
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ekstremalnych domkni¦tej kuli jednostkowej w przestrzeni X∗. Mianowicie b¦dziemy bada¢
L1-predualne X, dla których (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1, tzn. zbiór wszyst-
kich sªabych∗ punktów skupienia zbioru wszystkich punktów ekstremalnych domkni¦tej kuli
jednostkowej w przestrzeni X∗ jest zawarty w domkni¦tej kuli o promieniu 0 ¬ r < 1.
Przestrzenie te maj¡ pewne klasyczne geometryczne wªasno±ci (patrz [22, 21, 55]), w szcze-
gólno±ci b¦d¡ce przedmiotem naszego zainteresowania wielo±cienno±¢, wªasno±¢ rozszerzania
dla operatorów zwartych oraz sªab¡∗ wªasno±¢ punktu staªego.

Jak wspomnieli±my wcze±niej, niniejsza rozprawa doktorska po±wi¦cona jest badaniom
dotycz¡cym odlegªo±ci Banacha-Mazura pomi¦dzy wybranymi L1-predualnymi oraz pewnych
zastosowa« uzyskanych wyników.

Rozprawa skªada si¦ z czterech rozdziaªów. Pierwsze dwa rozdziaªy sªu»¡ wprowadzeniu
do zagadnie« stanowi¡cych przedmiot rozprawy.

Rozdziaª pierwszy zawiera podstawowe de�nicje i fakty dotycz¡ce wspomnianych wcze-
±niej, wybranych klas L1-predualnych.

Pierwsza cz¦±¢ drugiego rozdziaªu stanowi przegl¡d najwa»niejszych wyników dotycz¡cych
odlegªo±ci Banacha-Mazura pomi¦dzy przestrzeniami C0(K), natomiast druga cz¦±¢ po±wi¦-
cona jest zagadnieniu prawie izometrycznych `1-predualnych.

Kolejne dwa rozdziaªy stanowi¡ gªówn¡ cz¦±¢ mojej rozprawy. Prezentuj¡ one seri¦ nowych
wyników, w tym cz¦±¢ nieopublikowanych.

Rozdziaª trzeci dotyczy izomor�cznych wªo»e« oraz izomor�zmów pomi¦dzy pewnymi L1-
-predualnymi. Udowodnimy w nim, »e je»eli X jest niesko«czenie wymiarow¡ L1-predualn¡
tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1, to dla ka»dego izomor�cznego wªo»enia
T z c w X mamy

‖T‖ ‖T−1‖ ­ 3− r
1 + r

(Twierdzenie 3.1.3). Ponadto wyka»emy, »e dla ka»dego r ∈ (0, 1) oszacowanie to jest do-
kªadne (patrz Przykªad 3.1.9). Nast¦pnie udowodnimy ogólniejszy wynik, w którym przes-
trze« c zostanie zast¡piona przez hiperpªaszczyzn¦ We∗ . Mianowicie poka»emy, »e je»eli
e∗ ∈ B`1 i X jest niesko«czenie wymiarow¡ L1-predualn¡ tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla
pewnego 0 ¬ r < ‖e∗‖, to dla ka»dego izomor�cznego wªo»enia T z We∗ w X mamy

‖T‖ ‖T−1‖ ­ 1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + r

(Twierdzenie 3.2.1). Ponadto wyka»emy, »e dla dowolnego 0 ¬ r < 1 i dowolnej hiperpªasz-
czyzny We∗ takiej, »e ‖e∗‖ > r, powy»sze oszacowanie jest dokªadne (patrz Przykªad 3.2.4).
W ostatniej cz¦±ci tego rozdziaªu podamy nieopublikowany dot¡d wynik dotycz¡cy oszaco-
wania dystorsji dowolnego izomor�zmu z `1-predualnej X na c0. Mianowicie wyka»emy, »e
je»eli X jest `1-predualn¡ izomor�czn¡ z c0, to dla dowolnego izomor�zmu T : X → c0 mamy

‖T‖ ‖T−1‖ ­ 1 + 2r∗(X),

gdzie r∗(X) = inf{r > 0 : (extBX∗)
′ ⊂ rBX∗} (Twierdzenie 3.3.1). Oszacowanie to jest

dokªadne (patrz Uwaga 3.3.7).
W rozdziale czwartym zaprezentujemy kilka zastosowa« wyników otrzymanych w roz-

dziale trzecim. Na pocz¡tku sformuªujemy wynik dotycz¡cy stabilno±ci wielo±cienno±ci w ob-
r¦bie L1-predualnych. Stanowi on, »e je»eli X jest niesko«czenie wymiarow¡ L1-predualn¡
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tak¡, »e (extBX∗)
′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1, Y jest L1-predualn¡ izomor�czn¡ z X

i d(X, Y ) < ln 3−r
1+r , to Y jest przestrzeni¡ wielo±cienn¡ (Wniosek 4.1.3). Nale»y podkre±li¢,

»e oszacowanie to jest dokªadne dla ka»dego r ∈ [0, 1) (patrz Przykªad 3.1.9). Wynik ten
jest konsekwencj¡ Twierdzenia 3.1.3 i znanego faktu, »e L1-predualna jest przestrzeni¡ wielo-
±cienn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera izometrycznej kopii przestrzeni c (Twierdzenie
4.1.2). Warto zaznaczy¢, »e badanie stabilno±ci wªasno±ci wielo±cienno±ci w obr¦bie wszyst-
kich przestrzeni Banacha jest bezprzedmiotowe (patrz Uwaga 4.1.4).

Nast¦pnie podamy analogiczny wynik dotycz¡cy stabilno±ci wªasno±ci rozszerzania dla
operatorów zwartych. Wyka»emy, »e je»eli X jest niesko«czenie wymiarow¡ L1-predualn¡
tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1, Y jest L1-predualn¡ izomor�czn¡ z X
i d(X, Y ) < ln 3−r

1+r , to Y ma WROZ (Twierdzenie 4.2.8). W tym celu, wraz z Twierdzeniem
3.1.3 wykorzystana zostanie nowa, wy»ej wspomniana charakteryzacja L1-predualnych maj¡-
cych WROZ (Twierdzenie 4.2.6). Warto podkre±li¢, »e oszacowanie uzyskane w Twierdzeniu
4.2.8 jest dokªadne dla ka»dego r ∈ [0, 1) (patrz Przykªad 3.1.9). Przypomnijmy, »e ka»da
przestrze« Banacha maj¡ca WROZ musi by¢ wielo±cienn¡ L1-predualn¡ [45], wobec czego
badanie stabilno±ci WROZ w obr¦bie L1-predualnych jest naturalne.

W dalszej cz¦±ci rozprawy zajmiemy si¦ badaniem topologicznych i metrycznych wªasno±ci
przestrzeni (H, d), gdzie d oznacza odlegªo±¢ Banacha-Mazura, przy czym uto»samiamy ze
sob¡ prawie izometryczne hiperpªaszczyzny. Wyka»emy, »e przestrze« (H, d) jest homeomor-
�czna z przestrzeni¡ (K, d`1), gdzie

K = {x ∈ `1 : ‖x‖ ¬ 1 i x(i) ­ x(i+ 1) ­ 0 dla wszystkich i ∈ N}

i d`1(x, y) = ‖x− y‖ =
∑∞
i=1 |x(i)− y(i)| dla wszystkich x, y ∈ K (Twierdzenie 4.3.1). Za-

uwa»my, »e z Twierdzenia 4.3.1 mo»emy natychmiast wywnioskowa¢ pewne topologiczne
wªasno±ci przestrzeni (H, d). Otó» nietrudno zauwa»y¢, »e przestrze« K jest o±rodkowa i nie
jest lokalnie zwarta w »adnym punkcie (patrz Uwaga 4.3.8), a wobec tego H równie». Nast¦p-
nie, poniewa» zbiórK jest wypukªy, Twierdzenie 4.3.1 pokazuje, »e przestrze«H jest ±ci¡galna
oraz ilustruje mnogo±¢ ±cie»ek w przestrzeni H ª¡cz¡cych jej dwa dowolne elementy. W kolej-
nej cz¦±ci rozdziaªu podamy konstrukcj¦ homotopii ±ci¡gaj¡cej H do c0 wzdªu» najkrótszych
±cie»ek w H oraz policzymy dªugo±¢ ka»dej z nich (Twierdzenie 4.3.9). W szczególno±ci wy-
ka»emy, »e najkrótsza krzywa w H ª¡cz¡ca c z c0 ma dªugo±¢ ln 4. Nale»y podkre±li¢, »e
w dowodzie Twierdzenia 4.3.9 wykorzystamy uzyskane przez nas wyniki dotycz¡ce dokªad-
nych oszacowa« dystorsji izomor�cznych wªo»e« wraz z przykªadami optymalnych izomor-
�zmów pomi¦dzy odpowiednimi `1-predualnymi hiperpªaszczyznami w c (Twierdzenie 3.2.1
i Przykªad 3.2.4).

Ostatnia cz¦±¢ rozdziaªu czwartego po±wi¦cona jest zagadnieniu stabilno±ci sªabej∗ wªas-
no±ci punktu staªego w obr¦bie `1-predualnych. W tej cz¦±ci pracy podamy dokªadne warto±ci
staªych stabilno±ci dla sªabej∗ wªasno±ci punktu staªego w klasie H (Twierdzenie 4.4.18) oraz
w klasie F (Twierdzenie 4.4.19). Nast¦pnie wprowadzimy now¡ staª¡ stabilno±ci opart¡ na
metryce ±cie»kowej i podamy dokªadne warto±ci tej staªej w przypadku przestrzeni (H, d)
(Twierdzenie 4.4.20) oraz (F , d) (Twierdzenie 4.4.21).

Ponadto niniejsza rozprawa zawiera liczne przykªady i rysunki ilustruj¡ce omawiane za-
gadnienia.

W rozprawie u»ywamy standardowych oznacze«. Dla zadanej niesko«czenie wymiarowej
rzeczywistej przestrzeni Banacha X symbolami BX i SX oznaczamy, odpowiednio, domkni¦t¡
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kul¦ jednostkow¡ i sfer¦ jednostkow¡ wX. PrzezX∗ oznaczamy przestrze« dualn¡ (sprz¦»on¡)
do X. Je±li A ⊂ X, to A, intA, convA, linA oraz extA oznaczaj¡, odpowiednio, domkni¦cie
zbioru A w X, wn¦trze zbioru A, otoczk¦ wypukª¡ zbioru A, otoczk¦ liniow¡ zbioru A oraz
zbiór wszystkich punktów ekstremalnych zbioru A. Je±li A ⊂ X∗, to przez A∗ oznaczamy
sªabe∗ domkni¦cie zbioru A, natomiast przez A′ zbiór wszystkich sªabych∗ punktów skupienia
zbioru A :

A′ =
{
x∗ ∈ X∗ : x∗ ∈ (A \ {x∗})∗

}
.

Je»eli A ⊂ X∗, to ⊥A oznacza anihilator zbioru A wX. Je±li f ∈ X∗, to przez ker f oznaczamy
j¡dro funkcjonaªu f tzn. ker f = {x ∈ X : f(x) = 0}. Mówimy, »e (domkni¦ta) podprzestrze«
Y przestrzeni X jest hiperpªaszczyzn¡ w X, je±li Y = ker f dla pewnego f ∈ SX∗ . Ponadto
dla x ∈ SX , przez D(x) oznaczamy zbiór

D(x) = {x∗ ∈ SX∗ : x∗(x) = 1} .

Fakt, »e X zawiera izometryczn¡ kopi¦ przestrzeni Y zapisujemy jako Y ⊂ X. Je±li X jest
izometrycznie izomor�czna z Y , to piszemy X = Y .

Niech (Ω,A, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡. Przez L1(Ω,A, µ) (lub krócej L1(µ)) rozu-
miemy przestrze« klas równowa»no±ci funkcji mierzalnych f : Ω→ R takich, »e

∫
Ω |f |dµ <∞,

ze wzgl¦du na relacj¦ równo±ci prawie wsz¦dzie, z norm¡

‖f‖ =
∫
Ω

|f |dµ.

Przypomnijmy, »e punkty ekstremalne kuli BL1(µ) s¡ postaci λ ·χA p.w., gdzie A jest atomem
miary µ, χA jest funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru A oraz λ jest tak¡ liczb¡ rzeczywist¡, »e
|λ| = µ(A)−1.

Nast¦pnie przez L∞(Ω,A, µ) (lub krócej L∞(µ)) oznaczamy przestrze« klas równowa»no-
±ci funkcji mierzalnych f : Ω → R istotnie ograniczonych tj. takich, »e supx∈Ω\A |f(x)| < ∞
dla pewnego zbioru A ∈ A takiego, »e µ(A) = 0. Norm¦ w przestrzeni L∞(µ) okre±la si¦ jako
supremum istotne funkcji f w Ω tj.

‖f‖ = sup ess
x∈Ω

|f(x)| = inf {k > 0 : |f(x)| ¬ k dla p.w. x ∈ Ω} .

Oczywi±cie extBL∞(µ) = {f ∈ L∞(µ) : |f(x)| = 1 dla p.w. x ∈ Ω}.
W przypadku, gdy dla zadanego zbioru Γ przyjmiemy, »e µ jest miar¡ licz¡c¡ w tym zbio-

rze, to zamiast L1(Γ, 2Γ, µ) i L∞(Γ, 2Γ, µ) piszemy odpowiednio `1(Γ) oraz `∞(Γ). Warto
nadmieni¢, »e przestrze« `1(Γ) mo»emy uto»samia¢ z przestrzeni¡ wszystkich elementów
x = (x(γ))γ∈Γ takich, »e

∑
γ∈Γ |x(γ)| < ∞, przy czym tylko co najwy»ej przeliczalnie wiele

skªadników jest niezerowych, z norm¡

‖x‖ =
∑
γ∈Γ

|x(γ)| .

Natomiast przestrze« `∞(Γ) mo»emy uto»samia¢ z przestrzeni¡ wszystkich elementów x =
(x(γ))γ∈Γ takich, »e supγ∈Γ |x(γ)| <∞, z norm¡

‖x‖ = sup
γ∈Γ
|x(γ)| .
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W szczególno±ci, gdy Γ = N, `1(N) i `∞(N) oznaczamy odpowiednio przez `1 oraz `∞.
Dla dowolnego γ ∈ Γ element e∗γ ∈ `1(Γ) okre±lamy przez e∗γ(j) = δγ,j, gdzie δγ,j = 1,

gdy j = γ oraz δγ,j = 0, gdy j ∈ Γ \ {γ}. W szczególno±ci, w przypadku przestrzeni `1, (e∗n)
oznacza jej standardow¡ baz¦ Schaudera. Warto odnotowa¢, »e extB`1(Γ) = {±e∗γ : γ ∈ Γ}
oraz extB`∞(Γ) = {(x(γ))γ∈Γ ∈ `∞(Γ) : |x(γ)| = 1 dla wszystkich γ ∈ Γ}.

Przypomnijmy, »e (`1(Γ))∗ = `∞(Γ). Mianowicie dla dowolnego funkcjonaªu f ∈ (`1(Γ))∗

istnieje dokªadnie jeden element y = (y(γ))γ∈Γ ∈ `∞(Γ) taki, »e

f(x) =
∑
γ∈Γ

x(γ)y(γ)

dla dowolnego x = (x(γ))γ∈Γ ∈ `1(Γ) i ‖f‖ = ‖y‖ = supγ∈Γ |y(γ)|. Odwzorowanie φ : f 7→ y
jest izometrycznym izomor�zmem przestrzeni (`1(Γ))∗ na przestrze« `∞(Γ).

Niech X1, . . . , Xn b¦d¡ przestrzeniami Banacha. Przez `n∞-sum¦ prost¡ przestrzeni
X1, . . . , Xn, oznaczan¡ symbolem (

∑n
i=1 Xi)`n∞ , rozumiemy przestrze« Banacha wszystkich

n-krotek x = (x1, . . . , xn) takich, »e xi ∈ Xi dla i = 1, . . . , n, wyposa»on¡ w norm¦ maksi-
mum

‖x‖ = max
1¬i¬n

‖xi‖Xi .

W pewnych przypadkach na oznaczenie `2
∞-sumy prostej przestrzeni X1 i X2, b¦dziemy sto-

sowa¢ zapis X1 ⊕X2. Odpowiednio przez `n1 -sum¦ prost¡ przestrzeni X1, . . . , Xn, oznaczan¡
symbolem (

∑n
i=1Xi)`n1 , rozumiemy przestrze« Banacha wszystkich n-krotek x = (x1, . . . , xn)

takich, »e xi ∈ Xi dla i = 1, . . . , n, wyposa»on¡ w norm¦

‖x‖ =
n∑
i=1

‖xi‖Xi .

Je»eli (Xi)i∈N jest ci¡giem przestrzeni Banacha, to przez c0-sum¦ prost¡ przestrzeni (Xi)i∈N,
oznaczan¡ symbolem (

∑∞
i=1 Xi)c0 , rozumiemy przestrze« Banacha wszystkich ci¡gów x =

(xi)i∈N takich, »e xi ∈ Xi dla ka»dego i ∈ N oraz lim
i→∞
‖xi‖Xi = 0, wyposa»on¡ w norm¦

maksimum
‖x‖ = max

i∈N
‖xi‖Xi .

Natomiast `1-sum¦ prost¡ przestrzeni (Xi)i∈N, oznaczan¡ symbolem (
∑∞
i=1Xi)`1 , de�niujemy

jako przestrze« Banacha wszystkich ci¡gów x = (xi)i∈N takich, »e xi ∈ Xi dla ka»dego i ∈ N
oraz (‖xi‖Xi)i∈N ∈ `1, wyposa»on¡ w norm¦

‖x‖ =
∞∑
i=1

‖xi‖Xi .
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Skªadam serdeczne podzi¦kowania mojemu promotorowi dr. hab. �ukaszowi Piaseckiemu
za wysiªek wªo»ony w mój rozwój naukowy, niezliczone godziny inspiruj¡cych rozmów o mate-
matyce, »yczliwo±¢ i wyrozumiaªo±¢. Pragn¦ równie» podzi¦kowa¢ za wsparcie udzielone pod-
czas pisania niniejszej rozprawy, w tym niezwykle trafne komentarze i sugestie, które przy-
czyniªy si¦ do powstania �nalnego jej ksztaªtu.

Serdecznie dzi¦kuj¦ moim rodzicom i bratu za niezachwian¡ wiar¦ we mnie i wsparcie
w pod¡»aniu za marzeniami.
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ROZDZIA� 1

Przykªady L1-predualnych

Rzeczywist¡ przestrze« Banacha X nazywamy L1-predualn¡ (lub przestrzeni¡ Linden-
straussa), je»eli X∗ = L1(µ) dla pewnej miary µ. W przypadku, gdy X∗ = `1, X nazy-
wamy `1-predualn¡. Do najbardziej znanych `1-predualnych nale»¡ przestrze« c wszystkich
ci¡gów zbie»nych oraz jej podprzestrze« c0 wszystkich ci¡gów zbie»nych do zera, wyposa»one
w norm¦ supremum. Kolejne przykªady `1-predualnych mo»emy uzyska¢ rozwa»aj¡c `n∞-sumy
proste oraz c0-sumy proste tych przestrzeni.

W rzeczywisto±ci wspomniane przykªady `1-predualnych s¡ elementami szerszej klasy
przestrzeni C0(K), jednych z najwa»niejszych i dotychczas najcz¦±ciej studiowanych w lite-
raturze przestrzeni Lindenstraussa. Przypomnijmy, »e je±li K jest lokalnie zwart¡ przestrze-
ni¡ Hausdor�a, to przez C0(K) rozumiemy przestrze« Banacha wszystkich funkcji ci¡gªych
f : K → R znikaj¡cych w niesko«czono±ci, wyposa»on¡ w norm¦ supremum

‖f‖ = sup
x∈K
|f(x)| ;

mówimy, »e funkcja f : K → R znika w niesko«czono±ci, je±li dla ka»dego ε > 0 zbiór
{x ∈ K : |f(x)| ­ ε} jest zwarty. Zauwa»my, »e je»eli K jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a,
to dowolna funkcja ci¡gªa f : K → R znika w niesko«czono±ci, poniewa» dla dowolnego
ε > 0 zbiór {x ∈ K : |f(x)| ­ ε} jest domkni¦tym podzbiorem zbioru K i w konsekwencji
zbiorem zwartym. Zatem, je»eli K jest zwarty, to C0(K) jest przestrzeni¡ wszystkich funkcji
ci¡gªych f : K → R i wobec tego w tym przypadku b¦dziemy pisa¢ C(K) zamiast C0(K).
Do klasy przestrzeni C0(K) nale»¡ wspomniane przestrzenie c i c0, jak równie» przestrze« `∞
czy c0(Γ), gdzie przez c0(Γ) rozumiemy podprzestrze« zªo»on¡ z tych elementów x ∈ `∞(Γ),
dla których zbiór {γ ∈ Γ : |x(γ)| ­ ε} jest sko«czony dla dowolnego ε > 0. Rzeczywi±cie, je±li
przyjmiemy, »e Γ jest dowolnym zbiorem z topologi¡ dyskretn¡, to przestrze« C0(Γ) mo»emy
izometrycznie uto»samia¢ z przestrzeni¡ c0(Γ). W szczególno±ci, dla Γ = N. otrzymujemy
C0(N) = c0(N) = c0. Ponadto, je»eli dla zbioru liczb naturalnych N z topologi¡ dyskretn¡
rozwa»ymy jednopunktowe uzwarcenie Aleksandrowa N∗ lub uzwarcenie �echa-Stone'a βN,
to C(N∗) mo»emy izometrycznie uto»samia¢ z przestrzeni¡ c, natomiast przestrze« C(βN)
z `∞. Do wa»nych przykªadów przestrzeni C0(K) nale»¡ przestrzenie C0([1, α)) i C([1, α]),
gdzie α jest liczb¡ porz¡dkow¡ i przez [1, α) (odpowiednio [1, α]) rozumiemy zbiór wszyst-
kich liczb porz¡dkowych λ takich, »e 1 ¬ λ < α (odpowiednio 1 ¬ λ ¬ α), wyposa»ony
w topologi¦ porz¡dkow¡. Ponadto symbolem ω oznaczamy pierwsz¡ niesko«czon¡ liczb¦ po-
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rz¡dkow¡. Zauwa»my, »e przestrzenie C0([1, ωn)), gdzie n ∈ N oraz C0([1, ω2)) mo»emy izo-
metrycznie uto»samia¢ odpowiednio z

(
c0 ⊕

∑n−1
i=1 c

)
`n∞

oraz (
∑∞
i=1 c)c0 . Zauwa»my równie»,

»e C([1, ωn]) = (
∑n
i=1 c)`n∞ dla ka»dego n ∈ N. Dla kompletno±ci rozwa»a« warto wspomnie¢,

»e `n∞-sumy proste oraz c0-sumy proste przestrzeni c0 s¡ izometrycznie izomor�czne z c0.
Szersz¡ ni» wspomniana klasa przestrzeni C0(K) jest klasa M przestrzeni i ogólniej G

przestrzeni. Przypomnijmy, »e przestrze« Banacha X nazywamy M przestrzeni¡, je»eli mo»e
by¢ przedstawiona w nast¦puj¡cy sposób (patrz [36]): istniej¡ zwarta przestrze« Hausdor�a
K, zbiór indeksów I oraz zbiór A trójek {k1

α, k
2
α, λα}α∈I z k1

α, k
2
α ∈ K i λα ­ 0 takie, »e

X jest zbiorem wszystkich funkcji f ∈ C(K) speªniaj¡cych warunek f(k1
α) = λαf(k2

α) dla
wszystkich α ∈ I. Je»eli w powy»szej charakteryzacji przyjmiemy, »e λα mo»e by¢ dowoln¡
liczb¡ rzeczywist¡, to otrzymamy de�nicj¦ G przestrzeni (patrz [43]). Aby pokaza¢, »e do-
wolna przestrze« C0(K) jest M przestrzeni¡ wystarczy rozwa»y¢ jednopunktowe uzwarcenie
K∗ przestrzeni K, K∗ = K ∪ {k∞}, gdzie k∞ 6∈ K. Wtedy dla ustalonego k1 ∈ K, zbiór
{f ∈ C(K∗) : f(k∞) = 0 · f(k1)} jest M przestrzeni¡ izometrycznie izomor�czn¡ z C0(K).
Uzasadnienie faktu, »e dowolna G przestrze« jest L1-predualn¡ mo»emy znale¹¢ w [45]. Dla
kompletno±ci rozwa»a« prowadzonych w dalszej cz¦±ci pracy przywoªajmy jej charakteryza-
cj¦.

Twierdzenie 1.0.1 (J. Lindenstrauss, D. E. Wulbert [46]). Przestrze« Banacha X jest G
przestrzeni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x, y ∈ X istnieje u ∈ X taki, »e

x∗(u) = max{x∗(x), x∗(y), 0}+ min{x∗(x), x∗(y), 0} (1.1)

dla ka»dego x∗ ∈ extBX∗.

Kolejnymi rozwa»anymi przez nas L1-predualnymi b¦d¡ przestrzenie A(S). Przez A(S)
oznaczamy przestrze« Banacha wszystkich funkcji a�nicznych i ci¡gªych na sympleksie Cho-
queta S i o warto±ciach rzeczywistych, wyposa»on¡ w norm¦ supremum. Przypomnijmy, »e
niepusty, zwarty, wypukªy podzbiór S lokalnie wypukªej przestrzeni liniowo-topologicznej E
nazywamy sympleksem Choqueta, je»eli przy wªo»eniu E jako hiperpªaszczyzny E × {1}
w przestrze« E × R sto»ek

S̃ = {αx ∈ E × R : x ∈ S ⊂ E × {1}, α ­ 0}

generowany przez S transformuje E × R w przestrze« cz¦±ciowo uporz¡dkowan¡, w taki
sposób, »e S̃ − S̃ jest krat¡ wektorow¡ (patrz [54, rozdziaª 10]). Zauwa»my, »e w przypadku
przestrzeni sko«czenie wymiarowych de�nicja sympleksu Choqueta pokrywa si¦ z klasyczn¡
de�nicj¡ sympleksu. Fakt, »e przestrze« A(S)∗ = L1(µ) dla pewnej miary µ mo»na znale¹¢
w [7].

Wracaj¡c do rozwa»a« kluczowych dla mojej rozprawy nale»y zwróci¢ uwag¦ na relacj¦
jak¡ ma klasa przestrzeni A(S) z wcze±niej wspomnian¡ klas¡ przestrzeni C(K). Miano-
wicie, je»eli K jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a, to przestrze« C(K) jest izometrycznie
izomor�czna z przestrzeni¡ A(S), gdzie S jest sªabo∗ zwartym, wypukªym zbiorem wszyst-
kich miar probabilistycznych na podzbiorach borelowskich zbioru K (patrz [40]). Wobec tego
klasa przestrzeni C(K) zawiera si¦ w klasie przestrzeni A(S), nale»y jednak podkre±li¢, »e ta
druga jest od niej ±ci±le wi¦ksza (patrz Przykªad 1.0.6). Przywoªamy teraz wa»ne i u»yteczne
charakteryzacje ich obu.
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Twierdzenie 1.0.2 (Z. Semadeni [57]). L1-predualna X jest przestrzeni¡ A(S) wtedy i tylko
wtedy, gdy extBX 6= ∅.

Twierdzenie 1.0.3 (J. Lindenstrauss [45]). L1-predualna X jest przestrzeni¡ C(K) wtedy
i tylko wtedy, gdy zbiór extBX∗ jest sªabo∗ domkni¦ty oraz extBX 6= ∅.

Warto tutaj wspomnie¢, »e extBC(K)∗ = {±δk : k ∈ K}, gdzie δk(f) = f(k) dla dowolnego
f ∈ C(K) (patrz [4]) oraz extBC(K) = {f ∈ C(K) : |f(x)| = 1 dla wszystkich x ∈ K}. Je»eli
X jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni C(K), to ka»dy punkt ekstremalny kuli BX∗

jest postaci ±δk dla pewnego k ∈ K (patrz rozdziaª V, �8, Lemat 6, [25]). Wobec tego z faktu,
»e A(S) ⊂ C(S), wynika »e ka»dy punkt ekstremalny kuli BA(S)∗ jest postaci ±δs dla pewnego
s ∈ S. Ponadto, poniewa» funkcja staªa f , równa 1 na S, nale»y do przestrzeni A(S), wi¦c
(extBA(S)∗)′ ⊂ SA(S)∗ .

Niesko«czenie wymiarowe przestrzenie A(S) odegraj¡ kluczow¡ rol¦ w charakteryzacji
przestrzeni Banacha maj¡cych wªasno±¢ rozszerzania dla operatorów zwartych (patrz Twier-
dzenie 4.2.6).

Dla kompletno±ci rozwa»a« nale»y wspomnie¢, »e nie ma relacji zawierania si¦ pomi¦dzy
klas¡M przestrzeni, czy ogólniej G przestrzeni, a klas¡ przestrzeni A(S).Mianowicie mo»emy
znale¹¢M przestrzenie, czyli równie» G przestrzenie, które nie s¡ przestrzeniami A(S) (patrz
Przykªad 1.0.7) oraz takie przestrzenie A(S), które nie s¡ G przestrzeniami (patrz Przykªad
1.0.6).

Podsumowuj¡c dotychczasowe dywagacje, relacje pomi¦dzy wspomnianymi klasami przes-
trzeni mo»emy zilustrowa¢ za pomoc¡ poni»szego diagramu, gdzie X −→ Y oznacza, »e ka»da
przestrze« z klasy X nale»y równie» do klasy Y . Bardziej szczegóªowy diagram mo»na znale¹¢
w [46] czy [43].

Rysunek 1.1: Zale»no±ci pomi¦dzy wybranymi klasami L1-predualnych.

Nast¦pn¡ klas¡ przestrzeni, która odegra fundamentaln¡ rol¦ w mojej rozprawie doktor-
skiej b¦dzie klasa H wszystkich `1-predualnych hiperpªaszczyzn w przestrzeni c. Dla dowol-
nego e∗ = (e∗(1), e∗(2), . . . ) ∈ `1 hiperpªaszczyzn¦ We∗ w c de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób:

We∗ =
{
x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ c : lim

i→∞
x(i) =

∞∑
i=1

e∗(i)x(i)
}
.

Nale»y zaznaczy¢, »e powy»ej przedstawiona notacja hiperpªaszczyzny w c jest niewielk¡
mody�kacj¡ notacji wprowadzonej wcze±niej w pracy [18], w której to hiperpªaszczyzn¦ w c
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oznacza si¦ symbolem Wf i de�niuje jako j¡dro funkcjonaªu f ∈ Sc∗ (patrz Uwaga 1.0.5).
Przyjmuj¡c, »e e = (1, 1, 1, . . . ) i en = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . ), gdzie 1 wyst¦puje na n-tym
miejscu, przypomnijmy, »e dla ka»dego funkcjonaªu f ∈ c∗ istnieje dokªadnie jeden element

y = (y(1), y(2), . . . ) =
(
f(e)−

∞∑
i=1

f(ei), f(e1), f(e2), . . .
)
∈ `1

taki, »e

f(x) = y(1) lim
i→∞

x(i) +
∞∑
i=1

x(i)y(i+ 1)

dla dowolnego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ c i ‖f‖ = ‖y‖ =
∑∞
i=1 |y(i)|.

Przywoªamy teraz kluczowe informacje dotycz¡ce hiperpªaszczyzn w przestrzeni c.

Twierdzenie 1.0.4 (E. Casini, E. Miglierna, �. Piasecki [18]).

(i) W ∗
e∗ = `1 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z nast¦puj¡cych warunków:

(a) e∗ ∈ B`1,

(b) ‖e∗‖ > 1 i |e∗(i)| ­ 1
2(1 + ‖e∗‖) dla pewnego i ∈ N (hiperpªaszczyzna speªniaj¡ca

ten warunek jest izometryczna z przestrzeni¡ c).

(ii) Niech e∗ ∈ B`1. Wtedy

(a) We∗ = c wtedy i tylko wtedy, gdy |e∗(i)| = 1 dla pewnego i ∈ N.
(b) We∗ = c0 wtedy i tylko wtedy, gdy e∗ = (0, 0, 0, . . . ).

(iii) Dla dowolnego e∗ ∈ B`1 mamy W ∗
e∗ = `1, gdzie izometryczny izomor�zm φ : `1 → W ∗

e∗

jest okre±lony wzorem

(φ(y))(x) =
∞∑
i=1

x(i)y(i)

dla ka»dego y = (y(1), y(2), . . . ) ∈ `1 i ka»dego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ We∗. Ponadto

e∗n
σ(`1,We∗ )−−−−−→ e∗,

gdzie σ(X∗, X) oznacza sªab¡∗ topologi¦ na X∗ indukowan¡ przez X.

(iv) Je»eli X jest `1-predualn¡ tak¡, »e standardowa baza (e∗n) w `1 jest σ(`1, X)-zbie»na do
e∗, to X = We∗.

Uwaga 1.0.5. Zauwa»my, »e

We∗ = Wf = ker f =
{
x ∈ c : f(1) lim

i→∞
x(i) +

∞∑
i=1

f(i+ 1)x(i) = 0
}
,

gdzie

f =
(

1
1 + ‖e∗‖

,− e∗(1)
1 + ‖e∗‖

,− e∗(2)
1 + ‖e∗‖

, . . . ,− e∗(i)
1 + ‖e∗‖

, . . .

)
∈ Sc∗ .
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Wobec tego przyj¦ta notacja We∗ dla hiperpªaszczyzny w c nie uwzgl¦dnia przypadku, gdy
f(1) = 0. Jednak»e, maj¡c na uwadze, »e

W ∗
f = `1 wtedy i tylko wtedy, gdy |f(i)| ­ 1

2
dla pewnego i ∈ N

oraz fakt, »e

Wf = c wtedy i tylko wtedy, gdy |f(i)| ­ 1
2
dla pewnego i ­ 2

(patrz [18, Twierdzenie 1.2]), z dokªadno±ci¡ do izometrii mo»emy przyj¡¢, »e

H = {We∗ : e∗ ∈ B`1} .

Klasa H jest niezwykle bogata i ró»norodna. Mo»emy w niej odnale¹¢ przykªady przes-
trzeni, które nale»¡ do wspomnianych klas A(S), C(K), G czy M przestrzeni, a tak»e takie,
które nie nale»¡ do »adnej z nich (ani »adnej z pozostaªych klas L1-predualnych omawianych
w pracy [46]). Uwagi te zilustrujemy teraz odpowiednimi przykªadami.

Przykªad 1.0.6. Rozwa»my przestrze« We∗ , gdzie e∗ =
(

1
2 ,

1
22 ,

1
23 , . . .

)
∈ S`1 . Zauwa»my, »e

(1, 1, 1, . . . ) ∈ extBWe∗ , poniewa» (1, 1, 1, . . . ) ∈ extBc. Zatem z Twierdzenia 1.0.2, We∗ jest
przestrzeni¡ A(S) dla pewnego sympleksu Choqueta S. �atwo zauwa»y¢, »e w tym przypadku
mamy

S =
{

(y(1), y(2), . . . ) ∈ `1 :
∞∑
i=1

y(i) = 1, y(i) ­ 0, i = 1, 2, . . .
}
.

Z drugiej strony, z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy (extBW ∗
e∗

)′ = {±e∗} 6⊂ extBW ∗
e∗
.

Z Twierdzenia 1.0.3 otrzymujemy, »e We∗ nie jest przestrzeni¡ C(K).
Wyka»emy teraz, »e We∗ nie jest G przestrzeni¡. Rozwa»my x, y ∈ We∗ postaci x =(

1
2 ,

1
2 ,

1
2 , . . .

)
i y =

(
1,−3

4 , 1,
1
2 ,

1
2 ,

1
2 , . . .

)
. Gdyby dla x i y istniaª u = (u(1), u(2), . . . ) ∈ We∗

taki, »e równo±¢ (1.1) byªaby speªniona dla ka»dego e∗n ∈ extBW ∗
e∗
, to

u(n) = max{x(n), y(n), 0}+ min{x(n), y(n), 0}

dla dowolnego n ∈ N. Wtedy u =
(
1,−1

4 , 1,
1
2 ,

1
2 ,

1
2 , . . .

)
, ale u /∈ We∗ , sprzeczno±¢. Z Twier-

dzenia 1.0.1, We∗ nie jest G przestrzeni¡.
Warto tutaj wspomnie¢, »e We∗ jest elementem wa»nej podklasy `1-predualnych hiper-

pªaszczyzn w c odgrywaj¡cej kluczow¡ rol¦ w charakteryzacji przestrzeni Banacha maj¡cych
wªasno±¢ rozszerzania dla operatorów zwartych (patrz Twierdzenie 4.2.6). Do podklasy tej
nale»¡ `1-predualne hiperpªaszczyzny w c zawieraj¡ce element (1, 1, 1, . . . ) ∈ c, tzn. takie
przestrzenie Wx∗ , »e x∗ ∈ S`1 i

∑∞
i=1 x

∗(i) = 1 oraz wszystkie inne z nimi izometryczne (patrz
Stwierdzenie 2.2.2).

Przykªad 1.0.7. Rozwa»my hiperpªaszczyzn¦We∗ z e∗ = (r, 0, 0, . . . ) i 0 < r < 1. Zauwa»my,
»e extBWe∗ = ∅. Rzeczywi±cie, dla dowolnego x ∈ SWe∗ mamy x = 1

2y + 1
2z, gdzie

y =
(
x(1), x(2) +

1− |x(2)|
2

, x(3) +
1− |x(3)|

3
, x(4) +

1− |x(4)|
4

, . . .

)
∈ BWe∗ ,
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z =
(
x(1), x(2)− 1− |x(2)|

2
, x(3)− 1− |x(3)|

3
, x(4)− 1− |x(4)|

4
, . . .

)
∈ BWe∗

i y(i) 6= z(i) dla ka»dego i ∈ {2, 3, . . . } takiego, »e |x(i)| 6= 1. Wobec tego We∗ nie jest przes-
trzeni¡ A(S) i w konsekwencji nie jest przestrzeni¡ C(K). Zauwa»my równie», »e z punktu
(iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy (extBW ∗

e∗
)′ = {±e∗} 6⊂ extBW ∗

e∗
(por. Twierdzenie 1.0.3).

Z drugiej strony ªatwo wywnioskowa¢, »e tak okre±lona We∗ jest M przestrzeni¡. Miano-
wicie wystarczy zauwa»y¢, »e We∗ = {x ∈ C([1, ω]) : x(ω) = rx(1)}. Dodajmy równie», »e
»adna z tych przestrzeni nie jest przestrzeni¡ C0(K) (patrz np. [44, Stwierdzenie 4.6]).

Nale»y podkre±li¢, »e w dalszej cz¦±ci pracy wyznaczymy dokªadne warto±ci odlegªo±ci
Banacha-Mazura pomi¦dzy dowolnymi hiperpªaszczyznami powy»szej postaci (patrz Przy-
kªad 3.1.9, Przykªad 3.2.4, Uwaga 3.2.6).

Przykªad 1.0.8. Rozwa»my przestrze« We∗ , gdzie e∗ =
(

1
2 ,−

1
22 ,

1
23 ,−

1
24 , . . .

)
∈ S`1 . Poka-

»emy, »e extBWe∗ = ∅. We¹my dowolny x ∈ SWe∗ . Niech

y =
(
x(1) +

∞∑
i=2

(−1)i
1− |x(i)|

22i−2
, x(2) +

1− |x(2)|
2

, x(3) +
1− |x(3)|

22
, x(4) +

1− |x(4)|
23

, . . .

)

oraz

z =
(
x(1)−

∞∑
i=2

(−1)i
1− |x(i)|

22i−2
, x(2)− 1− |x(2)|

2
, x(3)− 1− |x(3)|

22
, x(4)− 1− |x(4)|

23
, . . .

)
.

Wtedy y, z ∈ BWe∗ i x = 1
2y+ 1

2z. Zauwa»my, »e y(i) 6= z(i) dla ka»dego i ∈ {2, 3, . . . } takiego,
»e |x(i)| 6= 1, a poniewa» We∗ nie zawiera elementu x ∈ SWe∗ takiego, »e limi→∞ x(i) = ±1,
wi¦c y 6= z. Wobec tego extBWe∗ = ∅ i w konsekwencji We∗ nie mo»e by¢ przestrzeni¡ A(S),
a zatem równie» przestrzeni¡ C(K). Zauwa»my, »e z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy
(extBW ∗

e∗
)′ = {±e∗} 6⊂ extBW ∗

e∗
(por. Twierdzenie 1.0.3).

Poka»emy teraz, »e We∗ nie jest G przestrzeni¡. Rozwa»my x, y ∈ We∗ takie, »e x =(
7
3 , 1, 1, 1, . . .

)
oraz y =

(
1,− 1

12 , 0,
1
2 ,

1
2 ,

1
2 , . . .

)
. Zaªó»my, »e dla x i y istnieje taki u =

(u(1), u(2), . . . ) ∈ We∗ , »e równo±¢ (1.1) jest speªniona dla ka»dego e∗n ∈ extBW ∗
e∗
. Wtedy

u(n) = max{x(n), y(n), 0}+ min{x(n), y(n), 0}

dla dowolnego n ∈ N i w konsekwencji u =
(

7
3 ,

11
12 , 1, 1, 1, . . .

)
, ale u /∈ We∗ , sprzeczno±¢

z zaªo»eniem. Z Twierdzenia 1.0.1, We∗ nie jest G przestrzeni¡.
W rzeczywisto±ci mo»na pokaza¢, »e powy»sza hiperpªaszczyzna nie nale»y do »adnej

z klas L1-predualnych omawianych w [46].

Oprócz wspomnianej klasy `1-predualnych hiperpªaszczyzn w c obiektem naszego zain-
teresowania s¡ równie», odpowiednio, `n∞-sumy proste oraz c0-sumy proste tych przestrzeni.
Przyjmijmy teraz nast¦puj¡ce oznaczenia. Dla dowolnego n ∈ N poªó»my

Fn =


(

n∑
i=1

Wx∗i

)
`n∞

: x∗i ∈ B`1 , i = 1, . . . , n

 .
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Zauwa»my, »e w przypadku, gdy n = 1, zbiór F1 pokrywa si¦ ze zbiorem H. Nast¦pnie, niech

F∞ =


( ∞∑
i=1

Wx∗i

)
c0

: x∗i ∈ B`1 , i ∈ N

 .
Ponadto przyjmijmy, »e

F = F∞ ∪
⋃
n∈N
Fn.

�atwo sprawdzi¢, »e wszystkie przestrzenie nale»¡ce do klasy F s¡ `1-predualnymi.
Warto zauwa»y¢, »e chc¡c otrzyma¢ kolejne przykªady L1-predualnych, nie musimy ogra-

nicza¢ si¦ do `n∞-sum prostych oraz c0-sum prostych `1-predualnych hiperpªaszczyzn w c.
Mo»emy konstruowa¢ odpowiednie sumy proste ze wszystkich wspomnianych do tej pory
L1-predualnych, np. A(S)⊕M.

W naszych rozwa»aniach istotn¡ rol¦ odegra równie» inna klasy�kacja L1-predualnych X
oparta na usytuowaniu sªabych∗ punktów skupienia zbioru extBX∗ (patrz [28]). Mianowicie
b¦dziemy rozwa»a¢ L1-predualne X, dla których (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1.
Oczywi±cie

(
extB(c0(Γ))∗

)′
= {0}, wi¦c c0(Γ) (i w konsekwencji c0) nale»y do wspomnianej

klasy przestrzeni dla r = 0. Z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4, dla dowolnej hiperpªaszczyzny
We∗ ∈ H mamy

(
extBW ∗

e∗

)′
= ±e∗. Wobec tego We∗ nale»y do rozwa»anej klasy przestrzeni

wtedy i tylko wtedy, gdy ‖e∗‖ < 1. Nast¦pnie zauwa»my, »e je»eli X ∈ Fn dla pewnego
n ∈ {2, 3, . . . }, to X∗ = (

∑n
i=1 `1)`n1 = `1 oraz

(extBX∗)
′ =

n⋃
i=1

{±(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, x∗i , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

)}.

Natomiast, je»eli X ∈ F∞, to X∗ = (
∑∞
i=1 `1)`1 = `1 oraz

(extBX∗)
′ = {(0, 0, . . . )} ∪

∞⋃
i=1

{±(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, x∗i , 0, 0, . . . )}.

Wobec tego
(∑n

i=1Wx∗i

)
`n∞

nale»y do rozwa»anej klasy przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy

‖x∗i ‖ < 1 dla ka»dego i = 1, . . . , n. Podobnie
(∑∞

i=1 Wx∗i

)
c0

nale»y do rozwa»anej klasy
przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy supi∈N ‖x∗i ‖ < 1.

Na zako«czenie warto wspomnie¢, »e istnieje charakteryzacja przestrzeni Banacha b¦d¡-
cych L1-predualnymi podana przez E. Michaela i A. Peªczy«skiego [50] oraz A. J. Lazara
i J. Lindenstraussa [42].
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ROZDZIA� 2

Odlegªo±¢ Banacha-Mazura

Przypomnijmy, »e dla dowolnych przestrzeni Banacha X i Y operator liniowy T : X → Y
nazywamy izomor�cznym wªo»eniem, je»eli istniej¡ a, b > 0 takie, »e dla dowolnego x ∈ X

a ‖x‖ ¬ ‖T (x)‖ ¬ b ‖x‖ .

Dystorsj¡ wªo»enia izomor�cznego T : X → Y nazywamy liczb¦ ‖T‖ ‖T−1‖, gdzie T−1 ozna-
cza operator odwrotny do izomor�zmu T z X na jego obraz T (X). Dla dowolnych izomor-
�cznych przestrzeni Banacha X i Y przez d(X, Y ) oznaczamy odlegªo±¢ Banacha-Mazura
pomi¦dzy nimi, zde�niowan¡ jako

d(X, Y ) = inf
{

ln
(
‖T‖ ‖T−1‖

)
: T jest izomor�zmem z X na Y

}
.

W przypadku, gdy d(X, Y ) = 0, przestrzenie X i Y nazywamy prawie izometrycznymi (lub
niemal izometrycznymi). Zarówno poj¦cie odlegªo±ci Banacha-Mazura, jak i przestrzeni pra-
wie izometrycznych ukazaªo si¦ po raz pierwszy w sªynnej monogra�i [6] autorstwa Stefana
Banacha.

Warto wspomnie¢, »e wspóªcze±nie najcz¦±ciej stosuje si¦ de�nicj¦ odlegªo±ci Banacha-
Mazura z pomini¦ciem logarytmu, jednak»e dla celów rozprawy pozostaniemy przy jej pier-
wotnej wersji.

2.1 Przegl¡d znanych oszacowa« odlegªo±ci Banacha-Mazura w klasie C0(K)

W tym rozdziale dokonamy przegl¡du znanych wyników dotycz¡cych oszacowa« dystorsji
izomor�cznych wªo»e« i odlegªo±ci Banacha-Mazura pomi¦dzy wybranymi przestrzeniami
C0(K).

Do niew¡tpliwie kluczowych wyników w izometrycznej teorii przestrzeni Banacha nale»y
twierdzenie Banacha-Stone'a.

Twierdzenie 2.1.1 (S. Banach [6], M. H. Stone [59]). Zaªó»my, »e K i L s¡ zwartymi
przestrzeniami Hausdor�a. Przestrzenie C(K) i C(L) s¡ izometrycznie izomor�czne wtedy
i tylko wtedy, gdy K i L s¡ homeomor�czne. Ponadto ka»dy izometryczny izomor�zm T :
C(L)→ C(K) jest postaci

T (f)(x) = a(x) · f(h(x)), x ∈ K,
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gdzie h : K → L jest homeomor�zmem i a jest tak¡ funkcj¡ z przestrzeni C(K), »e |a(x)| = 1
dla ka»dego x ∈ K.

Wynik ten przy dodatkowym zaªo»eniu, »e K i L s¡ przestrzeniami metrycznymi pojawiª
si¦ po raz pierwszy w 1932 roku w sªynnej monogra�i S. Banacha [6]. Nast¦pnie w 1937
roku M. H. Stone wykazaª to twierdzenie w takiej formie w jakiej jest znane dzisiaj, tzn. dla
przestrzeni C(K), gdzie K jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a [59]. Warto wspomnie¢, »e
prawdziwa jest analogiczna wersja tego twierdzenia dla przestrzeni C0(K) (patrz np. rozdziaª
VII w [8]).

Twierdzenie Banacha-Stone'a doczekaªo si¦ kilku uogólnie«. Na uwag¦ zasªuguje wynik
uzyskany przez D. Amira.

Twierdzenie 2.1.2 (D. Amir [3]). Niech K i L b¦d¡ zwartymi przestrzeniami Hausdor�a.
Je»eli istnieje izomor�zm T z C(K) na C(L) taki, »e ‖T‖ ‖T−1‖ < 2, to K i L s¡ home-
omor�czne.

Analogiczny wynik w przypadku, gdy K i L s¡ lokalnie zwarte, zostaª uzyskany przez M.
Camberna.

Twierdzenie 2.1.3 (M. Cambern [12]). Niech K i L b¦d¡ lokalnie zwartymi przestrzeniami
Hausdor�a. Je»eli istnieje izomor�zm T z C0(K) na C0(L) taki, »e ‖T‖ ‖T−1‖ < 2, to K i L
s¡ homeomor�czne.

Ponadto M. Cambern [15] podaª przykªad przestrzeni K i L takich, »e K jest zwarta,
L lokalnie zwarta, ale niezwarta oraz skonstruowaª izomor�zm T z C0(L) na C(K) taki, »e
‖T‖‖T−1‖ = 2. Nast¦pnie H. B. Cohen [24] wykazaª, »e oszacowanie podane w Twierdzeniu
2.1.2 równie» jest dokªadne.

S. Mazurkiewicz i W. Sierpi«ski [47] (patrz równie» [58, Twierdzenie 8.6.10]) wykazali,
»e ka»da zwarta przeliczalna przestrze« metryczna jest homeomor�czna z przedziaªem [1, α]
dla pewnej przeliczalnej liczby porz¡dkowej α przy zaªo»eniu, »e w [1, α] rozwa»amy topo-
logi¦ porz¡dkow¡. Korzystaj¡c z tego wyniku C. Bessaga i A. Peªczy«ski [9] podali izomor-
�czn¡ klasy�kacj¦ przestrzeni C(K), gdy K jest zwart¡, przeliczaln¡ przestrzeni¡ metryczn¡.
Wykazali, »e w przypadku, gdy ω ¬ α ¬ β < ω1, przestrze« C([1, α]) jest izomor�czna
z przestrzeni¡ C([1, β]) wtedy i tylko wtedy, gdy β < αω, gdzie ω oznacza pierwsz¡ niesko«-
czon¡ liczb¦ porz¡dkow¡, natomiast ω1 pierwsz¡ nieprzeliczaln¡ liczb¦ porz¡dkow¡. Wobec
tego mo»emy poda¢ niesko«czenie wiele par nieizomor�cznych przestrzeni C(K) i C(L) ta-
kich, »e K i L s¡ przeliczalne. Na przykªad przestrzenie c = C([1, ω]), C([1, ωω]), C([1, ωω

2
]),

C([1, ωω
3
]),...,C([1, ωω

ω
]),... s¡ wzajemnie nieizomor�czne.

W przypadku nieprzeliczalnych, zwartych przestrzeni metrycznych K i L, gªównym wyni-
kiem mówi¡cym o istnieniu izomor�zmu pomi¦dzy przestrzeniami C(K) i C(L) jest twierdze-
nie Miljutina [51] (por. [58, Twierdzenie 21.5.10]). Gªosi ono, »e je»eli K i L s¡ nieprzeliczal-
nymi, zwartymi przestrzeniami metrycznymi, to przestrze« C(K) jest izomor�czna z C(L).

We wspomnianej wcze±niej monogra�i [6], Banach postawiª pytanie czy przestrzenie c i c0

s¡ prawie izometryczne. Oczywi±cie nie s¡ one izometryczne, ±wiadczy o tym chocia»by fakt,
»e domkni¦ta kula jednostkowa w c ma punkty ekstremalne w przeciwie«stwie do domkni¦-
tej kuli jednostkowej w przestrzeni c0. Z wyniku R. D. McWilliamsa [48] otrzymujemy, »e
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d(c, c0) ­ ln 3
2 i st¡d odpowied¹ na pytanie Banacha okazaªa si¦ negatywna. Kolejne oszaco-

wanie d(c, c0) ­ ln 2 znale¹li niezale»nie M. Cambern [11] oraz V. I. Gurari�i [33]. Z uwagi
zamieszczonej w pracy [11] wynika natomiast, »e oszacowanie d(c, c0) ­ ln 2 zostaªo wcze±niej
wykazane przez A. Peªczy«skiego, który nie opublikowaª swojego wyniku. Dokªadna warto±¢
odlegªo±ci Banacha-Mazura pomi¦dzy przestrzeniami c i c0 zostaªa podana dopiero w 1968
roku przez M. Camberna [13].

Twierdzenie 2.1.4 (M. Cambern [13]).

d(c0, c) = ln 3.

Uwaga 2.1.5. W pracy [11] M. Cambern zaobserwowaª, »e szacuj¡c odlegªo±¢ Banacha-
Mazura mo»emy ograniczy¢ nasze rozwa»ania do badania operatorów zwi¦kszaj¡cych norm¦.
Istotnie, je»eli T : X → Y jest wªo»eniem izomor�cznym takim, »e ‖T−1‖ = 1, to ‖T (x)‖ ­
‖x‖ dla ka»dego x ∈ X. W przeciwnym wypadku T mo»emy zast¡pi¢ przez S = ‖T−1‖T . Tak
okre±lony operator S jest wªo»eniem izomor�cznym przestrzeni X w przestrze« Y z ‖S−1‖ =
1. Wobec tego S zwi¦ksza norm¦, a jego dystorsja jest równa dystorsji operatora T .

Uwaga 2.1.6. Dowód Twierdzenia 2.1.4 opiera si¦ w gªównej mierze na dwóch krokach dowo-
dowych. Pierwszym z nich jest ograniczenie rozwa»a« do operatorów zwi¦kszaj¡cych norm¦
(patrz Uwaga 2.1.5), a drugim konstrukcja takiego podci¡gu elementów bazowych z zada-
nej przestrzeni, by ich obrazy poprzez ograniczony operator liniowy tworzyªy ci¡g o prawie
rozª¡cznych no±nikach (patrz Uwaga 3.1.4). Warto wspomnie¢, »e te pierwiastki dowodowe
byªy pó¹niej wielokrotnie wykorzystywane we wszystkich wa»nych pracach dotycz¡cych osza-
cowa« odlegªo±ci Banacha-Mazura w klasie przestrzeni C0(K), gdzie K jest zbiorem przeli-
czalnym. Dowód wie«czy konstrukcja izomor�zmu T : c → c0 okre±lonego dla dowolnego
x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ c wzorem

T (x) = (2x(0), x(1)− x(0), x(2)− x(0), . . . ),

gdzie x(0) = limi→∞ x(i).

M. Cambern wykazaª równie» nast¦puj¡ce uogólnienie Twierdzenia 2.1.4.

Twierdzenie 2.1.7 (M. Cambern [14]). Niech Γ b¦dzie niesko«czonym zbiorem z topologi¡
dyskretn¡.

1. Je»eli K jest lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a, która zawiera punkt skupienia
i je»eli T jest dowolnym ci¡gªym izomor�zmem z przestrzeni C0(K) na C0(Γ), to
‖T‖ ‖T−1‖ ­ 3.

2. Je»eli Γ∗ oznacza jednopunktowe uzwarcenie zbioru Γ, to istnieje izomor�zm T z C(Γ∗)
na C0(Γ) taki, »e ‖T‖ ‖T−1‖ = 3.

Wprowad¹my teraz nast¦puj¡ce oznaczenia. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, pochodn¡
rz¦du α zbioru K, oznaczan¡ przez K(α), de�niujemy przez indukcj¦ pozasko«czon¡ w nast¦-
puj¡cy sposób: K(0) = K, K(1) jest zbiorem wszystkich punktów skupienia zbioru K i

K(α) =
{

(K(β))(1), je»eli α = β + 1,⋂
β<αK

(β), je»eli α jest graniczn¡ liczb¡ porz¡dkow¡.
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Ponadto symbolem |K| b¦dziemy oznacza¢ moc zbioru K.
Mo»emy teraz przytoczy¢ wynik Y. Gordona.

Twierdzenie 2.1.8 (Y. Gordon [31]). Niech K i L b¦d¡ lokalnie zwartymi przestrzeniami
Hausdor�a i niech T b¦dzie izomor�cznym wªo»eniem z przestrzeni C0(K) w C0(L). Je»eli
istnieje taka liczba porz¡dkowa α, »e

∣∣∣K(α)
∣∣∣ > ∣∣∣L(α)

∣∣∣, to ‖T‖ ‖T−1‖ ­ 3.

Dowód Twierdzenia 2.1.8 opiera si¦ gªównie na dwóch metodach dowodowych. Pierwsza
z nich, pochodz¡ca od Camberna, polega na zaw¦»eniu rozwa»a« do operatorów zwi¦ksza-
j¡cych norm¦ oraz konstrukcji ci¡gu o prawie rozª¡cznych no±nikach (patrz Uwaga 2.1.6).
Druga, b¦d¡ca now¡ w kontek±cie tej teorii technik¡, mówi¡c w pewnym uproszczeniu, opiera
si¦ na konstrukcji operatora liniowego pomi¦dzy pewnymi, odpowiednio dobranymi sko«-
czenie wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni C0(K) i C0(L). Konstrukcja tych przes-
trzeni jest ±ci±le zwi¡zana z zaªo»eniem, »e

∣∣∣K(α)
∣∣∣ > ∣∣∣L(α)

∣∣∣ dla pewnej liczby porz¡dkowej
α. W konsekwencji, przy dodatkowym zaªo»eniu, »e ‖T‖ ‖T−1‖ < 3, uzyskujemy operator
b¦d¡cy wªo»eniem izomor�cznym z przestrzeni n-wymiarowej w przestrze« m-wymiarow¡,
gdzie

∣∣∣K(α)
∣∣∣ ­ n > m =

∣∣∣L(α)
∣∣∣, co daje sprzeczno±¢ w dowodzie nie wprost.

Stosuj¡c Twierdzenie 2.1.8 oraz wspomniany wcze±niej wynik Mazurkiewicza i Sierpi«-
skiego [47], Y. Gordon otrzymaª nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.1.9 (Y. Gordon [31]). Je»eli K i L s¡ zwartymi, przeliczalnymi przestrze-
niami metrycznymi takimi, »e L nie zawiera podzbioru homeomor�cznego z K, to dla dowol-
nego izomor�zmu z przestrzeni C(K) na C(L) mamy ‖T‖ ‖T−1‖ ­ 3.

Kontynuuj¡c nasze rozwa»ania dotycz¡ce odlegªo±ci Banacha-Mazura w klasie przestrzeni
C0(K), musimy wspomnie¢ o fakcie, »e problem wyznaczenia d(c0, C(K)) zostaª caªkowicie
rozwi¡zany. Mianowicie ze wspomnianych wcze±niej wyników Bessagi i Peªczy«skiego [9] oraz
Mazurkiewicza i Sierpi«skiego [47], przestrze« c0 jest izomor�czna z przestrzeni¡ C(K) wtedy
i tylko wtedy, gdy K jest homeomor�czny z [1, ωnk] dla pewnego 1 ¬ n, k < ω. Dokªadn¡
warto±¢ odlegªo±ci d(c0, C([1, ωnk])) podali L. Candido i E. M. Galego.

Twierdzenie 2.1.10 (L. Candido, E. M. Galego [16]). Zaªó»my, »e 1 ¬ n, k < ω. Wtedy dla
dowolnego wªo»enia izomor�cznego T z C([1, ωnk]) w c0 mamy ‖T‖ ‖T−1‖ ­ 2n+1. Ponadto
d(c0, C([1, ωnk])) = ln (2n+ 1).

Tak jak przypadku kilku wcze±niej wspomnianych wyników, równie» i w dowodzie powy»-
szego twierdzenia, autorzy przy szacowaniu odlegªo±ci Banacha-Mazura ograniczaj¡ swoje
rozwa»ania do operatorów zwi¦kszaj¡cych norm¦ (patrz Uwaga 2.1.5). Ich dowód opiera si¦
w gªównej mierze na n-krotnym na±ladowaniu metody konstrukcji ci¡gu o prawie rozª¡cznych
no±nikach z dowodu Camberna, a podana przez autorów twierdzenia konstrukcja izomor�zmu
jest naturalnym uogólnieniem jego izomor�zmu (patrz Uwaga 2.1.6).

Wy»ej wspomniane wyniki Camberna, Gordona, Candido i Galego zostaªy w rzeczywi-
sto±ci zainspirowane wcze±niejsz¡ prac¡ [9]. Mianowicie w [9] C. Bessaga i A. Peªczy«ski
zainicjowali badania dotycz¡ce odlegªo±ci Banacha-Mazura pomi¦dzy izomor�cznymi prze-
strzeniami C([1, α]), gdzie ω ¬ α < ω1. Otó» wykazali oni, »e je»eli istnieje 1 ¬ n < ω takie,
»e ω ¬ α ¬ αn ¬ β < αn+1 < ω1, to lnn ¬ d(C([1, α]), C([1, β])) ¬ ln 4n+3. Dokªadniejsze
oszacowania odlegªo±ci d(c, C([1, ωnk])) podali L. Candido i E. M. Galego.
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Twierdzenie 2.1.11 (L. Candido, E. M. Galego [17]). Zaªó»my, »e 1 < n, k < ω. Wtedy

• ln 3 ¬ d(c, C([1, ωk])) ¬ ln
(
2 +
√

5
)
,

• ln (2n− 1) ¬ d(c, C([1, ωn])) ¬ ln
(
n+

√
(n− 1)(n+ 3)

)
,

• ln (2n+ 1) ¬ d(c, C([1, ωnk])) ¬ ln
(
n+ 1 +

√
n(n+ 4)

)
.

Dowód oszacowa« od doªu w powy»szym twierdzeniu sprowadza si¦ do wspomnianych ju»
wcze±niej metod, a mianowicie ograniczenia rozwa»a« do operatorów zwi¦kszaj¡cych norm¦
(patrz Uwaga 2.1.5), n-krotnym na±ladowaniu metody konstrukcji ci¡gu o prawie rozª¡cznych
no±nikach z dowodu Camberna (patrz Uwaga 2.1.6) oraz u»ytej w dowodzie Twierdzenia 2.1.8
konstrukcji operatora liniowego pomi¦dzy pewnymi sko«czenie wymiarowymi przestrzeniami.
W dowodzie Twierdzenia 2.1.11 na uwag¦ zasªuguje szereg nowych i ciekawych izomor�zmów,
które pozwoliªy autorom uzyska¢ dosy¢ ciasne oszacowania. Warto wspomnie¢, »e dokªadn¡
warto±¢ odlegªo±ci Banacha-Mazura znamy jedynie w przypadku przestrzeni c i C([1, ω2]).
Oczywi±cie oszacowanie d(c, C([1, ωk])) ­ ln 3 dla 1 < k < ω wynika z pracy Gordona (Twier-
dzenie 2.1.8). Do niego nale»y równie» konstrukcja odpowiedniego izomor�zmu z przestrzeni
C([1, ω2]) na przestrze« c, który pokazuje, »e w tym przypadku oszacowanie to jest dokªadne
[31]. Autorzy Twierdzenia 2.1.11, nie znaj¡c dokªadnej warto±ci d(c, C([1, ωk])) dla 2 < k < ω,
wysnuli przypuszczenie, »e mo»e by¢ równa 3, 4 lub 2 +

√
5. Poka»emy, »e w przypadku, gdy

k = 3, mo»na odrzuci¢ dwie ostatnie liczby.

Przykªad 2.1.12 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Rozwa»my odwzorowanie
T : C([1, ω3]) → C([1, ω]) okre±lone dla dowolnej funkcji f ∈ C([1, ω3]) w nast¦puj¡cy
sposób:

T (f)(1) = −0, 5f(ω)− 0, 95f(ω2)− 0, 5f(ω3),
T (f)(2) = −f(ω) + f(ω3),
T (f)(ω) = −0, 3f(ω) + 0, 25f(ω2)− 0, 3f(ω3),

T (f)(3m) = −0, 86f(m) + 0, 56f(ω) + 0, 25f(ω2)− 0, 3f(ω3),
T (f)(3m+ 1) = 0, 83f(ω +m)− 0, 3f(ω)− 0, 58f(ω2)− 0, 3f(ω3),
T (f)(3m+ 2) = −0, 86f(ω2 +m)− 0, 3f(ω) + 0, 25f(ω2) + 0, 56f(ω3).

T jest izomor�zmem o normie ‖T‖ = 2, 01. Z drugiej strony dla dowolnej funkcji f ∈ C([1, ω]),

T−1(f)(ω) = −0, 304878f(1)− 0, 5f(2)− 1, 15853589f(ω),
T−1(f)(ω2) = −0, 731707f(1) + 2, 22 · 10−16f(2) + 1, 2195129f(ω),
T−1(f)(ω3) = −0, 304878f(1) + 0, 5f(2)− 1, 15853589f(ω),
T−1(f)(m) = −0, 304878f(1)− 0, 5f(2) + 0, 00425411f(ω)− 1, 16279f(3m),

T−1(f)(ω +m) = −0, 731707f(1) + 2, 22 · 10−16f(2) + 0, 0146929f(ω) + 1, 20482f(3m+ 1),
T−1(f)(ω2 +m) = −0, 304878f(1) + 0, 5f(2) + 0, 00425411f(ω)− 1, 16279f(3m+ 2)
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oraz ‖T−1‖ = 1, 97192. St¡d ‖T‖‖T−1‖ = 3, 9635592. Wobec tego, uto»samiaj¡c izometrycz-
nie przestrze« c z przestrzeni¡ C([1, ω]), otrzymujemy d(c, C([1, ω3])) ¬ 3, 9635592. Powy»szy
wynik otrzymano za pomoc¡ eksperymentu komputerowego.

2.2 Prawie izometryczne `1-predualne

Zauwa»my, »e przy przyj¦tej de�nicji odlegªo±ci Banacha-Mazura, dla izomor�cznych przes-
trzeni Banacha X, Y i Z mamy

• d(X, Y ) ­ 0,

• d(X, Y ) = d(Y,X),

• d(X, Y ) ¬ d(X,Z) + d(Z, Y ).

Ponadto oczywiste jest, »e odlegªo±¢ Banacha-Mazura pomi¦dzy izometrycznymi przestrze-
niami Banacha jest równa 0. Obserwacja ta rodzi pytanie, czy z faktu, »e d(X, Y ) = 0,
wynika, »e X i Y s¡ izometryczne i wobec tego odlegªo±¢ Banacha-Mazura speªnia wszystkie
warunki de�nicji metryki. W przypadku przestrzeni sko«czenie wymiarowych odpowied¹ na
to pytanie jest twierdz¡ca. Natomiast w przypadku niesko«czenie wymiarowych przestrzeni
Banacha znane s¡ przykªady przestrzeni prawie izometrycznych, które nie s¡ izometryczne.
Pierwszy z nich podali C. Bessaga oraz A. Peªczy«ski [53]. Ostatnio �. Piasecki [56] wykazaª,
»e przykªady przestrzeni prawie izometrycznych, które nie s¡ izometryczne mo»emy odnale¹¢
równie» w klasieH (patrz Przykªad 4.1.6). Wobec tego (H, d) nie jest przestrzeni¡ metryczn¡.
Co wi¦cej, we wspomnianej pracy [56], dla dowolnej `1-predualnej hiperpªaszczyzny We∗ au-
tor podaª jawne modele wszystkich przestrzeni Banacha, które s¡ z ni¡ prawie izometryczne.
Poniewa» wyniki te s¡ kluczowe dla rozwa»a« przedstawionych w rozprawie, przytoczymy je
w dalszej cz¦±ci podrozdziaªu.

Na pocz¡tku wprowad¹my niezb¦dne oznaczenia. Symbolem Π b¦dziemy oznacza¢ zbiór
wszystkich permutacji π : N→ N, natomiast przez E b¦dziemy oznacza¢ zbiór wszystkich ci¡-
gów znaków ε = (ε(n))n∈N, ε(n) = ±1 dla dowolnego n ∈ N. Ustalmy x = (x(1), x(2), . . . ) ∈
`1. Dla ε ∈ E i i ∈ N ∪ {0} niech

xi,ε =
∞∑
n=1

ε(n)x(n)e∗n+i,

natomiast w przypadku, gdy i =∞, niech

x∞,ε =
∞∑
n=1

ε(n)x(n)e∗2n−1.

Nast¦pnie dla ε ∈ E , π ∈ Π i i ∈ N ∪ {0,∞} poªó»my

xi,ε,π =
∞∑
n=1

xi,ε(n)e∗π(n).

W dalszej kolejno±ci, dla zadanego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ `1 zde�niujmy ci¡g (nm)m∈N w na-
st¦puj¡cy sposób:

n1 = min
{
n ∈ N : |x(n)| = max

i∈N
|x(i)|

}
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i dla m ­ 2

nm = min
{
n ∈ N \ {nk : k = 1, . . . ,m− 1} : |x(n)| = max

i∈N\{nk:k=1,...,m−1}
|x(i)|

}
.

Poªó»my
x = (|x(n1)| , |x(n2)| , |x(n3)| , . . . ) (2.1)

oraz
F̃x = {xi,ε,π : i ∈ N ∪ {0,∞}, ε ∈ E , π ∈ Π} . (2.2)

Rozwa»my teraz funkcj¦ p : `1 × `1 → [0,∞) okre±lon¡ dla dowolnego (x, y) ∈ `1 × `1

wzorem

p(x, y) = inf
{ ∞∑
n=1

|x(n)− ε(n)y(π(n))|
}
,

gdzie in�mum jest wzi¦te po wszystkich permutacjach π : N → N i po wszystkich ci¡gach
znaków ε = (ε(n))n∈N, ε(n) = ±1 dla dowolnego n ∈ N. �atwo wykaza¢, »e tak okre±lona
funkcja p ma dla dowolnych x, y, z ∈ `1 nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(I) p(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy y ∈ F̃x,

(II) p(x, y) = p(y, x) = p(x,−y) = p(−x,−y),

(III) p(x, y) ¬ p(x, z) + p(z, y),

(IV) |‖x‖ − ‖y‖| ¬ p(x, y) ¬ ‖x− y‖,

(V) p(x, y) = p(x, y).

Pseudometryka p, po raz pierwszy wprowadzona w pracy [56], okazaªa si¦ by¢ gªównym
narz¦dziem w badaniach dotycz¡cych prawie izometrycznych `1-predualnych. Mo»emy teraz
przej±¢ do zaprezentowania wyników z pracy [56].

Stwierdzenie 2.2.1 (�. Piasecki [56]). Dla x∗, y∗ ∈ B`1 nast¦puj¡ce stwierdzenia s¡ równo-
wa»ne.

1. d(Wx∗ ,Wy∗) = 0.

2. p(x∗, y∗) = 0.

Stwierdzenie 2.2.2 (�. Piasecki [56]). Dla x∗, y∗ ∈ B`1 nast¦puj¡ce stwierdzenia s¡ równo-
wa»ne.

1. Wx∗ = Wy∗.

2. Istnieje sko«czony ci¡g znaków (ε(n))jn=1 i permutacja π : N→ N taka, »e

x∗ =
j∑

n=1

ε(n)y∗(n)e∗π(n) +
∞∑

n=j+1

y∗(n)e∗π(n).
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Zanim przejdziemy do dalszej cz¦±ci rozprawy, wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenie:

FWx∗ =
{
Wx∗i,ε

: i ∈ N ∪ {0,∞}, ε ∈ E
}
.

Ponadto zapis X ∈ FWx∗ b¦dzie oznacza¢, »e przestrze« Banacha X jest izometrycznie izo-
mor�czna z Wx∗i,ε

dla pewnego i ∈ N ∪ {0,∞} i dla pewnego ε ∈ E .

Twierdzenie 2.2.3 (�. Piasecki [56]). Niech x∗ ∈ B`1 i niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha.
Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

1. d(X,Wx∗) = 0.

2. X ∈ FWx∗ .

Wprowad¹my teraz w zbiorzeH relacj¦ równowa»no±ci ∼ okre±lon¡ w nast¦puj¡cy sposób:

Wx∗ ∼ Wy∗ wtedy i tylko wtedy, gdy d(Wx∗ ,Wy∗) = 0.

Rozwa»my przestrze« ilorazow¡ H/∼ i funkcj¦ dH/∼ : H/∼×H/∼ → [0,∞) okre±lon¡ wzorem

dH/∼([Wx∗ ], [Wy∗ ]) = d(Wx∗ ,Wy∗).

Wówczas (H/∼, dH/∼) jest przestrzeni¡ metryczn¡.
Zauwa»my, »e przywoªane wyniki (patrz Stwierdzenie 2.2.1 i Stwierdzenie 2.2.2) pozwalaj¡

nam precyzyjnie opisa¢ ka»d¡ z warstw [We∗ ] ∈ H/∼. Zauwa»my w tym miejscu, »e dla
dowolnej warstwy [We∗ ] ∈ H/∼ mamy jedn¡ z dwóch mo»liwo±ci:

• warstwa [We∗ ] skªada si¦ (z dokªadno±ci¡ do izometrii) tylko z przestrzeni We∗ (równo-
wa»nie, e∗ = (e∗(1), . . . , e∗(n), 0, 0, . . . ) dla pewnego n ∈ N),

• warstwa [We∗ ] skªada si¦ z niesko«czenie wielu elementów (równowa»nie, e∗(i) 6= 0 dla
niesko«czenie wielu i ∈ N).

St¡d mo»emy wywnioskowa¢, »e [c0] = {c0} i [c] = {c}.

Uwaga 2.2.4. Nale»y zaznaczy¢, »e konstrukcja zbioru F̃x jest drobn¡ korekt¡ tej wprowa-
dzonej w pracy [56]. Zauwa»my, »e zast¦puj¡c xi,ε,π przez xi,ε,π w (2.2), nie uwzgl¦dniamy
przypadku �symetrycznego� tzn. gdy ci¡g x zawiera zera i usuwamy pewn¡ ich ilo±¢. St¡d
zbiór F̃x w pracy [56] nie zawsze jest dobrze okre±lony. W konsekwencji zbiór FWf

u»ywany
w tre±ci Twierdzenia 2.1 w [56] nie zawsze odzwierciedla wszystkie mo»liwe przypadki wyni-
kaj¡ce z tre±ci dowodu tego twierdzenia i dlatego powinien by¢ zast¡piony przez

FWf
=
{
Wf i,ε

: i ∈ N ∪ {0,∞}, ε ∈ E
}
,

gdzie f jest zde�niowany przez (2.1), i wtedy, kontynuuj¡c jak w [56], dla i ∈ N ∪ {0}

f i,ε = f(1)e∗1 +
∞∑
n=1

ε(n)f(n+ 1)e∗n+i+1

i

f∞,ε = f(1)e∗1 +
∞∑
n=1

ε(n)f(n+ 1)e∗2n+1.

Te korekty nie wpªywaj¡ ani na dowód Twierdzenia 2.1 ani inne wyniki z [56].

24



Powy»sza uwaga zostaªa uwzgl¦dniona w pracy [30] (Uwaga 2.5).
Na koniec warto wspomnie¢, »e z poj¦ciem prawie izometrycznych przestrzeni Banacha

zwi¡zany jest równie» pewien istotny obszar bada«. Badania te dotycz¡ niezmienniczo±ci
pewnych wªasno±ci przestrzeni Banacha przy odlegªo±ci Banacha-Mazura 0. Tematyka ta byªa
szeroko omawiana w pracach [55, 56]. Mówimy, »e dana wªasno±¢ P nie jest niezmiennicza
przy odlegªo±ci Banacha-Mazura 0, je»eli istniej¡ dwie przestrzenie Banacha X i Y takie, »e
X ma wªasno±¢ P , Y nie ma tej wªasno±ci i d(X, Y ) = 0. Do takich wªasno±ci nale»¡ np.
wielo±cienno±¢ (patrz Przykªad 4.1.6), wªasno±¢ rozszerzania dla operatorów zwartych (patrz
Przykªad 4.2.9) czy sªaba∗ wªasno±¢ punktu staªego (patrz Przykªad 4.4.10, Uwaga 4.4.17),
które to zostan¡ szerzej omówione w rozdziale czwartym niniejszej rozprawy.
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ROZDZIA� 3

Dystorsje wªo»e« izomor�cznych pomi¦dzy

pewnymi L1-predualnymi

Warto zaznaczy¢, »e dotychczas gªównym obiektem bada« dotycz¡cych odlegªo±ci Bana-
cha-Mazura w klasie L1-predualnych byªy przestrzenie C0(K) (patrz podrozdziaª 2.1). Co
wi¦cej, spo±ród znanych wyników jest tylko kilka podaj¡cych jej dokªadne warto±ci. W tym
rozdziale przedstawimy nowe wyniki dotycz¡ce oszacowa« odlegªo±ci Banacha-Mazura oraz
ich dokªadne warto±ci dla pewnych L1-predualnych, w tym takich ich przykªadów, które nie
s¡ przestrzeniami C0(K). Ponadto nale»y wspomnie¢, »e prezentowane wyniki odegraj¡ klu-
czow¡ rol¦ w kontek±cie bada« po±wi¦conych stabilno±ci pewnych geometrycznych wªasno±ci
L1-predualnych oraz metrycznych wªasno±ci przestrzeni (H/∼, dH/∼) wprowadzonej w po-
przednim rozdziale.

3.1 Dystorsja wªo»enia izomor�cznego przestrzeni c

Pierwsze kluczowe twierdzenie tego rozdziaªu b¦dzie dotyczy¢ oszacowania dystorsji wªo-
»enia izomor�cznego przestrzeni c w L1-predualn¡ X tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego
0 ¬ r < 1. Warto w tym miejscu odnotowa¢, »e fakt istnienia takiego wªo»enia jest konse-
kwencj¡ wyniku M. Zippina [61], który gªosi, »e ka»da niesko«czenie wymiarowa L1-predualna
zawiera podprzestrze« izometryczn¡ z c0. Zanim jednak przejdziemy do sformuªowania i udo-
wodnienia rzeczonego twierdzenia, przytoczymy pewne wyniki pomocnicze.

Twierdzenie 3.1.1 (Twierdzenie 6, rozdziaª 7, §22, [39]). Niech X b¦dzie L1-predualn¡.
Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

1. X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ.

2. Je»eli Y ⊂ X jest o±rodkowa, to Y ∗ jest o±rodkowa.

Twierdzenie 3.1.2 (L. Veselý [60]). Niech X b¦dzie wielo±cienn¡ przestrzeni¡ Banacha
i E = {x∗ ∈ SX∗ : D(x) = {x∗} dla pewnego x ∈ SX}. Wtedy BX∗ = convE i moc zbioru E
jest równa minimalnej mocy g¦stego podzbioru przestrzeni X i jednocze±nie minimalnej mocy
g¦stego podzbioru przestrzeni X∗.

Mo»emy teraz przej±¢ do wspomnianego na pocz¡tku rozdziaªu twierdzenia.
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Twierdzenie 3.1.3 (A. Gergont, �. Piasecki [29]). Je»eli X jest niesko«czenie wymiarow¡
L1-predualn¡ tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1, to dla ka»dego izomor�cz-
nego wªo»enia T z c w X mamy

‖T‖ ‖T−1‖ ­ 3− r
1 + r

.

Dowód. Zauwa»my, »e je»eli (extBX∗)′ = {0}, to (extBX∗)′ ⊂ rBX∗ dla ka»dego r > 0. Dla-
tego wystarczy udowodni¢ powy»sz¡ nierówno±¢ dla dowolnego r > 0.Wiadomo, »e przestrze«
X jest wielo±cienna (patrz [28] oraz podrozdziaª 4.1). Zatem stosuj¡c Twierdzenia 3.1.1 i 3.1.2
wnioskujemy, »e X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ. Niech j : X → X∗∗ b¦dzie wªo»eniem
kanonicznym, tj. j(x)(x∗) = x∗(x) dla dowolnego x ∈ X i dowolnego x∗ ∈ X∗. Oczywi±cie
przestrze« X jest izometryczna z j(X) ⊂ `∞(Γ). Dla przejrzysto±ci dowodu podzielimy go
teraz na trzy cz¦±ci.

Krok 1. Twierdzimy, »e dla dowolnego niezerowego elementu y = (y(γ))γ∈Γ ∈ j(X) ⊂
`∞(Γ) i dla dowolnego ε > 0 istnieje sko«czony zbiór Γ1 ⊂ Γ taki, »e

sup {|y(γ)| : γ ∈ Γ \ Γ1} < (r + ε) ‖y‖ .

Zaªó»my, »e tak nie jest. Wtedy istnieje niezerowy element y = (y(γ))γ∈Γ ∈ j(X) i ε > 0
taki, »e zbiór

Γ2 =
{
γ ∈ Γ : |y(γ)| ­

(
r +

3
4
ε
)
‖y‖

}
jest niesko«czony. Poªó»my z = y/ ‖y‖. Wybierzmy dowolny sªaby∗ punkt skupienia e∗ zbioru{
e∗γ : γ ∈ Γ2

}
i rozwa»my nast¦puj¡ce sªabe∗ otoczenie punktu e∗:

Ve∗(z, ε/4) =
{
x∗ ∈ `1(Γ) : |z(x∗)− z(e∗)| < ε

4

}
.

Poniewa» istnieje γ0 ∈ Γ2 taki, »e e∗γ0 ∈ Ve∗(z, ε/4), wi¦c mamy jedn¡ z dwóch mo»liwo±ci:
z(e∗) > r + ε/2 lub z(e∗) < −r − ε/2. W zwi¡zku z tym ‖e∗‖ > r + ε/2, co prowadzi do
sprzeczno±ci z naszym zaªo»eniem, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ .

Przyjmijmy teraz, »e e = (1, 1, 1, . . . ) ∈ c i en = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . ) ∈ c, gdzie 1 wyst¦-
puje na n-tym miejscu.

Krok 2. Niech T : c → j(X) b¦dzie ograniczonym operatorem liniowym. Twierdzimy,
»e dla dowolnego ε > 0 i dowolnego sko«czonego zbioru Γ3 ⊂ Γ jest co najwy»ej sko«czenie
wiele elementów zbioru {en : n ∈ N}, dla których zachodzi nast¦puj¡cy warunek:

|T (en)(γ)| ­ ε

dla co najmniej jednego γ ∈ Γ3. Zaªó»my, »e nie jest to prawd¡. Wtedy istnieje ε > 0, γ0 ∈ Γ
i podci¡g (enk)k∈N ci¡gu (en)n∈N taki, »e |T (enk)(γ0)| ­ ε dla wszystkich k ∈ N. Wybieraj¡c
podci¡g (je±li to konieczne) mo»emy zaªo»y¢, »e albo T (enk)(γ0) ­ ε dla wszystkich k ∈ N
albo T (enk)(γ0) ¬ −ε dla wszystkich k ∈ N. Rozwa»ymy pierwszy przypadek. Rozumowanie
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w drugim przypadku jest podobne. Niech C > 0 b¦dzie dowolnie wybran¡ liczb¡ rzeczywist¡.
Niech K ∈ N b¦dzie taka, »e K · ε > C. Wtedy

∥∥∥∑K
k=1 enk

∥∥∥ = 1 i∥∥∥∥∥T
(

K∑
k=1

enk

)∥∥∥∥∥ ­
∣∣∣∣∣T
(

K∑
k=1

enk

)
(γ0)

∣∣∣∣∣ =
K∑
k=1

T (enk)(γ0) ­ K · ε > C.

Prowadzi to do sprzeczno±ci z zaªo»eniem ograniczono±ci operatora T .

Rysunek 3.1: Ilustracja Kroku 2.

Krok 3. Niech T : c → j(X) b¦dzie wªo»eniem izomor�cznym. Bez straty na ogólno±ci
rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e ‖T−1‖ = 1. Wtedy T zwi¦ksza norm¦, tj. ‖Tx‖ ­ ‖x‖ dla
ka»dego x ∈ c (patrz Uwaga 2.1.5). Zaªó»my teraz, »e ‖T‖ < (3− r)/(1 + r). Poka»emy, »e to
zaªo»enie prowadzi do sprzeczno±ci. Poniewa» T (e) ∈ j(X), z Kroku 1 ªatwo wnioskujemy,
»e istnieje sko«czony zbiór Γ1 ⊂ Γ taki, »e

sup {|T (e)(γ)| : γ ∈ Γ \ Γ1} < r · 3− r
1 + r

.

Niech ε1 > 0 b¦dzie taki, »e ‖T (e)‖+ ε1 = (3− r)/(1 + r). Poªó»my

ε2 = ε1
1 + r

4
.

Z Kroku 2 wiemy, »e istnieje liczba N1 ∈ N taka, »e dla dowolnego n ­ N1 i dla dowolnego
γ ∈ Γ1 mamy |T (en)(γ)| < ε2. Rozwa»my element

u = e+
2 · (1− r)

1 + r
eN1 .
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Rysunek 3.2: Ilustracja Kroku 3 (dla r = 1/4).

Poniewa» ‖u‖ = (3 − r)/(1 + r) i T zwi¦ksza norm¦, wi¦c ‖T (u)‖ ­ (3 − r)/(1 + r). Dla
dowolnego γ ∈ Γ1 mamy

|T (u)(γ)| =

∣∣∣∣∣T (e)(γ) +
2 · (1− r)

1 + r
T (eN1)(γ)

∣∣∣∣∣ < ‖T (e)‖+
2 · (1− r)

1 + r
· ε2

¬ ‖T (e)‖+
ε1

2
<

3− r
1 + r

.

Wobec faktu, »e Γ1 jest sko«czony, mo»emy napisa¢

max {|T (u)(γ)| : γ ∈ Γ1} <
3− r
1 + r

.

W zwi¡zku z tym, dla dowolnego η > 0 istnieje γ0 ∈ Γ \ Γ1 taki, »e

3− r
1 + r

− η < |T (u)(γ0)| ¬ |T (e)(γ0)|+ 2(1− r)
1 + r

· |T (eN1)(γ0)|
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i st¡d

|T (eN1)(γ0)| >
1 + r

2(1− r)
·
(3− r

1 + r
− η − |T (e)(γ0)|

)
>

1 + r

2(1− r)
·
(3− r

1 + r
− η − r · 3− r

1 + r

)
=

3− r
2
− η · 1 + r

2(1− r)
.

Rozwa»my teraz element v = e− 2eN1 . Wtedy

‖T (v)‖ ­ |T (v)(γ0)| ­ 2 |T (eN1)(γ0)| − |T (e)(γ0)| > 2 ·
(

3− r
2
− η · 1 + r

2(1− r)

)
− r · 3− r

1 + r

=
3− r
1 + r

− η · 1 + r

1− r
.

Przechodz¡c do granicy z η → 0 i maj¡c na uwadze, »e ‖v‖ = 1, otrzymujemy ‖T‖ ­
(3− r)/(1 + r), sprzeczno±¢.

Uwaga 3.1.4. Idea powy»szego dowodu wywodzi si¦ od metody dowodowej u»ytej przez
Camberna (patrz Uwaga 2.1.6). Mamy na my±li to, »e przyjmuj¡c w powy»szym dowodzie za
L1-predualn¡ X przestrze« c0 otrzymamy kluczowe elementy jego toku rozumowania. W tym
przypadku oczywi±cie r = 0. Rozumowanie mo»emy rozpocz¡¢ od Kroku 2, Krok 1 po-
mijamy. Zauwa»my, »e z Kroku 2 mo»emy wybra¢ taki podci¡g (enk)k∈N ci¡gu (en)n∈N,
aby (T (enk))k∈N byª ci¡giem o prawie rozª¡cznych no±nikach. Nast¦pnie mo»emy przej±¢ do
Kroku 3. Na pocz¡tku zakªadamy, »e operator T : c → c0 jest wªo»eniem izomor�cznym
zwi¦kszaj¡cym norm¦ (Cambern w swoim dowodzie zakªadaª dodatkowo, »e T jest suriek-
cj¡). Nast¦pnie zamiast Kroku 1 bezpo±rednio wykorzystujemy fakt, »e T (e) ∈ c0. Dalsze
rozumowanie poprowadzone dla r = 0 ko«czy dowód.

Trzeba zaznaczy¢, »e brak jawnego modelu rozwa»anej przez nas L1-predualnej X takiej,
»e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1, wymusiª na nas poszukiwanie innej ±cie»ki
post¦powania. Byªo ni¡ dla nas rozwa»enie podprzestrzeni j(X) przestrzeni `∞(Γ), sk¡d uzy-
skali±my niepeªne, ale dla naszych rozwa»a« wystarczaj¡ce informacje na temat jej elementów
(patrz Krok 1).

Nale»y jednak podkre±li¢, »e gªówn¡ trudno±ci¡ problemu znalezienia optymalnego osza-
cowania odlegªo±ci Banacha-Mazura jest jego dwutorowo±¢. Mamy na my±li to, »e szacowanie
odlegªo±ci Banacha-Mazura od doªu (patrz Krok 3) jest powi¡zane z poszukiwaniem izo-
mor�zmów o jak najmniejszej mo»liwej dystorsji. Izomor�zmy te niekiedy okazuj¡ si¦ mie¢
dosy¢ skomplikowan¡ formuª¦ (patrz Przykªad 3.1.9 i Przykªad 3.2.4). Z drugiej strony dys-
torsja uzyskanego izomor�zmu mo»e sugerowa¢ wielko±¢ oszacowania od doªu, któr¡ nale»y
wykaza¢.

Zanim przejdziemy do wniosków wynikaj¡cych z Twierdzenia 3.1.3 przywoªamy wykorzy-
stywane w dalszej cz¦±ci pracy poj¦cia.

Mówimy, »e przestrze« Banacha X zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni Y, je»eli
dla dowolnego ε > 0 istnieje podprzestrze« Z przestrzeni X taka, »e Z i Y s¡ (1 + ε)-
izomor�czne, tzn. istnieje izomor�zm T : Z → Y taki, »e dla dowolnego x ∈ Z

‖x‖ ¬ ‖T (x)‖ ¬ (1 + ε) ‖x‖ .
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Wniosek 3.1.5 (A. Gergont, �. Piasecki [29]). Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ L1-
-predualn¡ tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1, a Y niech b¦dzie przestrzeni¡
Banacha zawieraj¡c¡ prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Wtedy dla dowolnego wªo»enia
izomor�cznego T z Y w X (je±li istnieje) mamy

‖T‖ ‖T−1‖ ­ 3− r
1 + r

.

W szczególno±ci, je»eli X i Y s¡ izomor�czne, to d(X, Y ) ­ ln 3−r
1+r .

W naszych dalszych rozwa»aniach istotn¡ rol¦ b¦d¡ odgrywa¢ nast¦puj¡ce wyniki.

Lemat 3.1.6 (Lemat 6, rozdziaª 7, §22, [39]). Niech X b¦dzie L1-predualn¡ i Y ⊂ X jej
o±rodkow¡ podprzestrzeni¡. Wtedy istnieje o±rodkowa L1-predualna Z taka, »e Y ⊂ Z ⊂ X.

Twierdzenie 3.1.7 (M. Zippin [62]). Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ o±rodkow¡
L1-predualn¡ i zaªó»my, »e BX ma punkt ekstremalny. Wtedy X zawiera prawie izometryczne
kopie przestrzeni c.

Wniosek 3.1.8 (A. Gergont, �. Piasecki [29]). Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡
L1-predualn¡ tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1. Rozwa»my niesko«czenie
wymiarow¡ przestrze« A(S), dla której istnieje wªo»enie izomor�czne T z A(S) w X. Wtedy
‖T‖ ‖T−1‖ ­ (3− r)/(1 + r). W szczególno±ci, je»eli A(S) i X s¡ izomor�czne, to

d(A(S), X) ­ ln
3− r
1 + r

.

Dowód. Oznaczmy przez f funkcj¦ staª¡, równ¡ 1 na S. Oczywi±cie f ∈ extBA(S), poniewa»
f ∈ extBC(S). Niech Y b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ o±rodkow¡ podprzestrzeni¡ przes-
trzeni A(S) zawieraj¡c¡ f . Z Lematu 3.1.6, A(S) zawiera o±rodkow¡ podprzestrze« Z tak¡,
»e Y ⊂ Z i Z jest L1-predualn¡. Poniewa» f ∈ extBZ , wi¦c z Twierdzenia 3.1.7 przestrze« Z
zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Teza wynika z Twierdzenia 3.1.3 (poprzez
Wniosek 3.1.5).

Warto podkre±li¢, »e dla dowolnego r ∈ (0, 1) oszacowanie otrzymane w Twierdzeniu 3.1.3
jest dokªadne, czego dowodzi poni»szy przykªad.

Przykªad 3.1.9 (A. Gergont, �. Piasecki [29]). Ustalmy 0 < r < 1. Niech e∗ = (r, 0, 0, . . . ).
Rozwa»my hiperpªaszczyzn¦

We∗ =
{
x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ c : lim

i→∞
x(i) = rx(1)

}
.

Warto przypomnie¢, »e tak okre±lona We∗ jest wspominanym ju» przykªadem M przestrzeni
(patrz Przykªad 1.0.7). Z punktów (i) i (iii) Twierdzenia 1.0.4 wiemy, »e W ∗

e∗ = `1 i

e∗n
σ(`1,We∗ )−−−−−→ e∗ = (r, 0, 0, . . . ).

Rozwa»my odwzorowanie T : c → We∗ okre±lone dla dowolnego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ c
wzorem

T (x) =
(
x(0),

1 + r

2
x(1) +

r − 1
2

x(0),
1 + r

2
x(2) +

r − 1
2

x(0), . . .
)
,
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gdzie x(0) = limi→∞ x(i). �atwo wykaza¢, »e T jest izomor�zmem i ‖T‖ ¬ 1. Aby pokaza¢,
»e ‖T‖ = 1 wystarczy rozwa»y¢ element (1, 1, 1, . . . ) ∈ Sc. Z drugiej strony dla dowolnego
x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ We∗ ,

T−1(x) =
(
x(1),

2
1 + r

x(2) +
1− r
1 + r

x(1),
2

1 + r
x(3) +

1− r
1 + r

x(1), . . .
)
.

Nietrudno zauwa»y¢, »e ‖T−1‖ ¬ (3 − r)/(1 + r). Aby pokaza¢, »e ‖T−1‖ = (3 − r)/(1 + r)
wystarczy rozwa»y¢ element (1, 1, r, r, r, . . . ) ∈ SWe∗ . St¡d ‖T‖ ‖T−1‖ = (3 − r)/(1 + r).
Z Twierdzenia 3.1.3 otrzymujemy

d(c,We∗) = ln
3− r
1 + r

.

Uwaga 3.1.10. Zauwa»my, »e Przykªad 3.1.9 mo»na rozszerzy¢ na przypadek nieo±rodko-
wych L1-predualnych. W rzeczy samej wystarczy rozwa»y¢ C0(Γ)⊕Wr, gdzie Γ jest dowolnym
zbiorem nieprzeliczalnym. Wtedy

d(C0(Γ)⊕Wr, C0(Γ)⊕ c) = ln
3− r
1 + r

.

Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e z Przykªadu 3.1.9 wynika, »e dowolna liczba rzeczywista
z przedziaªu (0, ln 3) jest odlegªo±ci¡ Banacha-Mazura dla pewnych przestrzeni Banacha.
Przypomnijmy równie», »e ln 3 jest odlegªo±ci¡ Banacha-Mazura pomi¦dzy przestrzeniami c
i c0 (Twierdzenie 2.1.4).

3.2 Dystorsja wªo»enia izomor�cznego przestrzeni We∗

Twierdzenie 3.1.3 ze wzgl¦du na rozwa»an¡ w nim przestrze« c pozwoliªo uzyska¢ w obr¦-
bie L1-predualnych pewne optymalne wyniki stabilno±ciowe dotycz¡ce wielo±cienno±ci (patrz
podrozdziaª 4.1) i wªasno±ci rozszerzania operatorów zwartych (patrz podrozdziaª 4.2), a tak»e,
w obr¦bie pewnych klas `1-predualnych, dokªadne warto±ci staªych stabilno±ci sªabej∗ wªas-
no±ci punktu staªego (patrz podrozdziaª 4.4). W toku dalszych bada« prowadzonych w kon-
tek±cie pewnych metrycznych wªasno±ci przestrzeni (H/∼, dH/∼) (patrz podrozdziaª 4.3) oka-
zaªo si¦, »e Twierdzenie 3.1.3 jest niewystarczaj¡ce, efektem czego powstaªo jego poni»sze
uogólnienie.

Twierdzenie 3.2.1 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech e∗ ∈ B`1 i niech X b¦dzie nie-
sko«czenie wymiarow¡ L1-predualn¡ tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < ‖e∗‖.
Wtedy dla dowolnego wªo»enia izomor�cznego T z We∗ w X mamy

‖T‖ ‖T−1‖ ­ 1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + r

.

Zanim przejdziemy do dowodu powy»szego twierdzenia, przytoczmy pewien rezultat po-
mocniczy.

Lemat 3.2.2. (Wniosek z [21, Lemat 2.1]). Niech (x∗m) ⊂ B`1 b¦dzie ci¡giem zbie»nym
normowo do x∗. Wtedy

lim
m→∞

d(Wx∗m ,Wx∗) = 0.
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Dowód Twierdzenia 3.2.1. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.1.3, mo»emy ograniczy¢
nasze rozwa»ania do przypadku, gdy r > 0. Wiadomo, »e X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ
i uzasadnienie tego faktu znajduje si¦ we wst¦pnej cz¦±ci dowodu Twierdzenia 3.1.3. Niech
j : X → X∗∗ b¦dzie wªo»eniem kanonicznym, tj. j(x)(x∗) = x∗(x) dla dowolnego x ∈ X
i dowolnego x∗ ∈ X∗. Oczywi±cie przestrze« X jest izometryczna z j(X) ⊂ `∞(Γ).

Rozwa»my najpierw przypadek, gdy e∗ ma co najwy»ej sko«czenie wiele niezerowych
wspóªrz¦dnych tj. e∗ = (e∗(1), . . . , e∗(m), 0, 0, . . . ). Niech

e = (sgn e∗(1), . . . , sgn e∗(m), ‖e∗‖ , ‖e∗‖ , . . . )

i en = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . ), gdzie 1 wyst¦puje na n-tym miejscu. Oczywi±cie e ∈ We∗ i en ∈
We∗ dla dowolnego n > m. W Kroku 1 dowodu Twierdzenia 3.1.3 zostaªo pokazane, »e
dla dowolnego niezerowego elementu y = (y(γ))γ∈Γ ∈ j(X) ⊂ `∞(Γ) i dla dowolnego ε > 0
istnieje sko«czony zbiór Γ1 ⊂ Γ taki, »e

sup {|y(γ)| : γ ∈ Γ \ Γ1} < (r + ε) ‖y‖ .

Ponadto powtarzaj¡c rozumowanie z Kroku 2 dowodu Twierdzenia 3.1.3 i zakªadaj¡c, »e
T : We∗ → j(X) jest ograniczonym operatorem liniowym, w ªatwy sposób otrzymujemy, »e
dla dowolnego ε > 0 i dowolnego sko«czonego zbioru Γ2 ⊂ Γ jest co najwy»ej sko«czenie
wiele elementów w zbiorze {en : n > m}, dla których zachodzi nast¦puj¡cy warunek:

|T (en)(γ)| ­ ε

dla co najmniej jednego γ ∈ Γ2.
Niech T : We∗ → j(X) b¦dzie wªo»eniem izomor�cznym. Bez straty na ogólno±ci rozwa»a«

mo»emy zaªo»y¢, »e ‖T−1‖ = 1. Wtedy T zwi¦ksza norm¦ tj. ‖T (x)‖ ­ ‖x‖ dla dowolnego
x ∈ We∗ (por. Uwaga 2.1.5). Zaªó»my teraz, »e ‖T‖ < 1+2‖e∗‖−r

1+r . Poniewa» T (e) ∈ j(X),
wnioskujemy, »e istnieje sko«czony zbiór Γ1 ⊂ Γ taki, »e

sup {|T (e)(γ)| : γ ∈ Γ \ Γ1} < r · 1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + r

.

Niech ε1 > 0 b¦dzie taki, »e ‖T (e)‖+ ε1 = (1 + 2 ‖e∗‖− r)/(1 + r). Poªó»my ε2 = ε1
1+r

2(1+‖e∗‖) .
Z poprzedniej cz¦±ci rozumowania wiemy, »e istnieje liczba naturalna N1 > m taka, »e dla
ka»dego n ­ N1 i dla ka»dego γ ∈ Γ1 mamy |T (en)(γ)| < ε2. Niech u = e + (1+‖e∗‖)·(1−r)

1+r eN1 .
Wtedy dla dowolnego γ ∈ Γ1 mamy

|T (u)(γ)| =

∣∣∣∣∣T (e)(γ) +
(1 + ‖e∗‖) · (1− r)

1 + r
T (eN1)(γ)

∣∣∣∣∣ < ‖T (e)‖+
(1 + ‖e∗‖) · (1− r)

1 + r
· ε2

¬ ‖T (e)‖+
ε1

2
<

1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + r

,

a zatem

max {|T (u)(γ)| : γ ∈ Γ1} <
1 + 2 ‖e∗‖ − r

1 + r
.

Z drugiej strony, poniewa» ‖u‖ = (1 + 2 ‖e∗‖− r)/(1 + r) i T zwi¦ksza norm¦, wi¦c ‖T (u)‖ ­
(1 + 2 ‖e∗‖ − r)/(1 + r). St¡d dla dowolnego η > 0 istnieje γ0 ∈ Γ \ Γ1 taki, »e

1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + r

− η < |T (u)(γ0)| ¬ |T (e)(γ0)|+ (1 + ‖e∗‖)(1− r)
1 + r

· |T (eN1)(γ0)| .
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Rysunek 3.3: Ilustracja dowodu (dla r = 1/4, ‖e∗‖ = 3/4).

Zatem

|T (eN1)(γ0)| >
1 + r

(1 + ‖e∗‖)(1− r)
·
(

1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + r

− η − |T (e)(γ0)|
)

>
1 + r

(1 + ‖e∗‖)(1− r)
·
(

1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + r

− η − r · 1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + r

)

=
1 + 2 ‖e∗‖ − r

1 + ‖e∗‖
− η · 1 + r

(1 + ‖e∗‖)(1− r)
.

Rozwa»my teraz element v = e− (1 + ‖e∗‖)eN1 . Wtedy

‖T (v)‖ ­ |T (v)(γ0)| ­ (1 + ‖e∗‖) |T (eN1)(γ0)| − |T (e)(γ0)|

> (1 + ‖e∗‖) ·
(

1 + 2 ‖e∗‖ − r
1 + ‖e∗‖

− η · (1 + r)
(1 + ‖e∗‖)(1− r)

)
− r · 1 + 2 ‖e∗‖ − r

1 + r

=
1 + 2 ‖e∗‖ − r

1 + r
− η · 1 + r

1− r
.
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Przechodz¡c do granicy przy η → 0 i bior¡c pod uwag¦, »e ‖v‖ = 1, otrzymujemy ‖T‖ ­
(1 + 2 ‖e∗‖ − r)/(1 + r), co jest sprzeczne z naszym zaªo»eniem.

Przejd¹my teraz do ogólnego przypadku. Ustalmy e∗ ∈ B`1 \ {0} i niech T : We∗ → j(X)
b¦dzie wªo»eniem izomor�cznym. Poªó»my

x∗m = (e∗(1), . . . , e∗(m), 0, 0, . . . ).

Poniewa» limm→∞ ‖e∗ − x∗m‖ = 0, wi¦c z Lematu 3.2.2 otrzymujemy

lim
m→∞

d(We∗ ,Wx∗m) = 0.

Zatem istniej¡ izomor�zmy φm : Wx∗m → We∗ takie, »e limm→∞ ‖φm‖ ‖φ−1
m ‖ = 1. Niech

Um = Tφm. Bazuj¡c na poprzednich rozwa»aniach, dla ka»dego m takiego, »e ‖x∗m‖ > r
mamy

‖T‖ ‖T−1‖ ‖φm‖ ‖φ−1
m ‖ ­ ‖Tφm‖ ‖φ−1

m T−1‖ = ‖Um‖ ‖U−1
m ‖ ­

1 + 2 ‖x∗m‖ − r
1 + r

.

Przechodz¡c do granicy przy m→∞, otrzymujemy tez¦.

Dotychczas znana byªa dokªadna warto±¢ odlegªo±ci Banacha-Mazura pomi¦dzy `1-pre-
dualnymi hiperpªaszczyznami w c jedynie w przypadku przestrzeni c0 i We∗ dla e∗ ∈ S`1 .

Stwierdzenie 3.2.3 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki, R. Popescu [21]). Je»eli e∗ ∈ S`1 ,
to d(c0,We∗) = ln 3.

Nast¦pny przykªad uogólnia powy»szy wynik oraz pokazuje, »e dla ka»dego 0 ¬ r < 1
i dla ka»dego e∗ ∈ B`1 takiego, »e ‖e∗‖ > r, oszacowanie otrzymane w Twierdzeniu 3.2.1 jest
dokªadne.

Przykªad 3.2.4 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech 0 ¬ α < β ¬ 1 i e∗ = (e∗(1), e∗(2), . . . )
∈ B`1 . Niech x

∗
m = (e∗(1), . . . , e∗(m), 0, 0, . . . ). Rozwa»my odwzorowanie T : Wβx∗m → Wαx∗m

okre±lone dla dowolnego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ Wβx∗m w nast¦puj¡cy sposób:

T (x)(i) =
{
x(i) dla 1 ¬ i ¬ m,
1+α‖x∗m‖
1+β‖x∗m‖

x(i) + α−β
1+β‖x∗m‖

∑m
j=1 e

∗(j)x(j) dla i > m.

�atwo wykaza¢, »e T jest izomor�zmem oraz ‖T‖ ¬ 1. Aby pokaza¢, »e ‖T‖ = 1, wystarczy
rozwa»y¢ element

(sgn e∗(1), . . . , sgn e∗(m), β ‖x∗m‖ , β ‖x∗m‖ , . . . ) ∈ SWβx∗m
.

Z drugiej strony, dla dowolnego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ Wαx∗m mamy

T−1(x)(i) =
{
x(i) dla 1 ¬ i ¬ m,
1+β‖x∗m‖
1+α‖x∗m‖

x(i) + β−α
1+α‖x∗m‖

∑m
j=1 e

∗(j)x(j) dla i > m.

�atwo wywnioskowa¢, »e ‖T−1‖ ¬ 1+2β‖x∗m‖−α‖x∗m‖
1+α‖x∗m‖

. W celu pokazania dokªadno±ci tego osza-
cowania wystarczy rozwa»y¢ element

(sgn e∗(1), . . . , sgn e∗(m), 1, α ‖x∗m‖ , α ‖x∗m‖ , . . . ) ∈ SWαx∗m
.
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St¡d ‖T‖ ‖T−1‖ = 1+2β‖x∗m‖−α‖x∗m‖
1+α‖x∗m‖

. Zatem z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy

d(Wβx∗m ,Wαx∗m) = ln
1 + 2β ‖x∗m‖ − α ‖x∗m‖

1 + α ‖x∗m‖
.

Poniewa» lim
m→∞

‖e∗ − x∗m‖ = 0, wi¦c z Lematu 3.2.2 dostajemy

d(Wβe∗ ,Wαe∗) = ln
1 + 2β ‖e∗‖ − α ‖e∗‖

1 + α ‖e∗‖
.

Uwaga 3.2.5. Zauwa»my, »e je»eli w powy»szym przykªadzie przyjmiemy, »e x∗m = e∗1, α = 0
oraz β = 1, to odwzorowanie T sprowadza si¦ do izomor�zmu z pracy Camberna [13] (patrz
Uwaga 2.1.6).

Rysunek 3.4: Wykres funkcji ilustruj¡cej zmian¦ odlegªo±ci Banacha-Mazura pomi¦dzy hiper-
pªaszczyznami Wαe∗1

i Wβe∗1
przy zmianie warto±ci parametrów α i β.

Uwaga 3.2.6. Jak ju» wcze±niej wspomnieli±my, w literaturze jest tylko kilka wyników po-
daj¡cych dokªadn¡ warto±¢ odlegªo±ci Banacha-Mazura w obr¦bie przestrzeni Lindenstraussa
i dotycz¡ one pewnych szczególnych przestrzeni C0(K) (patrz podrozdziaª 2.1). W tym kon-
tek±cie, wynik otrzymany w Przykªadzie 3.2.4 okazuje si¦ by¢ czym± nowym. Zauwa»my, »e
je»eli w Przykªadzie 3.2.4 poªo»ymy e∗ = e∗1 przy równoczesnym zaªo»eniu, »e 0 < α < β < 1,
to uzyskamy przestrzenie Wαe∗ i Wβe∗ , które s¡ M przestrzeniami, ale nie s¡ C0(K) (patrz
Przykªad 1.0.7) i d(Wαe∗ ,Wβe∗) = ln 1+2β−α

1+α (patrz Rysunek 3.4). Wedªug naszej wiedzy jest
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to jedyny znany wynik, który podaje dokªadn¡ warto±¢ odlegªo±ci Banacha-Mazura pomi¦-
dzy G przestrzeniami, które nie s¡ C0(K). Nast¦pnie, je»eli w Przykªadzie 3.2.4 poªo»ymy
e∗ =

(
1
2 ,

1
22 ,

1
23 , . . .

)
, β = 1 i 0 < α < 1, to otrzymamy odlegªo±¢ Banacha-Mazura pomi¦dzy

pewn¡ przestrzeni¡ A(S) (patrz Przykªad 1.0.6), a `1-predualn¡ hiperpªaszczyzn¡ w c.

Rysunek 3.5: Funkcje ilustruj¡ce zmian¦ warto±ci odlegªo±ci Banacha-Mazura hiperpªaszczy-
zny Wre∗1

od odpowiednio przestrzeni c i c0 przy zmianie parametru r.

Wniosek 3.2.7 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Dla dowolnego 0 ¬ r ¬ 1 mamy d(Wre∗1
, c) =

ln 3−r
1+r , podczas gdy d(Wre∗1

, c0) = ln(1+2r). W konsekwencji hiperpªaszczyzn¡, która znajduje
si¦ w tej samej odlegªo±ci Banacha-Mazura od c, co od c0 jest W(

√
2−1)e∗1 (patrz Rysunek 3.5).

W rzeczy samej,

d(W(
√

2−1)e∗1 , c0) = d(W(
√

2−1)e∗1 , c) = ln
(
2
√

2− 1
)
.

Ponadto nie ma hiperpªaszczyzny We∗ równoodlegªej od c i c0 o mniej ni» ln
(
2
√

2− 1
)
.

Zwró¢my uwag¦, »e otrzymana dystorsja izomor�zmu pomi¦dzy przestrzeniami W(
√

2−1)e∗1 i c

(i odpowiednio przestrzeniami W(
√

2−1)e∗1 i c0) jest liczb¡ niewymiern¡.

Wprowad¹my teraz nast¦puj¡ce oznaczenie:

r∗(X) = inf{r > 0 : (extBX∗)′ ⊂ rBX∗}, (3.1)

przy zaªo»eniu, »e X jest dowoln¡ `1-predualn¡. Teraz mo»emy przej±¢ do prostej obserwacji
wynikaj¡cej z Twierdzenia 3.2.1.
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Wniosek 3.2.8. Niech X, Y ∈ F . Je»eli r∗(X) < r∗(Y ), to

d(X, Y ) ­ ln
1 + 2r∗(Y )− r∗(X)

1 + r∗(X)
.

Na±laduj¡c konstrukcj¦ przestrzeni ilorazowej H/∼ oraz metryki dH/∼ mo»emy równie»
wprowadzi¢ relacj¦ równowa»no±ci ∼ w klasie F i tym samym otrzyma¢ przestrze« ilorazow¡
F/∼ oraz metryk¦ dF/∼ . Zauwa»my, »e z Twierdzenia 2.2.3 wynika, »eH/∼ ⊂ F/∼. ZWniosku
3.2.8 wynika natomiast, »e dla dowolnych Y, Z ∈ [X] ∈ F/∼ mamy r∗(Y ) = r∗(Z).

Wobec powy»szych uwag, mo»emy teraz przej±¢ do nast¦puj¡cego przykªadu.

Przykªad 3.2.9 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 ¬ α < β ¬ 1 i x∗i ∈ B`1 , i ∈
N. Poªó»my X∞t =

(∑∞
i=1 Wtx∗i

)
c0
oraz Xn

t =
(∑n

i=1Wtx∗i

)
`n∞

dla t ∈ [0, 1]. Z Przykªadu 3.2.4

wiemy, »e d
(
Wαx∗i

,Wβx∗i

)
= ln 1+2β‖x∗i ‖−α‖x

∗
i ‖

1+α‖x∗i ‖
dla ka»dego i ∈ N. Ustalmy ε > 0. Wtedy

dla dowolnego i ∈ N istnieje izomor�zm φi : Wβx∗i
→ Wαx∗i

taki, »e ‖φ−1
i ‖ = 1, ‖φi‖ <

1+2β‖x∗i ‖−α‖x
∗
i ‖

1+α‖x∗i ‖
+ ε. Niech φ : X∞β → X∞α b¦dzie dany wzorem

φ (x1, x2, . . . ) = (φ1 (x1) , φ2 (x2) , . . . ) .

Poniewa» funkcja f(s) = 1+2βs−αs
1+αs jest rosn¡ca dla s ∈ [0, 1], ªatwo wnioskujemy, »e

‖φ‖ < 1 + 2βr∗ (X∞1 )− αr∗ (X∞1 )
1 + αr∗ (X∞1 )

+ ε

i ‖φ−1‖ = 1. Zatem

d
(
X∞α , X

∞
β

)
¬ ln

1 + 2βr∗ (X∞1 )− αr∗ (X∞1 )
1 + αr∗ (X∞1 )

.

Z Wniosku 3.2.8 otrzymujemy, »e

d
(
X∞α , X

∞
β

)
= ln

1 + 2βr∗ (X∞1 )− αr∗ (X∞1 )
1 + αr∗ (X∞1 )

.

W analogiczny sposób mo»na pokaza¢, »e

d
(
Xn
α , X

n
β

)
= ln

1 + 2βr∗ (Xn
1 )− αr∗ (Xn

1 )
1 + αr∗ (Xn

1 )
.

3.3 Dystorsja izomor�zmu z `1-predualnej na c0

Rozdziaª ten zwie«czymy wynikiem dotycz¡cym oszacowania dystorsji dowolnego izomor-
�zmu z `1-predualnej X na c0. Wynik ten jest uogólnieniem Twierdzenia 3.7 z pracy [21],
gdzie rozwa»ane s¡ pewne `1-predualne X izomor�czne z c0, dla których r∗(X) = 1. Ponadto
wynik ten stanowi uzupeªnienie Twierdzenia 3.1.3 i Twierdzenia 3.2.1.

Twierdzenie 3.3.1 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Je»eli X jest `1-predualn¡ izo-
mor�czn¡ z c0, to

d(X, c0) ­ ln(1 + 2r∗(X)).
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Zanim jednak przejdziemy do dowodu powy»szego twierdzenia, przywoªamy pewne nie-
zb¦dne w jego toku, wyniki pomocnicze.

Twierdzenie 3.3.2 (patrz np. R. E. Megginson [49]). Niech T : X → Y b¦dzie ograniczo-
nym operatorem liniowym z przestrzeni Banacha X na przestrze« Banacha Y. Wtedy istnieje
operator liniowy T̃ : X/ kerT → Y taki, »e:

1) T̃ jest izomor�zmem,

2) T = T̃ π, gdzie π : X → X/ kerT oznacza odwzorowanie ilorazowe,

3) ‖T‖ = ‖T̃‖.

Twierdzenie 3.3.3 (D. E. Alspach [1]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ ilorazow¡ przestrzeni c0.
Wtedy dla dowolnego ε > 0 istnieje podprzestrze« Y przestrzeni c0 taka, »e d(X, Y ) < ln(1+ε).

Lemat 3.3.4 (D. E. Alspach [2]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha tak¡, »e X∗ jest
o±rodkowa i niech Y b¦dzie podprzestrzeni¡ X∗ izomor�czn¡ z `1 i o znormalizowanej bazie,
któr¡ b¦dziemy oznacza¢ przez (y∗n). Je»eli {y∗n : n ∈ N}∗ ⊂ Y, to Y jest sªabo∗ domkni¦ta
w X∗.

Lemat 3.3.5 (D. E. Alspach [2]). Zaªó»my, »e X i Y s¡ o±rodkowymi przestrzeniami Ba-
nacha, a (x∗n) i (y∗n) s¡ znormalizowanymi ci¡gami odpowiednio w X∗ i Y ∗, równowa»nymi
standardowej bazie w `1 i dla których lin{x∗n : n ∈ N}∗ = lin{x∗n : n ∈ N} i lin{y∗n : n ∈ N}∗ =
lin{y∗n : n ∈ N}. Zaªó»my, »e φ dziaªaj¡ce z lin{x∗n : n ∈ N} na lin{y∗n : n ∈ N} i b¦d¡ce odwzo-
rowaniem przeksztaªcaj¡cym baz¦ w baz¦, tj. φ(

∑∞
n=1 anx

∗
n) =

∑∞
n=1 any

∗
n, jest sªabo

∗ ci¡gªym
homeomor�zmem z {x∗n : n ∈ N}∗ na {y∗n : n ∈ N}∗. Wtedy φ jest sªabo∗ ci¡gªym izomor�-
zmem z lin{x∗n : n ∈ N} na lin{y∗n : n ∈ N}.

Lemat 3.3.6 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki, R. Popescu [21]). Niech T b¦dzie ogra-
niczonym operatorem liniowym z X na Y , przy czym Y 6= {0}. Wtedy

sup{δ > 0 : δBY ⊆ T (BX)} = ‖T̃−1‖−1,

gdzie T̃ jest okre±lone jak w Twierdzeniu 3.3.2.

Mo»emy teraz przej±¢ do dowodu Twierdzenia 3.3.1.

Dowód Twierdzenia 3.3.1. Zauwa»my, »e je»eli r∗(X) = 0, to X = c0 (patrz [26]). Wobec
tego przyjmijmy, »e r∗(X) > 0. Niech ε ∈ (0, r∗(X)) b¦dzie dowolnie wybrany. Istniej¡
e∗ ∈ (extBX∗)′ i podci¡g (e∗nk)k∈N standardowej bazy w `1 takie, »e ‖e∗‖ > r∗(X) − ε

2 ,

e∗nk
σ(`1,X)−−−−→ e∗ i ‖e∗‖ > ∑∞

k=1 |e∗(nk)| . Poªó»my e∗n0 =
e∗−
∑∞

k=1 e
∗(nk)e∗nk

‖e∗‖−
∑∞

k=1|e
∗(nk)| . Oczywi±cie ‖e

∗
n0
‖ = 1

i ci¡g (e∗nk)k∈N∪{0} jest równowa»ny standardowej bazie w `1. Niech Y = lin{e∗n0 , e∗n1 , e∗n2 , . . . }.
Poniewa» {e∗n0 , e∗n1 , e∗n2 , . . . }

∗
= {e∗n0 , e

∗
n1
, e∗n2 , . . . } ∪ {e

∗} ⊂ Y, wi¦c Lemat 3.3.4 zapewnia
nam, »e Y ∗ = Y, a zatem Y = (X/⊥Y )∗. Przyjmijmy, »e

y∗ =
(
‖e∗‖ −

∞∑
k=1

|e∗(nk)| , e∗(n1), e∗(n2), e∗(n3), . . .
)
.
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Poniewa» y∗ ∈ B`1 , wi¦c z punktu (iii) w Twierdzeniu 1.0.4 wiemy, »e W ∗
y∗ = `1 oraz

e∗n
σ(`1,Wy∗ )
−−−−−→ y∗. Niech φ : Y → W ∗

y∗ b¦dzie okre±lone w nast¦puj¡cy sposób:

φ(a1e
∗
n0

+ a2e
∗
n1

+ a3e
∗
n2

+ a4e
∗
n3

+ . . . ) =
∞∑
k=1

ake
∗
k.

Wtedy φ jest izometri¡ liniow¡ �na�. Ponadto

φ(e∗) = φ

((
‖e∗‖ −

∞∑
k=1

|e∗(nk)|
)
e∗n0 +

∞∑
k=1

e∗(nk)e∗nk

)

=
(
‖e∗‖ −

∞∑
k=1

|e∗(nk)|
)
e∗1 +

∞∑
k=1

e∗(nk)e∗k+1

=
(
‖e∗‖ −

∞∑
k=1

|e∗(nk)| , e∗(n1), e∗(n2), e∗(n3), . . .
)

= y∗.

Wobec tego φ jest sªabo∗ ci¡gªym homeomor�zmem z {e∗n0 , e∗n1 , e∗n2 , . . . }
∗

= {e∗n0 , e
∗
n1
, e∗n2 , . . . }

∪ {e∗} na {e∗1, e∗2, . . . }
∗

= {e∗1, e∗2, . . . } ∪ {y∗}. W ±wietle Lematu 3.3.5 φ jest sªabo∗ ci¡gª¡
izometri¡ z Y na `1 = W ∗

y∗ . St¡d Wy∗ jest izometryczna z X/⊥Y.
Zaªó»my teraz, »e T : X → c0 jest izomor�zmem. Bez straty na ogólno±ci rozwa»a«

mo»emy przyj¡¢, »e ‖T−1‖ = 1. Rozwa»my odwzorowanie πT−1 : c0 → X/⊥Y = Wy∗ , gdzie
π : X → X/⊥Y jest odwzorowaniem ilorazowym. Oczywi±cie πT−1 jest odwzorowaniem
�na�. Z Twierdzenia 3.3.2 istnieje izomor�zm π̃T−1 : c0/ kerπT−1 → Wy∗ taki, »e ‖π̃T−1‖ =
‖πT−1‖. Zauwa»my teraz, »e πT−1(Bc0) ⊇ 1

‖T‖+ηBWy∗ dla dowolnego η > 0. Zatem z Lematu

3.3.6 otrzymujemy ‖T‖ ­ ‖
(
π̃T−1

)−1
‖. Poniewa» ‖πT−1‖ ¬ 1, wi¦c ‖π̃T−1‖ ¬ 1.

Nast¦pnie zauwa»my, »e na mocy Twierdzenia 3.3.3, istnieje podprzestrze« Z przestrzeni
c0 i izomor�zm K : c0/ kerπT−1 → Z taki, »e ‖K‖‖K−1‖ < 1 + ε. Wobec tego z Twierdzenia
3.2.1 dostajemy

1 + 2‖y∗‖ ¬ ‖π̃T−1K−1‖‖K
(
π̃T−1

)−1
‖ ¬ ‖K−1‖‖π̃T−1‖‖K‖‖

(
π̃T−1

)−1
‖ ¬ (1 + ε)‖T‖.

St¡d ‖T‖ ­ 1+2‖e∗‖
1+ε > 1+2r∗(X)−ε

1+ε . Przechodz¡c do granicy przy ε→ 0, otrzymujemy

‖T‖ ‖T−1‖ ­ 1 + 2r∗(X).

Uwaga 3.3.7. Z dowodu Stwierdzenia 3.2.3 zamieszczonego w [21] wiemy, »e d(We∗ , c0) ¬
ln(1 + 2 ‖e∗‖). Dla autorów pracy [21] nie byªo jasne, czy to oszacowanie jest dokªadne poza
przypadkiem, gdy ‖e∗‖ = 1. Stosuj¡c Twierdzenie 3.3.1 lub Twierdzenie 3.2.1 natychmiast
otrzymujemy, »e d(We∗ , c0) = ln(1 + 2 ‖e∗‖) dla dowolnego e∗ ∈ B`1 .
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ROZDZIA� 4

Przykªady zastosowa«

Odlegªo±¢ Banacha-Mazura jest klasycznym poj¦ciem w analizie funkcjonalnej u»ywanym
do opisu stabilno±ci geometrycznych wªasno±ci przestrzeni Banacha. W rozdziale tym, w ra-
mach zastosowa« zaprezentowanych w poprzednim rozdziale wyników, skupimy si¦ na zagad-
nieniu stabilno±ci wielo±cienno±ci i wªasno±ci rozszerzania dla operatorów zwartych w obr¦bie
przestrzeni Lindenstraussa oraz sªabej∗ wªasno±ci punktu staªego w obr¦bie pewnych klas
`1-predualnych. Zajmiemy si¦ równie» omówieniem pewnych topologicznych i metrycznych
wªasno±ci przestrzeni (H/∼, dH/∼).

4.1 Stabilno±¢ wielo±cienno±ci w obr¦bie L1-predualnych

Przypomnijmy, »e przestrze« Banacha X nazywamy wielo±cienn¡ (polihedraln¡), je±li
domkni¦ta kula jednostkowa dowolnej sko«czenie wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni X
jest wielo±cianem (tzn. ma sko«czon¡ liczb¦ punktów ekstremalnych) (patrz [38]).

Klasycznym przykªadem L1-predualnej b¦d¡cej przestrzeni¡ wielo±cienn¡ jest c0 (patrz
[38]). Z drugiej strony, jako przykªad L1-predualnej nieb¦d¡cej przestrzeni¡ wielo±cienn¡,
mo»emy przywoªa¢ przestrze« c. Przytoczymy elementarny dowód tego faktu. Z komentarza
zamieszczonego w [32] wynika, »e autorem tego rozumowania jest Libor Veselý.

Stwierdzenie 4.1.1. Przestrze« c nie jest przestrzeni¡ wielo±cienn¡.

Dowód. Rozwa»my punkty Pn na pªaszczy¹nie, gdzie Pn := e(1− 1
n)π4 i dla ka»dego n ∈ N

(patrz Rysunek 4.1). Niech anx+ bny = 1 b¦dzie równaniem prostej przechodz¡cej przez Pn
i Pn+1 dla ka»dego n ∈ N i a0x + b0y = 1 b¦dzie równaniem prostej przechodz¡cej przez
P∞ := ei

π
4 i P0 := (−1, 0). Wtedy ci¡gi a = (a0, a1, a2, . . . ) i b = (b0, b1, b2, . . . ) nale»¡ do c,

a ich otoczka liniowa jest izometryczna z pªaszczyzn¡ wyposa»on¡ w norm¦, której domkni¦ta
kula jednostkowa jest zbiorem conv{±P1,±P2, . . . ,±P∞}.

Nale»y równie» przypomnie¢, »e je»eli X jest przestrzeni¡ Banacha tak¡, »e (extBX∗)
′ ⊂

rBX∗ dla pewnego r ∈ (0, 1), to X jest przestrzeni¡ wielo±cienn¡ (patrz [28]).
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Rysunek 4.1: Konstrukcja pokazuj¡ca, »e c nie jest przestrzeni¡ wielo±cienn¡.

Przywoªamy teraz kluczow¡ w dalszej cz¦±ci rozprawy charakteryzacj¦ wielo±ciennych
przestrzeni Lindenstraussa.

Twierdzenie 4.1.2 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki, L. Veselý [23]). Niech X b¦dzie
niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Lindenstraussa. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-
nowa»ne.

1. X jest przestrzeni¡ wielo±cienn¡.

2. X nie zawiera izometrycznej kopii przestrzeni c.

St¡d, jako natychmiastow¡ konsekwencj¦ Twierdzenia 3.1.3, otrzymujemy:

Wniosek 4.1.3 (A. Gergont, �. Piasecki [29]). Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡
L1-predualn¡ tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1. Je»eli Y jest L1-predualn¡
izomor�czn¡ z X i

d(X, Y ) < ln
3− r
1 + r

,

to Y jest przestrzeni¡ wielo±cienn¡.

Uwaga 4.1.4. Nale»y zaznaczy¢, »e badanie stabilno±ci wielo±cienno±ci w obr¦bie wszystkich
przestrzeni Banacha byªoby bezprzedmiotowe. Mianowicie dla ka»dej wielo±ciennej przes-
trzeni Banacha X i dowolnego ε > 0 mo»emy wskaza¢ tak¡ przestrze« Banacha Y, która nie
jest wielo±cienna i d(X, Y ) ¬ ln(1 + ε).
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Trzeba podkre±li¢, »e oszacowanie uzyskane we Wniosku 4.1.3 jest dokªadne dla dowolnego
r ∈ [0, 1) (patrz Przykªad 3.1.9). W przypadku, gdy r = 1 mo»emy wskaza¢ tak¡ wielo±cienn¡
`1-predualn¡X, dla której (extBX∗)

′ ⊂ SX∗ i istnieje prawie izometryczna z ni¡ `1-predualna,
która nie jest wielo±cienna. W tym celu wykorzystamy wynik charakteryzuj¡cy `1-predualne
hiperpªaszczyzny w c zawieraj¡ce izometryczn¡ kopi¦ przestrzeni c.

Stwierdzenie 4.1.5 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki [19]). Niech e∗ ∈ B`1. Wtedy
nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

1. We∗ zawiera podprzestrze« izometryczn¡ z c.

2. ‖e∗‖ = 1, zbiór {n ∈ N : e∗(n) < 0} jest sko«czony i zbiór {n ∈ N : e∗(n) = 0} jest
niesko«czony.

Przykªad 4.1.6. Ze wzgl¦du na fakt, i» przykªad ten b¦dziemy przywoªywa¢ równie» w kon-
tek±cie innych ni» wielo±cienno±¢ wªasno±ci, rozwa»my nast¦puj¡cy przekrój `1-predualnych
hiperpªaszczyzn w c: Wx∗1

,Wx∗2
,Wx∗3

i Wx∗4
, gdzie x∗1, x

∗
2, x
∗
3, x
∗
4 ∈ S`1 s¡ nast¦puj¡cej po-

staci x∗1 =
(

1
2 ,

1
22 ,

1
23 ,

1
24 , . . .

)
, x∗2 =

(
1
2 ,−

1
22 ,

1
23 ,−

1
24 , . . .

)
, x∗3 =

(
1
2 , 0,

1
22 , 0,

1
23 , 0,

1
24 , 0, . . .

)
i x∗4 =

(
−1

2 ,−
1
22 ,−

1
23 ,−

1
24 , . . .

)
. Zauwa»my, »e p(x∗i , x

∗
j) = 0 dla i, j = 1, 2, 3, 4. Wobec tego

w ±wietle Stwierdzenia 2.2.1, d(Wx∗i
,Wx∗j

) = 0 dla i, j = 1, 2, 3, 4. Z drugiej strony, ze Stwier-
dzenia 2.2.2 wynika, »e Wx∗i

nie jest izometryczna z Wx∗j
dla i 6= j. Na mocy Stwierdzenia

4.1.5, Wx∗3
zawiera podprzestrze« izometryczn¡ z c, w przeciwie«stwie do Wx∗1

, Wx∗2
i Wx∗4

.
W konsekwencji z Twierdzenia 4.1.2, Wx∗1

, Wx∗2
i Wx∗4

s¡ wielo±cienne, natomiast Wx∗3
nie jest

przestrzeni¡ wielo±cienn¡. Wobec tego wida¢ wyra¹nie, »e wielo±cienno±¢ nie jest niezmien-
nicza wzgl¦dem odlegªo±ci Banacha-Mazura 0.

4.2 Stabilno±¢ wªasno±ci rozszerzania dla operatorów zwartych

Jedn¡ z inspiracji rozwoju teorii rozszerzania operatorów byªo niew¡tpliwie sªynne twier-
dzenie Hahna-Banacha.

Twierdzenie 4.2.1 (H. Hahn [34], S. Banach [5]). Niech Y b¦dzie podprzestrzeni¡ przestrzeni
unormowanej X. Wówczas ka»dy ci¡gªy funkcjonaª liniowy f na Y mo»na rozszerzy¢ do
ci¡gªego funkcjonaªu liniowego F na X tak, by ‖F‖ = ‖f‖.

Idea rozszerzania funkcjonaªów z podprzestrzeni na caª¡ przestrze« z zachowaniem pew-
nych szczególnych wªasno±ci, zostaªa przeniesiona pó¹niej na inne typy przestrzeni czy od-
wzorowa«. Z tematyk¡ t¡ zwi¡zana jest wªasno±¢, która dotyczy rozszerzania operatorów
zwartych z zachowaniem normy. Mówimy, »e przestrze« Banacha X ma wªasno±¢ rozszerza-
nia dla operatorów zwartych (w skrócie WROZ), je±li dla dowolnych przestrzeni Banacha
Y ⊂ Z, ka»dy operator zwarty T : Y → X dopuszcza zwarte rozszerzenie T̃ : Z → X takie,
»e ‖T̃‖ = ‖T‖. Wªasno±¢ ta byªa obszernie studiowana przez J. Lindenstraussa [45]. Mi¦dzy
innymi wykazaª on, »e ka»da przestrze« Banacha X maj¡ca WROZ musi by¢ wielo±cienn¡
L1-predualn¡. Przez niemal 50 lat s¡dzono, »e zachodzi równie» zale»no±¢ w drug¡ stron¦.
Co wi¦cej, brak wªasno±ci rozszerzania dla operatorów zwartych przestrzeni Lindenstraussa
uto»samiano z faktem i» przestrze« ta zawiera izometryczn¡ kopi¦ przestrzeni c (patrz [41],
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[27, Stwierdzenie 6.23]). W pracy [23] wykazano, »e oba te stwierdzenia s¡ faªszywe (patrz
Przykªady 4.1.6 i 4.2.9). Ponadto w [23] oraz [22] scharakteryzowano na nowo przestrzenie
Lindenstraussa maj¡ce WROZ (patrz Twierdzenie 4.2.3). W naszych dalszych rozwa»aniach
podamy kolejn¡ charakteryzacj¦ przestrzeni Banacha maj¡cych WROZ. Zanim jednak przej-
dziemy do jej tre±ci, przypomnimy pewne istotne poj¦cia i przytoczymy kluczowe dla jej
dowodu wyniki.

Wypukªy podzbiór F kuli BX (odpowiednio sfery SX) nazywamy fejsem (obliczem) kuli
BX (odpowiednio sfery SX), je»eli z warunku tx+ (1− t)y ∈ F dla x, y ∈ BX (odpowiednio
x, y ∈ SX) i t ∈ (0, 1) otrzymujemy x, y ∈ F . Fejs kuli BX nazywamy wªa±ciwym, je±li
F 6= BX . Zatem F jest fejsem sfery SX wtedy i tylko wtedy, gdy F jest wªa±ciwym fejsem
kuli BX .

Niech K b¦dzie zwartym, wypukªym, symetrycznym wzgl¦dem 0 podzbiorem przestrzeni
liniowo-topologicznej. Przez A0(K) b¦dziemy oznacza¢ przestrze« Banacha wszystkich funkcji
f : K → R ci¡gªych, a�nicznych i symetrycznych (tzn. takich, »e f(−x) = −f(x) dla ka»dego
x ∈ K), wyposa»on¡ w norm¦ supremum.

Stwierdzenie 4.2.2 (A. J. Lazar [41]). Niech X b¦dzie L1-predualn¡, F fejsem sfery SX∗, H
sªabo∗ domkni¦t¡ otoczk¡ wypukª¡ zbioru F ∪−F, a Y o±rodkow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni
A0(H). Wtedy istnieje liniowa izometria T : Y → X taka, »e x∗(T (y)) = y(x∗) dla wszystkich
x∗ ∈ H i y ∈ Y.

Twierdzenie 4.2.3 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki, R. Popescu, L. Veselý [23, 22]).
Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha. Wtedy nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne.

1. X ma WROZ.

2. X jest przestrzeni¡ Lindenstraussa tak¡, »e BX∗ nie ma wªa±ciwego, niesko«czenie wy-
miarowego, sªabo∗ domkni¦tego fejsu.

3. X jest przestrzeni¡ Lindenstraussa tak¡, »e x∗(x) < 1 ilekro¢ x ∈ SX i x∗ ∈ (extBX∗)
′.

4. X jest przestrzeni¡ Lindenstraussa tak¡, »e zbiór extD(x) jest sko«czony dla ka»dego
x ∈ SX .

Twierdzenie 4.2.4 (M. Zippin [62]). Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ o±rodkow¡
L1-predualn¡. Wtedy istnieje podprzestrze« U ⊂ X i izometria T : U → c taka, »e obraz
Y = T (U) jest albo przestrzeni¡ c albo domkni¦t¡ hiperpªaszczyzn¡ w c. Ponadto, je»eli BX

ma punkt ekstremalny, to Y zawiera element (1, 1, 1, . . . ) z przestrzeni c.

Uwaga 4.2.5. Z dowodu Twierdzenia 4.2.4 wynika, »e przestrze« Y jest `1-predualn¡.

Wyka»emy teraz now¡, istotn¡ w toku dalszych rozwa»a« charakteryzacj¦ L1-predualnych
maj¡cych WROZ. Nale»y podkre±li¢, »e omawiana wcze±niej klasa przestrzeni A(S), jak
równie» klasa H odegraj¡ tutaj kluczow¡ rol¦. Wynik ten zamyka dyskusj¦ na temat opisu
wewn¦trznej struktury przestrzeni Lindenstraussa maj¡cej WROZ.

Twierdzenie 4.2.6 (A. Gergont, �. Piasecki [29]). Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡
przestrzeni¡ Banacha. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.
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1. X ma WROZ.

2. X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ i X nie zawiera izometrycznej kopii »adnej niesko«-
czenie wymiarowej przestrzeni A(S).

3. X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ i X nie zawiera izometrycznej kopii »adnej hiper-
pªaszczyzny We∗ ∈ H zawieraj¡cej element (1, 1, 1, . . . ) z przestrzeni c.

4. X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ i X nie zawiera izometrycznej kopii »adnej domkni¦tej
hiperpªaszczyzny w c zawieraj¡cej element (1, 1, 1, . . . ) z przestrzeni c.

Dowód. Jak ju» wcze±niej wspomnieli±my, Lindenstrauss [45] wykazaª, »e ka»da przestrze«
Banacha maj¡ca WROZ musi by¢ wielo±cienn¡ L1-predualn¡. Zatem stosuj¡c Twierdzenie
3.1.1 i Twierdzenie 3.1.2 otrzymujemy, »e X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ.
¬(1)⇒ ¬(2). Zaªó»my, »e X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ i X nie ma WROZ. Wówczas,

na mocy Twierdzenia 4.2.3, BX∗ ma niesko«czenie wymiarowy, sªabo∗ domkni¦ty wªa±ciwy
fejs F . Wobec tego istnieje niesko«czony zbiór Λ ⊂ Γ taki, »e

F = conv {ελe∗λ : λ ∈ Λ} =

∑
λ∈Λ

αλελe
∗
λ : αλ ­ 0,

∑
λ∈Λ

αλ = 1

 ,
gdzie dla ka»dego λ ∈ Λ mamy jedn¡ z dwóch mo»liwo±ci: ελ = 1 lub ελ = −1. Niech
Y1 = lin conv(F ∪ −F ). Oczywi±cie, przestrze« Y1 jest izometryczna z przestrzeni¡ `1(Λ).
Poniewa» BY1 = BX∗ ∩ Y1 = conv(F ∪ −F ), wi¦c Y1 jest sªabo∗ domkni¦t¡ podprzestrzeni¡
przestrzeni X∗ (patrz rozdziaª V, [25]). St¡d Y1 = (X/⊥Y1)∗. Przestrze« X/⊥Y1 mo»emy
uto»samia¢ z przestrzeni¡ A0(BY1). Niech f : F → R b¦dzie funkcj¡ staª¡, równ¡ 1 na F .

Niech f̃ oznacza jedyne a�niczne, symetryczne rozszerzenie f na BY1 , a nast¦pnie niech ˜̃f
oznacza jedyne rozszerzenie liniowe f̃ na caª¡ przestrze« Y1. Zauwa»my, »e

ker ˜̃f ∩BY1 =
1
2
F +

1
2

(−F ).

To pokazuje, »e ker ˜̃f jest sªabo∗ domkni¦te w Y1, a wi¦c ˜̃f ∈ Y ∗1 (patrz rozdziaª V, [25]).
Wobec tego f̃ jest punktem ekstremalnym domkni¦tej kuli jednostkowej w A0(BY1). Niech Z
b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡, o±rodkow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni A0(BY1) zawieraj¡c¡
punkt ekstremalny f̃ . Z Lematu 3.1.6 wynika, »e przestrze« A0(BY1) zawiera o±rodkow¡
podprzestrze« Z1 tak¡, »e Z ⊂ Z1 ⊂ A0(BY1) i Z1 jest L1-predualn¡. Poniewa» f̃ ∈ extBZ1 ,
wi¦c z Twierdzenia 1.0.2 wynika, »e Z1 jest izometryczna z pewn¡ niesko«czenie wymiarow¡
przestrzeni¡ A(S). Wobec Stwierdzenia 4.2.2, istnieje liniowa izometria T : A(S)→ X.
¬(2) ⇒ ¬(3). Zaªó»my, »e X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ i X zawiera podprze-

strze« izometryczn¡ z pewn¡ niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ A(S). Ponownie stosu-
j¡c Lemat 3.1.6 wnioskujemy, »e przestrze« A(S) zawiera niesko«czenie wymiarow¡ o±rod-
kow¡ L1-predualn¡, która zawiera punkt ekstremalny kuli BA(S). Z dowodu Twierdzenia 4.2.4
(patrz Uwaga 4.2.5) wynika, »e przestrze« A(S) zawiera izometryczn¡ kopi¦ hiperpªaszczyzny
We∗ ∈ H zawieraj¡cej element (1, 1, 1, . . . ) ∈ c.
¬(3) ⇒ ¬(4). Oczywiste.
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¬(4) ⇒ ¬(1). Zaªó»my, »e X∗ = `1(Γ) i X zawiera izometryczn¡ kopi¦ domkni¦tej hiper-
pªaszczyzny W w przestrzeni c zawieraj¡cej element x = (1, 1, 1, . . . ) ∈ c. Poniewa» W jest
domkni¦t¡ hiperpªaszczyzn¡, wi¦c mo»e by¢ zapisana jako

W =
{
x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ c : g(1) lim

i→∞
x(i) +

∞∑
i=1

g(i+ 1)x(i) = 0
}
,

gdzie g = (g(1), g(2), . . . ) ∈ S`1 . Poniewa» limi→∞ g(i) = 0, wi¦c mo»emy wybra¢ podci¡gi
liczb naturalnych (pi)i∈N, (qi)i∈N i ci¡g liczb rzeczywistych (ηi)i∈N takie, »e:

• pi < qi < pi+1 < qi+1 dla ka»dego i ∈ N;

• ηi ∈ (−1, 1) dla ka»dego i ∈ N;

• dla dowolnych i, j ∈ N takich, »e j 6= i element

xi,j = ηiepi + eqi − ηjepj − eqj

nale»y do W (przypomnijmy, »e en = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . ) ∈ c, gdzie 1 wyst¦puje na
n-tym miejscu).

Niech (e∗n) oznacza standardow¡ baz¦ w c∗ = `1. Niech u∗n oznacza zaw¦»enie e∗n do W .
Poniewa» element x = (1, 1, 1, . . . ) ∈ W , wi¦c ‖u∗n‖ = u∗n(x) = e∗n(x) = 1. Niech ũ∗n oznacza
rozszerzenie u∗n na caª¡ przestrze« X z zachowaniem normy, ‖ũ∗n‖ = 1. Wtedy ũ∗n ∈ D(x) dla
ka»dego n ∈ N. Poniewa» ‖xi,j‖ = 1 dla dowolnych i, j ∈ N takich, »e j 6= i, wi¦c

2 ­
∥∥∥ũ∗qi+1 − ũ∗qj+1

∥∥∥ ­ ∣∣∣ũ∗qi+1(xi,j)− ũ∗qj+1(xi,j)
∣∣∣ =

∣∣∣e∗qi+1(xi,j)− e∗qj+1(xi,j)
∣∣∣ = 2.

To pokazuje, »e D(x) nie jest normowo zwarty, a wi¦c D(x) jest niesko«czenie wymiarowym
sªabo∗ domkni¦tym, wªa±ciwym fejsem kuli BX∗ . Z Twierdzenia 4.2.3 wynika, »e przestrze«
X nie ma WROZ.

Uwaga 4.2.7. Z punktu (i) Twierdzenia 1.0.4 mo»emy wywnioskowa¢ »e nie ka»da hiper-
pªaszczyzna w c zawieraj¡ca element (1, 1, 1, . . . ) ∈ c jest `1-predualn¡. Jako przykªad mo-
»emy poda¢ We∗ z e∗ = (1,−1, 1, 0, 0, 0, . . . ).

Mo»emy teraz wykaza¢ nast¦puj¡cy wynik stabilno±ciowy dotycz¡cy WROZ.

Twierdzenie 4.2.8 (A. Gergont, �. Piasecki [29]). Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡
L1-predualn¡ tak¡, »e (extBX∗)

′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1. Je»eli Y jest L1-predualn¡
izomor�czn¡ z X i

d(X, Y ) < ln
3− r
1 + r

,

to Y ma WROZ.

Dowód. Z Twierdze« 3.1.1, 3.1.2 i 4.2.3, X∗ = `1(Γ) dla pewnego zbioru Γ i X ma WROZ.
Niech Y b¦dzie L1-predualn¡ izomor�czn¡ z X. Wtedy Y ∗ = `1(Γ). Zaªó»my, »e Y nie ma
WROZ. Wówczas, na mocy Twierdzenia 4.2.6, Y zawiera izometryczn¡ kopi¦ niesko«czenie
wymiarowej przestrzeni A(S). Z Wniosku 3.1.8 otrzymujemy, »e d(X, Y ) ­ ln 3−r

1+r .
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Oszacowanie uzyskane w Twierdzeniu 4.2.8 jest dokªadne dla ka»dego r ∈ [0, 1) (patrz
Przykªad 3.1.9). Dla kompletno±ci rozwa»a« warto wspomnie¢, »e mo»emy znale¹¢ tak¡ `1-
predualn¡ X maj¡c¡ WROZ, dla której (extBX∗)

′ ⊂ SX∗ i istnieje taka `1-predualna Y,
»e d(X, Y ) = 0 i Y nie ma WROZ.

Przykªad 4.2.9. Wró¢my do `1-predualnych hiperpªaszczyzn Wx∗1
,Wx∗2

,Wx∗3
i Wx∗4

omawia-
nych w Przykªadzie 4.1.6. Z Twierdzenia 4.2.3 wynika, »e Wx∗2

i Wx∗4
maj¡ WROZ, w przeci-

wie«stwie do Wx∗1
i Wx∗3

. Wobec tego wªasno±¢ rozszerzania dla operatorów zwartych nie jest
niezmiennicza wzgl¦dem odlegªo±ci Banacha-Mazura 0.

Poniewa»Wx∗2
iWx∗4

maj¡ WROZ, wi¦c mo»emy od razu wywnioskowa¢, »e s¡ wielo±cienne
(por. Przykªad 4.1.6). Jednak»e z faktu, »e przestrze« nie ma WROZ, nie wynika, »e nie jest
ona równie» wielo±cienn¡. Przykªadem przestrzeni wielo±ciennej, która nie ma WROZ jest
Wx∗1

(patrz Przykªad 4.1.6). Nale»y podkre±li¢, »e fakt ten zostaª po raz pierwszy wykazany
w [23].

4.3 Topologiczne i metryczne wªasno±ci przestrzeni (H/∼, dH/∼)

Niech (M,ρ) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Symbolem BM(x, r) oznaczamy domkni¦t¡
kul¦ o ±rodku w punkcie x ∈M i promieniu r > 0:

BM(x, r) = {y ∈M : ρ(x, y) ¬ r} .

Przez SM(x, r) oznaczamy sfer¦ o ±rodku w punkcie x ∈M i promieniu r > 0:

SM(x, r) = {y ∈M : ρ(x, y) = r} .

Ponadto poªó»my BM(x, 0) = {x} i SM(x, 0) = {x}.
Niech x, y ∈M . Zaªó»my, »e istnieje ci¡gªe odwzorowanie γ : [0, 1]→M takie, »e γ(0) = x

i γ(1) = y. Odwzorowanie to nazywamy krzyw¡ (lub ±cie»k¡) ª¡cz¡c¡ x i y. Dªugo±¢ krzywej
de�niujemy jako

L(γ) = sup
n−1∑
k=0

ρ (γ (tk+1) , γ (tk)) ,

gdzie kres górny jest wzi¦ty po wszystkich n ∈ N i wszystkich mo»liwych podziaªach 0 =
t0 < t1 < · · · < tn = 1. Je»eli przestrze« M jest taka, »e ka»de dwa punkty z M mo»na
poª¡czy¢ co najmniej jedn¡ krzyw¡ o sko«czonej dªugo±ci, to mo»emy skonstruowa¢ w M
metryk¦ ±cie»kow¡, zde�niowan¡ dla dowolnych x, y ∈M przez

ρpath
M (x, y) = kres dolny dªugo±ci wszystkich krzywych w M ª¡cz¡cych x i y.

4.3.1 Homeomor�czny model przestrzeni (H/∼, dH/∼)

W tym paragra�e skupimy si¦ na udowodnieniu wyniku, który daje nam prosty i niezwy-
kle u»yteczny w kontek±cie bada« wªasno±ci topologicznych model przestrzeni (H/∼, dH/∼)
wprowadzonej w podrozdziale 2.2. Zacznijmy od jego sformuªowania.
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Twierdzenie 4.3.1 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Przestrze« (H/∼, dH/∼) jest homeomor-
�czna z przestrzeni¡ (K, d`1), gdzie

K = {x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ B`1 : x(i) ­ x(i+ 1) ­ 0 dla wszystkich i ∈ N}

i d`1(x, y) = ‖x− y‖ =
∑∞
i=1 |x(i)− y(i)| dla dowolnych x, y ∈ K.

W celu udowodnienia przytoczonego twierdzenia potrzebujemy szeregu nast¦puj¡cych wy-
ników pomocniczych.

Lemat 4.3.2 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech n ∈ N i niech ai, bi, i = 1, . . . , n, b¦d¡
liczbami rzeczywistymi takimi, »e a1 ­ · · · ­ an ­ 0 i b1 ­ · · · ­ bn ­ 0. Wtedy dla dowolnej
permutacji π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

n∑
i=1

|ai − bπ(i)| ­
n∑
i=1

|ai − bi| .

Dowód. Dowód przeprowadzimy za pomoc¡ indukcji wzgl¦dem n. Oczywi±cie dla n = 1
nierówno±¢ jest prawdziwa. Zaªó»my, »e nierówno±¢ zachodzi, gdy n = k dla pewnego k ­ 1,
tj. dla dowolnych liczb rzeczywistych ai, bi, i = 1, . . . , k, takich, »e a1 ­ · · · ­ ak ­ 0,
b1 ­ · · · ­ bk ­ 0 i dla dowolnej permutacji π : {1, . . . , k} → {1, . . . , k}

k∑
i=1

|ai − bπ(i)| ­
k∑
i=1

|ai − bi| .

Musimy pokaza¢, »e nierówno±¢ zachodzi dla n = k+1. Rozwa»my dowolne liczby rzeczywiste
ai, bi, i = 1, . . . , k + 1 takie, »e a1 ­ · · · ­ ak+1 ­ 0 i b1 ­ · · · ­ bk+1 ­ 0 oraz dowoln¡
permutacj¦ π : {1, . . . , k+1} → {1, . . . , k+1}. Je»eli istnieje 1 ¬ i0 ¬ k+1 taki, »e i0 = π(i0),
to wykorzystuj¡c zaªo»enie indukcyjne ªatwo otrzymujemy

k+1∑
i=1

|ai − bπ(i)| ­
k+1∑
i=1

|ai − bi|.

Z drugiej strony, je»eli i 6= π(i) dla ka»dego 1 ¬ i ¬ k+ 1, to π(1) > 1 i istnieje 1 < j ¬ k+ 1
taki, »e π(j) = 1. Bez straty na ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e a1 ­ b1. Wtedy

k+1∑
i=1

|ai − bπ(i)| = |a1 − b1|+ |b1 − bπ(1)|+ |aj − b1|+
k+1∑
i=2
i 6=j

|ai − bπ(i)|

­ |a1 − b1|+ |aj − bπ(1)|+
k+1∑
i=2
i 6=j

|ai − bπ(i)| ­
k+1∑
i=1

|ai − bi|

i ostatnia nierówno±¢ wynika z naszego zaªo»enia indukcyjnego.

Lemat 4.3.3 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Dla dowolnych x, y ∈ K,

p(x, y) = ‖x− y‖ .
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Dowód. Niech x, y ∈ K, π ∈ Π i ε ∈ E b¦d¡ dowolnie wybrane. Dla dowolnego n ∈ N poªó»my
x(n) = (x(1), . . . , x(n), 0, 0, . . . ), y(n) = (y(1), . . . , y(n), 0, 0, . . . ) i

An = {i ∈ {1, . . . , n} : π(i) ∈ {1, . . . , n}} .

Niech πn ∈ Π b¦dzie dowoln¡ permutacj¡ speªniaj¡c¡ warunki:

1. πn({1, . . . , n}) = {1, . . . , n},

2. πn(i) = π(i) dla ka»dego i ∈ An.
Mamy

∞∑
i=1

|x(n)(i)− ε(i)y(n)(π(i))| ­
∞∑
i=1

|x(n)(i)− y(n)(π(i))| ­
∞∑
i=1

|x(n)(i)− y(n)(πn(i))|

=
n∑
i=1

|x(n)(i)− y(n)(πn(i))|

i z Lematu 4.3.2
n∑
i=1

|x(n)(i)− y(n)(πn(i))| ­
n∑
i=1

|x(n)(i)− y(n)(i)| = ‖x(n) − y(n)‖.

Powy»sze rozumowanie pokazuje, »e p(x(n), y(n)) ­ ‖x(n) − y(n)‖. St¡d i z (IV) otrzymujemy
p(x(n), y(n)) = ‖x(n) − y(n)‖. Oczywi±cie

lim
n→∞

‖x(n) − x‖ = lim
n→∞

‖y(n) − y‖ = 0.

Stosuj¡c (IV) otrzymujemy

lim
n→∞

p(x(n), x) = lim
n→∞

p(y(n), y) = 0.

W zwi¡zku z tym, stosuj¡c dwukrotnie (II) i (III), otrzymujemy

lim
n→∞

p(x(n), y(n)) = p(x, y).

Zatem
p(x, y) = lim

n→∞
p(x(n), y(n)) = lim

n→∞
‖x(n) − y(n)‖ = ‖x− y‖ .

Kolejny wynik zostaª wraz z peªnym dowodem (ze wzgl¦du na sugesti¦ recenzenta pracy
[30]) po raz pierwszy opublikowany w [30], jednak»e byª ju» wcze±niej znany i stosowany
w dowodzie Lematu 2.3 w pracy [56].

Lemat 4.3.4 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Ustalmy ε ∈ [0, ε0), gdzie ε0 jest jedynym
rozwi¡zaniem rzeczywistym równania t3+4t2+7t−2 = 0 (tj. ε0 = 0, 248 . . . ). Je»eli φ : `1 → `1

jest izomor�zmem takim, »e dla ka»dego x ∈ `1

‖x‖ ¬ ‖φ(x)‖ ¬ (1 + ε) ‖x‖ ,

to istnieje jednoznacznie wyznaczony ci¡g znaków ε = (ε(n))n∈N, ε(n) = ±1, dokªadnie jedna
permutacja π : N → N i dokªadnie jeden ci¡g (wn)n∈N w kuli ε(4+ε)

2−ε B`1 taki, »e dla ka»dego
n ∈ N mamy

φ(e∗n) = ε(n)e∗π(n) + wn.
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Stwierdzenie 4.3.5 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech x∗m, x
∗ ∈ B`1, m ∈ N. Wtedy

nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(1) lim
m→∞

d(Wx∗m ,Wx∗) = 0.

(2) lim
m→∞

p(x∗m, x
∗) = 0.

Dowód. Zaªó»my, »e limm→∞ d(Wx∗m ,Wx∗) = 0. Wtedy istnieje ci¡g izomor�zmów φm :
Wx∗m → Wx∗ taki, »e limm→∞ ‖φm‖ ‖φ−1

m ‖ = 1. Mo»emy zaªo»y¢, »e ‖φ−1
m ‖ = 1 (w przeciwnym

razie mo»emy zast¡pi¢ φm przez ‖φ−1
m ‖φm). Rozwa»my teraz ci¡g sprz¦»onych izomor�zmów

φ∗m : W ∗
x∗ → W ∗

x∗m
. Z lematu 4.3.4 istnieje ci¡g zbie»ny do zera (ηm)m∈N ⊂ (0,∞) taki, »e dla

dowolnych m,n ∈ N
φ∗m(e∗n) = εm(n)e∗πm(n) + w∗m,n,

gdzie πm : N → N jest permutacj¡, εm = (εm(n))n∈N jest ci¡giem znaków i ‖w∗m,n‖ < ηm dla
wszystkich n ∈ N. Bez straty na ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e

εm(n)e∗πm(n)

σ(`1,Wx∗m
)

−−−−−−→ x∗m.

Wtedy

p(x∗m, x
∗) ¬

∞∑
n=1

|x∗m(n)− εm(π−1
m (n))x∗(π−1

m (n))|

¬
∞∑
n=1

|x∗m(n)− (φ∗m(x∗))(n)|+
∞∑
n=1

∞∑
j=1

|w∗m,j(n)||x∗(j)|

¬ ‖x∗m − φ∗m(x∗)‖+ ηm ¬ lim inf
n→∞

‖εm(n)e∗πm(n) − φ∗m(e∗n)‖+ ηm ¬ 2ηm.

Przechodz¡c do granicy przy m→∞, ko«czymy dowód implikacji (1)⇒ (2).
Zaªó»my teraz, »e limm→∞ p(x∗m, x

∗) = 0. Mo»emy wybra¢ ci¡g (y∗m)m∈N taki, »e y∗m ∈ F̃x∗m
oraz limm→∞ ‖y∗m − x∗‖ = 0. Stosuj¡c Lemat 3.2.2 otrzymujemy limm→∞ d(Wy∗m ,Wx∗) = 0.
Na mocy Stwierdzenia 2.2.1, d(Wy∗m ,Wx∗m) = 0. Zatem limm→∞ d(Wx∗m ,Wx∗) = 0.

Mo»emy teraz przej±¢ do dowodu gªównego wyniku tej sekcji.

Dowód Twierdzenia 4.3.1. Ustalmy x∗ ∈ B`1 . Zauwa»my, »e z konstrukcji (2.1), dla dowol-
nego x∗ ∈ B`1 mamy

F̃x∗ ∩K = {x∗} . (4.1)

Niech φ : H/∼ → K b¦dzie dane wzorem

φ ([Wx∗ ]) = x∗.

Zauwa»my, »e ze Stwierdzenia 2.2.1, (I) i (4.1) wynika, »e warto±¢ φ ([Wx∗ ]) nie zale»y od
wyboru reprezentanta warstwy [Wx∗ ] i φ jest bijekcj¡. Poka»emy, »e φ jest ci¡gªe. Niech
x∗n, x

∗ ∈ B`1 b¦d¡ takie, »e

lim
n→∞

dH/∼([Wx∗n ], [Wx∗ ]) = lim
n→∞

d(Wx∗n ,Wx∗) = 0.
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W ±wietle Stwierdzenia 4.3.5 i (V),

lim
n→∞

p(x∗n, x
∗) = lim

n→∞
p(x∗n, x∗) = 0,

co, z Lematu 4.3.3, jest równowa»ne z lim
n→∞

‖x∗n − x∗‖ = 0. To pokazuje, »e φ jest ci¡gªe.
Z drugiej strony, niech x∗n, x

∗ ∈ K b¦d¡ takie, »e lim
n→∞

‖x∗n − x∗‖ = 0. Z Lematu 3.2.2
wynika, »e lim

n→∞
dH/∼([Wx∗n ], [Wx∗ ]) = lim

n→∞
d(Wx∗n ,Wx∗) = 0, a wi¦c φ−1 jest ci¡gªe.

Wniosek 4.3.6 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Dla ustalonego n ∈ N przyjmijmy, »e

Kn = {x ∈ B`1 : x(1) ­ · · · ­ x(n) ­ 0 i x(n+ k) = 0 dla wszystkich k ∈ N} ,
natomiast

Hn = {Wx∗ : x∗ ma co najwy»ej n niezerowych wspóªrz¦dnych}.
Zbiór K2 jest przedstawiony na Rysunku 4.2. Niech ∼ oznacza relacj¦ równowa»no±ci na Hn

okre±lon¡ dla dowolnych Wx∗, Wy∗ ∈ Hn w nast¦puj¡cy sposób:

Wx∗ ∼ Wy∗ wtedy i tylko wtedy, gdy d(Wx∗ ,Wy∗) = 0.

Nast¦pnie, niech dHn/∼ : Hn/∼ ×Hn/∼ → [0,∞) b¦dzie okre±lona wzorem

dHn/∼ ([Wx∗ ], [Wy∗ ]) = d(Wx∗ ,Wy∗).

Z Twierdzenia 2.2.3 dla dowolnego n ∈ N,

Hn/∼ ⊂ Hn+1/∼ ⊂ H/∼.
Ponadto przestrze« (Hn/∼, dHn/∼) jest homeomor�czna z (Kn, d`1). Aby to wykaza¢ wystarczy
rozwa»y¢ zaw¦»enie homeomor�zmu φ : H/∼ → K do zbioru Hn/∼, gdzie φ jest okre±lony
jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1.

Rysunek 4.2: Zbiór K2 z przykªadowymi ±cie»kami ª¡cz¡cymi punkty (1, 0) i (0, 0), którym
odpowiadaj¡ przestrzenie c i c0.
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Wniosek 4.3.7 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech φ b¦dzie okre±lone jak w dowodzie
Twierdzenia 4.3.1. Wtedy dla dowolnego r ∈ [0, 1],

φ−1 (SK((0, 0, . . . ), r)) = SH/∼ ([c0], ln(1 + 2r)) .

Ponadto dla Hn, Kn i φn okre±lonych jak we Wniosku 4.3.6, mamy

φ−1
n (SKn((0, 0, . . . ), r)) = SHn/∼ ([c0], ln(1 + 2r)) .

Uwaga 4.3.8. Poka»emy, »e przestrze« K nie jest lokalnie zwarta w »adnym punkcie tzn.
dla dowolnego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ K i dowolnego 0 < ε ¬ 1 kula BK(x, ε) nie jest zwarta.
Rozwa»my najpierw dowolny punkt x ∈ K postaci x = (x(1), . . . , x(n), 0, 0, 0, . . . ), gdzie
x(n) > 0. Zde�niujmy ci¡g (ym)m∈N ⊂ `1 w nast¦puj¡cy sposób:

ym =
(
x(1), . . . , x(n− 1),

(
1− ε

2

)
x(n),

ε

2 · 10m
x(n), . . . ,

ε

2 · 10m
x(n)︸ ︷︷ ︸

10m

, 0, 0, 0, . . .
)
.

�atwo zauwa»y¢, »e dla ka»dego m ∈ N, ym ∈ BK(x, ε) i ci¡g (ym)m∈N jest rozseparowany.
Poniewa» punkty powy»szej postaci tworz¡ zbiór g¦sty w K, wi¦c zbiór K nie jest lokalnie
zwarty w »adnym punkcie. Wobec tego z Twierdzenia 4.3.1 przestrze« H/∼ nie jest lokalnie
zwarta w »adnym punkcie.

Poniewa» zbiór K jest wypukªy mo»emy wywnioskowa¢, »e przestrze« K i w konsekwencji
równie» przestrze«H/∼ s¡ ±ci¡galne. Ponadto zauwa»my, »e Twierdzenie 4.3.1 i Wniosek 4.3.6
ilustruj¡ wielo±¢ i ró»norodno±¢ ±cie»ek ª¡cz¡cych dowolne dwa elementy przestrzeni H/∼. Na
przykªad, ka»da ±cie»ka γ wKn ª¡cz¡ca (1, 0, 0, . . . ) i (0, 0, 0, . . . ) odpowiada ±cie»ce φ−1|Kn◦γ
w Hn/∼ ª¡cz¡cej [c] i [c0] (patrz Rysunek 4.2), gdzie φ : H/∼ → K jest homeomor�zmem
zde�niowanym w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. W naturalny sposób nasuwa si¦ pytanie o ist-
nienie najkrótszej spo±ród nich oraz jej dªugo±¢. W nast¦pnej sekcji zajmiemy si¦ szerzej tym
zagadnieniem.

4.3.2 Optymalna homotopia dziaªaj¡ca na H/∼

Przedmiotem niniejszego paragrafu b¦dzie konstrukcja homotopii ±ci¡gaj¡cej H/∼ do [c0]
po najkrótszych ±cie»kach w H/∼, a tak»e wyznaczenie dªugo±ci ka»dej z nich.

Twierdzenie 4.3.9 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech funkcja H : [0, 1] × H/∼ → H/∼
b¦dzie zde�niowana w nast¦puj¡cy sposób

H(t, [We∗ ]) = [W(1−t)e∗ ].

Wtedy:

(1) H jest homotopi¡ ±ci¡gaj¡c¡ H/∼ do [c0];

(2) dla dowolnej warstwy [We∗ ] ∈ H/∼, γ : [0, 1]→ H/∼ okre±lona wzorem γ(t) = H(t, [We∗ ])
jest najkrótsz¡ krzyw¡ w H/∼ ª¡cz¡c¡ [We∗ ] z [c0] i L(γ) = 2 ln (1 + ‖e∗‖).
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Dowód Twierdzenia 4.3.9 opiera si¦ na szeregu przytoczonych poni»ej wyników. Zaczniemy
od wykazania, »e H jest homotopi¡.

Lemat 4.3.10 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). H jest ci¡gªa.

Dowód. Niech przestrze« (K, d`1) b¦dzie okre±lona jak w Twierdzeniu 4.3.1. Rozwa»my od-
wzorowanie H̃ : [0, 1] × K → K dane wzorem H̃(t, x) = (1 − t)x. Oczywi±cie H̃ jest ho-
motopi¡ ±ci¡gaj¡c¡ K do punktu (0, 0, 0, . . . ) ∈ K. Niech φ b¦dzie homeomor�zmem okre-
±lonym tak jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. Wystarczy teraz zauwa»y¢, »e H(t, [We∗ ]) =
φ−1

(
H̃ (t, φ ([We∗ ]))

)
.

Lemat 4.3.11 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech 0 ¬ α < β ¬ 1 i e∗ ∈ B`1 . Nast¦pnie
niech γ : [α, β]→ H/∼ b¦dzie dana wzorem γ(t) = [Wte∗ ]. Wtedy γ jest krzyw¡ lipschitzowsk¡
o dªugo±ci

L(γ) = 2 ln
1 + β ‖e∗‖
1 + α ‖e∗‖

.

Dowód. Niech α ¬ t1 < t2 ¬ β b¦d¡ dowolnie wybrane. Wtedy z Przykªadu 3.2.4

dH/∼(γ(t1), γ(t2)) = d(Wt1e∗ ,Wt2e∗) = ln
(

1 + 2t2 ‖e∗‖ − t1 ‖e∗‖
1 + t1 ‖e∗‖

)

= ln
(

1 +
2t2 ‖e∗‖ − 2t1 ‖e∗‖

1 + t1 ‖e∗‖

)
¬ 2 ‖e∗‖

1 + t1 ‖e∗‖
· |t2 − t1|

¬ 2 ‖e∗‖
1 + α ‖e∗‖

· |t2 − t1| .

Wobec tego γ jest lipschitzowska i w konsekwencji prostowalna. Obliczymy teraz jej dªugo±¢.
Dla dowolnego n ∈ N rozwa»my nast¦puj¡cy podziaª przedziaªu [α, β]: tnk = α + k

n
(β − α),

k = 0, 1, . . . , n. Ponownie stosuj¡c Przykªad 3.2.4 otrzymujemy

L(γ) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

dH/∼
(
γ
(
tnk+1

)
, γ (tnk)

)
= lim

n→∞

n−1∑
k=0

d
(
Wtn

k+1e
∗ ,Wtn

k
e∗

)

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

ln

1 + 2 ‖e∗‖
(
α + β−α

n
(k + 1)

)
− ‖e∗‖

(
α + β−α

n
k
)

1 + ‖e∗‖
(
α + β−α

n
k
)


= lim

n→∞
ln

n−1∏
k=0

k + 2 + (1 + ‖e∗‖α) n
(β−α)‖e∗‖

k + (1 + ||e∗||α) n
(β−α)‖e∗‖


= lim

n→∞
ln

n+ (1 + ||e∗||α) n
(β−α)||e∗||

(1 + ||e∗||α) n
(β−α)||e∗||

·
n+ 1 + (1 + ||e∗||α) n

(β−α)||e∗||

1 + (1 + ||e∗||α) n
(β−α)||e∗||


= 2 ln

1 + β ‖e∗‖
1 + α ‖e∗‖

.
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Lemat 4.3.12 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech [Wx∗ ], [Wy∗ ] ∈ H/∼ b¦d¡ takie, »e ‖x∗‖ <
‖y∗‖. Je»eli γ : [0, 1]→ H/∼ jest krzyw¡ ª¡cz¡c¡ [Wx∗ ] z [Wy∗ ], to L(γ) ­ 2 ln 1+‖y∗‖

1+‖x∗‖ .

Dowód. Niech γ : [0, 1] 3 t 7→ [Wx∗t
] ∈ H/∼ b¦dzie krzyw¡ tak¡, »e γ(0) = [Wx∗ ] i γ(1) =

[Wy∗ ]. Zde�niujmy f : [0, 1] → [0, 1] za pomoc¡ wzoru f(t) = ‖x∗t‖. Poka»emy, »e f jest
ci¡gªa. W rzeczy samej, je»eli tn → t, to

lim
n→∞

dH/∼(γ(tn), γ(t)) = lim
n→∞

dH/∼([Wx∗tn
], [Wx∗t

]) = lim
n→∞

d(Wx∗tn
,Wx∗t

) = 0,

co w ±wietle Stwierdzenia 4.3.5 jest równowa»ne z limn→∞ p(x∗tn , x
∗
t ) = 0. Zatem korzystaj¡c

z (IV),
lim
n→∞

f(tn) = lim
n→∞

‖x∗tn‖ = ‖x∗t‖ = f(t),

co oznacza, »e f jest ci¡gªa. W zwi¡zku z tym, poniewa» f(0) = ‖x∗‖ i f(1) = ‖y∗‖, otrzy-
mujemy f([0, 1]) ⊃ [‖x∗‖ , ‖y∗‖]. Niech

tnk = max
{
t ∈ [0, 1] : f(t) = ‖x∗‖+

k

n
(‖y∗‖ − ‖x∗‖)

}
, k = 1, . . . , n,

i tn0 = 0, n ∈ N. Ta konstrukcja daje nam, dla ka»dego n ∈ N, podziaª przedziaªu [0, 1]:
0 = tn0 < tn1 < · · · < tnn = 1. Stosuj¡c Twierdzenie 3.2.1 i pod¡»aj¡c za obliczeniami z Lematu
4.3.11, otrzymujemy

L(γ) ­ lim inf
n→∞

n−1∑
k=0

dH/∼
(
γ
(
tnk+1

)
, γ (tnk)

)
­ lim

n→∞

n−1∑
k=0

ln
1 + 2‖x∗tn

k+1
‖ − ‖x∗tn

k
‖

1 + ‖x∗tn
k
‖

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

ln
1 + 2

(
‖x∗‖+ k+1

n (‖y
∗‖ − ‖x∗‖)

)
− ‖x∗‖ − k

n (‖y
∗‖ − ‖x∗‖)

1 + ‖x∗‖+ k
n (‖y∗‖ − ‖x∗‖)

= 2 ln
1 + ‖y∗‖
1 + ‖x∗‖

.

Z Lematów 4.3.11 i 4.3.12 otrzymujemy nast¦puj¡ce wnioski.

Wniosek 4.3.13 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Niech 0 ¬ α < β ¬ 1 i e∗ ∈ B`1. Wtedy

dpath
H/∼ ([Wβe∗ ], [Wαe∗ ]) = 2 ln

1 + β ‖e∗‖
1 + α ‖e∗‖

.

Ponadto γ(t) = [Wte∗ ] jest najkrótsz¡ krzyw¡ w H/∼ ª¡cz¡c¡ [Wαe∗ ] i [Wβe∗ ]. W szczególno±ci,
dla α = 0 i β = 1 otrzymujemy cz¦±¢ (2) Twierdzenia 4.3.9.

Wniosek 4.3.14 (A. Gergont, �. Piasecki [30]). Hiperpªaszczyzna W(
√

2−1)e∗1
omawiana we

Wniosku 3.2.7 jest równoodlegªa od c i c0 równie» wzgl¦dem metryki ±cie»kowej. Mianowicie

dpath
H/∼

(
[c0], [W(

√
2−1)e∗1

]
)

= dpath
H/∼

(
[W(

√
2−1)e∗1

], [c]
)

= ln 2.

Ponadto, nie ma hiperpªaszczyzny We∗ równoodlegªej od c i c0 o mniej ni» ln 2.
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Wniosek 4.3.15. Niech A ⊂ H/∼. Dla dowolnej warstwy [We∗ ] ∈ H/∼ de�niujemy odlegªo±¢
±cie»kow¡ z [We∗ ] do zbioru A wzorem

distpath
H/∼([We∗ ], A) = inf

{
dpath
H/∼([We∗ ], [Wx∗ ]) : [Wx∗ ] ∈ A

}
.

Wtedy, dla dowolnych e∗ ∈ B`1 i r ∈ [0, 1] takich, »e 0 ¬ ‖e∗‖ ¬ r ¬ 1, mamy

distpath
H/∼

(
[We∗ ], SH/∼([c0], ln(1 + 2r))

)
= inf

{
dpath
H/∼([We∗ ], [Wx∗ ]) : x∗ ∈ S`1(0, r)

}
= dpath

H/∼([We∗ ], [Wre∗/‖e∗‖]) = 2 ln
1 + r

1 + ‖e∗‖
.

Uwaga 4.3.16. Nale»y wspomnie¢, »e odlegªo±¢ Banacha-Mazura pomi¦dzy dwiema izo-
mor�cznymi przestrzeniami Banacha X i Y mo»emy interpretowa¢ jako kres dolny dªugo±ci,
wzgl¦dem odlegªo±ci Banacha-Mazura, wszystkich krzywych ª¡cz¡cych X i Y. Szkic dowodu
tego faktu oparty na technice interpolacyjnej rozwini¦tej przez A. P. Calderóna [10] mo»na
znale¹¢ w [52]. Wobec tego z Twierdzenia 2.1.4 mo»emy wywnioskowa¢, »e w klasie A wszyst-
kich przestrzeni Banacha izomor�cznych z c0, kres dolny dªugo±ci wszystkich krzywych ª¡-
cz¡cych c z c0 jest równy ln 3. Aby pokaza¢, »e istnieje krzywa w A ª¡cz¡ca c i c0 o dªugo±ci
równej ln 3, wystarczy przywoªa¢ izomor�zm z Uwagi 2.1.6. Z drugiej strony z Wniosku 4.3.13
i punktu (ii) Twierdzenia 1.0.4 mamy

dpath
H/∼([c], [c0]) = ln 4.

Zanim przejdziemy do kolejnego wyniku, przypomnijmy, »e dla dowolnej `1-predualnej X,
staª¡ r∗(X) okre±lamy wzorem (3.1).

Zauwa»my, »e w podobny sposób jak w Lemacie 4.3.11, mo»emy oblicza¢ dªugo±ci pewnych
krzywych w klasie F/∼.

Lemat 4.3.17 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 ¬ α < β ¬ 1 i x∗i ∈ B`1,
i ∈ N. Poªó»my X∞t =

(∑∞
i=1Wtx∗i

)
c0
, t ∈ [0, 1]. Niech γ : [α, β] → F/∼ b¦dzie okre±lona

wzorem γ(t) = [X∞t ]. Wtedy γ jest krzyw¡ lipschitzowsk¡ ª¡cz¡c¡ [X∞α ] z [X∞β ] o dªugo±ci

L(γ) = 2 ln
1 + βr∗ (X∞1 )
1 + αr∗ (X∞1 )

.

Dowód. Niech α ¬ t1 < t2 ¬ β b¦d¡ dowolnie wybrane. Wtedy z Przykªadu 3.2.9

dF/∼(γ(t1), γ(t2)) = d
(
X∞t1 , X

∞
t2

)
= ln

(
1 + 2t2r∗ (X∞1 )− t1r∗ (X∞1 )

1 + t1r∗ (X∞1 )

)

= ln
(

1 +
2t2r∗ (X∞1 )− 2t1r∗ (X∞1 )

1 + t1r∗ (X∞1 )

)

¬ 2r∗ (X∞1 )
1 + t1r∗ (X∞1 )

· |t2 − t1| ¬
2r∗ (X∞1 )

1 + αr∗ (X∞1 )
· |t2 − t1| .

St¡d γ jest lipschitzowska i w konsekwencji prostowalna. Dla dowolnego n ∈ N rozwa»my
nast¦puj¡cy podziaª przedziaªu [α, β] : tnk = α+ k

n
(β−α), k = 0, 1, . . . , n. Stosuj¡c ponownie

Przykªad 3.2.9 otrzymujemy
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L(γ) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

dF/∼
(
γ
(
tnk+1

)
, γ (tnk)

)
= lim

n→∞

n−1∑
k=0

d
(
X∞tn

k+1
, X∞tn

k

)

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

ln

1 + 2r∗ (X∞1 )
(
α + β−α

n
(k + 1)

)
− r∗ (X∞1 )

(
α + β−α

n
k
)

1 + r∗ (X∞1 )
(
α + β−α

n
k
)



= lim
n→∞

ln
n−1∏
k=0

k + 2 + (1 + r∗ (X∞1 )α) n

(β−α)r∗(X∞1 )
k + (1 + r∗ (X∞1 )α) n

(β−α)r∗(X∞1 )

 = 2 ln
1 + βr∗ (X∞1 )
1 + αr∗ (X∞1 )

.

Lemat 4.3.18 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 ¬ α < β ¬ 1 i x∗i ∈ B`1,
i ∈ N. Poªó»my Xn

t =
(∑n

i=1 Wtx∗i

)
`n∞
, t ∈ [0, 1]. Niech γ : [α, β]→ F/∼ b¦dzie dana wzorem

γ(t) = [Xn
t ]. Wtedy γ jest krzyw¡ lipschitzowsk¡ ª¡cz¡c¡ [Xn

α ] z [Xn
β ] o dªugo±ci

L(γ) = 2 ln
1 + βr∗ (Xn

1 )
1 + αr∗ (Xn

1 )
.

Dowód. Dowód jest podobny do dowodu Lematu 4.3.17, wi¦c go pomijamy.

W dalszej cz¦±ci wyka»emy, »e krzywe okre±lone w Lemacie 4.3.17 i Lemacie 4.3.18 s¡
najkrótszymi krzywymi ª¡cz¡cymi odpowiednio X∞α z X∞β oraz Xn

α z Xn
β .

Kolejny lemat jest autorstwa �ukasza Piaseckiego (wynik nieopublikowany).

Lemat 4.3.19. Niech X,Xn ∈ F , n ∈ N. Je»eli lim
n→∞

d (Xn, X) = 0, to lim
n→∞

r∗ (Xn) = r∗ (X).

Dowód. Poka»emy najpierw, »e granica lim
n→∞

r∗ (Xn) istnieje. Zaªó»my, »e to nie jest prawda.

Wtedy istniej¡ podci¡gi
(
Xnp

)
p∈N

,
(
Xnq

)
q∈N

takie, »e obie granice, lim
p→∞

r∗
(
Xnp

)
oraz lim

q→∞
r∗
(
Xnq

)
istniej¡ i lim

p→∞
r∗
(
Xnp

)
6= lim

q→∞
r∗
(
Xnq

)
. Wtedy r∗(X) 6= lim

p→∞
r∗
(
Xnp

)
lub r∗(X) 6= lim

q→∞
r∗(Xnq). Zaªó»my, »e r∗(X) 6= lim

p→∞
r∗(Xnp). Je»eli r∗(X) > lim

p→∞
r∗
(
Xnp

)
,

to z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy

lim inf
p→∞

d
(
Xnp , X

)
­ ln

1 + 2r∗(X)− lim
p→∞

r∗
(
Xnp

)
1 + lim

p→∞
r∗
(
Xnp

) > 0.

Je»eli r∗ (X) < lim
p→∞

r∗
(
Xnp

)
, to ponownie stosuj¡c Twierdzenie 3.2.1 otrzymujemy

lim inf
p→∞

d
(
Xnp , X

)
­ ln

1 + 2 lim
p→∞

r∗
(
Xnp

)
− r∗(X)

1 + r∗ (X)
> 0.

To prowadzi do sprzeczno±ci z naszym zaªo»eniem. Podobne rozumowanie pokazuje, »e

lim
n→∞

r∗ (Xn) = r∗ (X) .
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Stwierdzenie 4.3.20 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech [X0], [X1] ∈ F/∼ b¦d¡
takie, »e r∗(X0) < r∗(X1). Je»eli γ : [0, 1]→ F/∼ jest krzyw¡ ª¡cz¡c¡ [X0] z [X1], to

L(γ) ­ 2 ln
1 + r∗(X1)
1 + r∗(X0)

.

Dowód. Niech γ : [0, 1] 3 t 7→ [Xt] ∈ F/∼. Zde�niujmy f : [0, 1]→ [0, 1] przez f(t) = r∗(Xt).
W ±wietle Lematu 4.3.19 funkcja f jest ci¡gªa. Poniewa» f(0) = r∗(X0) i f(1) = r∗(X1),
otrzymujemy f([0, 1]) ⊃ [r∗(X0), r∗(X1)] . Niech

tnk = max
{
t ∈ [0, 1] : f(t) = r∗(X0) +

k

n
(r∗(X1)− r∗(X0))

}
, k = 1, . . . , n

i tn0 = 0. Ta konstrukcja daje nam, dla ka»dego n ∈ N, nast¦puj¡cy podziaª odcinka [0, 1] :
0 = tn0 < tn1 < · · · < tnn = 1. Zatem na mocy Twierdzenia 3.2.1 i oblicze« z Lematu 4.3.17
otrzymujemy

L(γ) ­ lim inf
n→∞

n−1∑
k=0

dF/∼
(
γ
(
t
(n)
k+1

)
, γ
(
t
(n)
k

))
­ lim

n→∞

n−1∑
k=0

ln
1 + 2r∗(Xtn

k+1
)− r∗(Xtn

k
)

1 + r∗(Xtn
k
)

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

ln
1 + 2k+1

n
(r∗(X1)− r∗(X0)) + r∗(X0)− k

n
(r∗(X1)− r∗(X0))

1 + r∗(X0) + k
n

(r∗(X1)− r∗(X0))

= 2 ln
1 + r∗(X1)
1 + r∗(X0)

.

Z Lematów 4.3.17-4.3.18 oraz Stwierdzenia 4.3.20 otrzymujemy nast¦puj¡cy wynik.

Wniosek 4.3.21. Niech 0 ¬ α < β ¬ 1 i x∗i ∈ B`1, i ∈ N. Poªó»my X∞t =
(∑∞

i=1 Wtx∗i

)
c0
,

Xn
t =

(∑n
i=1Wtx∗i

)
`n∞
, t ∈ [0, 1]. Wtedy

dpath
F/∼

(
[X∞α ], [X∞β ]

)
= 2 ln

1 + βr∗ (X∞1 )
1 + αr∗ (X∞1 )

oraz

dpath
F/∼

(
[Xn

α ], [Xn
β ]
)

= 2 ln
1 + βr∗ (Xn

1 )
1 + αr∗ (Xn

1 )
.

4.4 Stabilno±¢ sªabej∗ wªasno±ci punktu staªego w obr¦bie wybranych klas

`1-predualnych

Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha. Mówimy, »e niepusty,
ograniczony, wypukªy i domkni¦ty podzbiór C przestrzeni X ma wªasno±¢ punktu staªego
(w skrócie WPS), je±li ka»de nieoddalaj¡ce przeksztaªcenie T : C → C (tzn. przeksztaªcenie
speªniaj¡ce warunek ‖T (x) − T (y)‖ ¬ ‖x − y‖ dla dowolnych x, y ∈ C) ma punkt staªy.
Przestrze« dualna X∗ ma sªab¡∗ wªasno±¢ punktu staªego (w skrócie σ(X∗, X)-WPS), je±li
ka»dy niepusty, wypukªy, σ(X∗, X)-zwarty podzbiór C przestrzeni X∗ ma WPS.

Przejdziemy teraz do przytoczenia znanych wyników dotycz¡cych sªabej∗ wªasno±ci punktu
staªego w obr¦bie o±rodkowych L1-predualnych.
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Twierdzenie 4.4.1 (L. A. Karlovitz [37]). Przestrze« `1 ma σ(`1, c0)-WPS.

Twierdzenie 4.4.2 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki [19]). Je»eli X jest o±rodkow¡
przestrzeni¡ Lindenstraussa, dla której X∗ nie jest o±rodkowa, to X∗ nie ma σ(X∗, X)-WPS.

Wynik ten jest wnioskiem z poni»szego twierdzenia oraz faktu, »e ka»da o±rodkowa L1-
predualna X, dla której X∗ nie jest o±rodkowa, zawiera podprzestrze« izometryczn¡ z C(∆)
[43] (gdzie ∆ oznacza zbiór Cantora) i wobec tego równie» podprzestrze« izometryczn¡ z c.

Twierdzenie 4.4.3 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki [19]). Je»eli o±rodkowa przestrze«
Banacha X zawiera izometryczn¡ kopi¦ przestrzeni c, to X∗ nie ma σ(X∗, X)-WPS.

Przypomnijmy, »e je±li X jest niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Lindenstraussa, dla
której X∗ jest o±rodkowa, to X∗ = `1. Wobec tego interesuj¡cym nas przypadkiem s¡ `1-
predualne.

Stwierdzenie 4.4.4 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki [19]). Niech e∗ ∈ B`1. Wtedy `1

ma σ(`1,We∗)-WPS wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z nast¦puj¡cych warunków:

1) ‖e∗‖ < 1,

2) ‖e∗‖ = 1 i zbiór N+ = {n ∈ N : e∗(n) ­ 0} jest sko«czony.

Powy»szy wynik jest wnioskiem z Twierdzenia 1.0.4 oraz poni»szego twierdzenia.

Twierdzenie 4.4.5 (M. A. Japón-Pineda, S. Prus [35]). Niech τ b¦dzie lokalnie wypukª¡
topologi¡ w przestrzeni `1 sªabsz¡ ni» sªaba topologia na kuli jednostkowej. Przypu±¢my, »e
standardowa baza (en) jest zbie»na do e ∈ `1 w topologii τ . Wówczas `1 ma τ -WPS wtedy
i tylko wtedy, gdy speªniony jest jeden z nast¦puj¡cych warunków:

1) ‖e‖ < 1,

2) ‖e‖ = 1 i zbiór N+ = {n ∈ N : e(n) ­ 0} jest sko«czony.

Kolejne twierdzenie charakteryzuje wszystkie `1-predualne X, dla których `1 nie ma
σ(`1, X)-WPS. Zanim przejdziemy do zaprezentowania tego wyniku, przypomnijmy, »e o hi-
perpªaszczy¹nie We∗ mówimy, »e jest �zªa w sensie σ(`1,We∗)-WPS� (w skrócie �zªa�), je»eli
e∗ ∈ B`1 jest taki, »e ‖e∗‖ = 1 i zbiór N+ = {n ∈ N : e∗(n) ­ 0} jest niesko«czony.

Twierdzenie 4.4.6 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki [19]). Niech X b¦dzie `1-predualn¡.
Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(1) `1 nie ma σ(`1, X)-WPS.

(2) Istnieje podci¡g (e∗nk)k∈N standardowej bazy (e∗n)n∈N w `1, który jest σ(`1, X)-zbie»ny do
elementu e∗ ∈ `1 takiego, »e ‖e∗‖ = 1 oraz e∗(nk) ­ 0 dla wszystkich k ∈ N.

(3) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna ze �zª¡� Wx∗ .

(4) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawieraj¡ca izometryczn¡ kopi¦ �zªej� Wy∗ .
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Uwaga 4.4.7. Jak wykazano w pracy [19], �zªe� hiperpªaszczyzny Wx∗ i Wy∗ w warunkach
(3) i (4) Twierdzenia 4.4.6 nie mog¡ zosta¢ zast¡pione przez c.

Twierdzenie 4.4.8 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki [20]). Niech X b¦dzie `1-predualn¡.
Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(1) `1 nie ma σ(`1, X)-WPS.

(2) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z pewn¡ niesko«czenie wymiarow¡ przes-
trzeni¡ A(S).

(3) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawieraj¡ca izometryczn¡ kopi¦ pewnej niesko«czenie
wymiarowej przestrzeni A(S).

(4) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z `1-predualn¡ hiperpªaszczyzn¡ w c zawie-
raj¡c¡ element (1, 1, 1, . . . ) z przestrzeni c.

(5) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawieraj¡ca izometryczn¡ kopi¦ `1-predualnej hiperpªasz-
czyzny w c zawieraj¡cej element (1, 1, 1, . . . ) z przestrzeni c.

Uwaga 4.4.9. Warunki (4) i (5) Twierdzenia 4.4.8 wynikaj¡ z dowodu Twierdzenia 4.1
z pracy [19]. Jak wykazano w pracy [20] przestrze« A(S) w warunkach (2) i (3) Twierdzenia
4.4.8 nie mo»e zosta¢ zast¡piona przez »adn¡ z przestrzeni C(K). Ponadto wyraz �ilorazowa�
nie mo»e zosta¢ zast¡piony przez �podprzestrze«�.

Zauwa»my, »e Twierdzenie 4.4.8 jest ciekawe w kontek±cie zaprezentowanej w rozprawie
nowej charakteryzacji przestrzeni Lindenstraussa maj¡cych WROZ (patrz Twierdzenie 4.2.6).

Przykªad 4.4.10. Wró¢my do `1-predualnych hiperpªaszczyzn Wx∗1
,Wx∗2

,Wx∗3
i Wx∗4

rozpa-
trywanych w Przykªadach 4.1.6 i 4.2.9. W ±wietle Stwierdzenia 4.4.4, `1 ma σ(`1,Wx∗4

)-WPS,
natomiast nie ma σ(`1,Wx∗1

)-WPS, σ(`1,Wx∗2
)-WPS i σ(`1,Wx∗3

)-WPS.

Wa»nym zagadnieniem dotycz¡cym sªabej∗ wªasno±ci punktu staªego jest jej stabilno±¢.
Przypomnijmy, »e X∗ ma stabiln¡ sªab¡∗ wªasno±¢ punktu staªego, je±li istnieje γ > 0 taka,
»e Y ∗ ma σ(Y ∗, Y )-WPS o ile d(X, Y ) < γ (patrz [22, De�nicja 3.2]).

Twierdzenie 4.4.11 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki, R. Popescu [22]). Niech X b¦dzie
`1-predualn¡. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(1) `1 ma stabiln¡ σ(`1, X)-WPS.

(2) (extBX∗)
′ ⊂ rBX∗ dla pewnego 0 ¬ r < 1.

Przejd¹my teraz do uj¦cia ilo±ciowego rzeczonego zagadnienia. Dla dowolnej przestrzeni
Banacha X takiej, »e X∗ ma sªab¡∗-WPS wprowad¹my nast¦puj¡c¡ staª¡ stabilno±ci:

γ∗(X) = sup {γ ­ 0 : d(X, Y ) ¬ γ ⇒ Y ∗ ma σ(Y ∗, Y )-WPS} ,

a je±li zbiór, dla którego rozwa»amy supremum jest pusty, to przyjmujemy γ∗(X) = 0. Uwaga
ta b¦dzie obowi¡zywaªa dla wszystkich staªych stabilno±ci wprowadzonych w dalszej cz¦±ci
pracy.

Okazuje si¦, »e je±li X jest `1-predualn¡, to warto±¢ powy»szej staªej zale»y jedynie od
r∗(X).
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Twierdzenie 4.4.12 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki, R. Popescu [22, 21]). Niech X
b¦dzie `1-predualn¡. Je±li `1 ma σ(`1, X)-WPS, to

γ∗(X) = ln
2

1 + r∗(X)
.

W naszych rozwa»aniach zajmiemy si¦ zagadnieniem stabilno±ci sªabej∗ wªasno±ci punktu
staªego w obr¦bie klas H i F . Nale»y wspomnie¢, »e badania dotycz¡ce stabilno±ci sªabej∗

wªasno±ci punktu staªego w obr¦bie `1-predualnych zainicjowano w pracy [21]. Mianowicie,
dla dowolnej `1-predualnej X takiej, »e `1 ma σ(`1, X)-WPS wprowadzono nast¦puj¡c¡ staª¡
stabilno±ci:

η∗(X) = sup {η ­ 0 : Y ∗ = `1, d(X, Y ) ¬ η ⇒ Y ∗ ma σ(`1, Y )-WPS} .

Twierdzenie 4.4.13 (E. Casini, E. Miglierina, �. Piasecki, R. Popescu [21]).

η∗(c0) = ln 3.

Pod¡»aj¡c t¡ ±cie»k¡ bada«, dla ka»dej We∗ ∈ H takiej, »e `1 ma σ(`1,We∗)-WPS zaj-
miemy si¦ oszacowaniem nast¦puj¡cej staªej:

η∗H(We∗) = sup {η ­ 0 : Y ∈ H, d(We∗ , Y ) ¬ η ⇒ Y ∗ ma σ(`1, Y )-WPS} .

Interesuj¡c¡ wªasno±ci¡ w teorii punktów staªych, która b¦dzie dla nas u»yteczna podczas
dalszych dywagacji jest prawie stabilna sªaba∗ wªasno±¢ punktu staªego wprowadzona przez
�. Piaseckiego [56]. Przypomnijmy, »e X∗ ma prawie stabiln¡ sªab¡∗ wªasno±¢ punktu staªego
(w skrócie p. s. σ(X∗, X)-WPS), je±li Y ∗ ma σ(Y ∗, Y )-WPS o ile d(X, Y ) = 0. Wobec tego
mo»emy wywnioskowa¢, »e dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy

stabilna σ(X∗, X)-WPS⇒ prawie stabilna σ(X∗, X)-WPS⇒ σ(X∗, X)-WPS.

Nale»y zaznaczy¢, »e w ogólno±ci implikacje w drug¡ stron¦ nie zachodz¡, nawet w obr¦bie
`1-predualnych. Dowodz¡ temu Przykªady 3.2-3.3 z [55] oraz Przykªady 3.4-3.5 z [56].

Przywoªamy teraz kluczowe dla naszych dalszych rozwa»a« wyniki.

Stwierdzenie 4.4.14 (�. Piasecki [56]). Niech X b¦dzie `1-predualn¡ tak¡, »e standardowa
baza (e∗n) jest σ(`1, X)-zbie»na do e∗. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(1) `1 ma prawie stabiln¡ σ(`1, X)-WPS.

(2) `1 ma stabiln¡ σ(`1, X)-WPS.

(3) ‖e∗‖ < 1.

(4) Dla ka»dego x∗ ∈ S`1 mamy p(e∗, x∗) > 0.

(5) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, »e d(X, Y ) = 0, c 6⊂ Y.

Stwierdzenie 4.4.15 (�. Piasecki [56]). Niech X =
(∑n

i=1Wx∗i

)
`n∞
, gdzie x∗i ∈ B`1 dla

ka»dego i = 1, . . . , n, n ∈ N. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.
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(1) `1 ma prawie stabiln¡ σ(`1, X)-WPS.

(2) `1 ma stabiln¡ σ(`1, X)-WPS.

(3) ‖x∗i ‖ < 1 dla ka»dego i = 1, . . . , n.

(4) Dla ka»dego x∗ ∈ S`1 oraz i = 1, . . . , n mamy p(x∗i , x
∗) > 0.

(5) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, »e d(X, Y ) = 0, c 6⊂ Y.

Stwierdzenie 4.4.16 (�. Piasecki [56]). Niech X =
(∑∞

i=1Wx∗i

)
c0
, gdzie x∗i ∈ B`1 dla ka»dego

i ∈ N. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(1) `1 ma prawie stabiln¡ σ(`1, X)-WPS.

(2) Dla ka»dego y∗ ∈ S`1 oraz dowolnego ci¡gu (y∗n) w (extBX∗)
′ mamy lim inf

n→∞
p(y∗n, y

∗) > 0.

(3) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, »e d(X, Y ) = 0, c 6⊂ Y.

Uwaga 4.4.17 (�. Piasecki [56]). Ze Stwierdzenia 4.4.4 oraz Twierdzenia 4.4.11, `1 ma
σ(`1,We∗)-WPS i jednocze±nie `1 nie ma stabilnej σ(`1,We∗)-WPS wtedy i tylko wtedy, gdy
‖e∗‖ = 1 i zbiór N+ = {n ∈ N : e∗(n) ­ 0} jest sko«czony. Zauwa»my, »e w tym przypadku
z Twierdzenia 2.2.3 i Twierdzenia 2.2.2 mo»emy wskaza¢ niesko«czenie wiele wzajemnie nie-
izometrycznych przestrzeni We∗i,ε

∈ FWe∗ takich, »e `1 ma σ(`1,We∗i,ε
)-WPS i jednocze±nie

niesko«czenie wiele wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni We∗i,ε
∈ FWe∗ takich, »e `1 nie

ma σ(`1,We∗i,ε
)-WPS. Istotnie, przyjmuj¡c ε = (−1,−1,−1, . . . ) zbiór {We∗i,ε

: i ∈ N ∪ {0}}
skªada si¦ z wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni takich, »e d(We∗ ,We∗i,ε

) = 0 oraz `1 ma
σ(`1,We∗i,ε

)-WPS dla ka»dego i ∈ N∪{0}. Nast¦pnie wystarczy rozwa»y¢ rodzin¦ ci¡gów zna-
ków {εk = (εk(n)) : k ∈ N ∪ {0}} takich, »e εk(n) = (−1)[(n−1)/2k] dla dowolnych k ∈ N ∪ {0}
i n ∈ N, gdzie [x] oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ liczby x. Wtedy zbiór {We∗∞,εk

: k ∈ N ∪ {0}}
skªada si¦ z wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni takich, »e d(We∗ ,We∗∞,εk

) = 0 oraz `1

nie ma σ(`1,We∗∞,εk
)-WPS dla ka»dego k ∈ N ∪ {0}.

Zauwa»my, »e wobec powy»szej uwagi, rozwa»ania dotycz¡ce staªej η∗H(We∗) mo»emy ogra-
niczy¢ do przypadku, gdy ‖e∗‖ < 1.

Twierdzenie 4.4.18 (A. Gergont, �. Piasecki [29]). Dla ka»dego e∗ ∈ intB`1 mamy

η∗H(We∗) = ln
3− ‖e∗‖
1 + ‖e∗‖

.

Dowód. Je»eli e∗ = 0, to We∗ jest izometrycznie izomor�czna z c0 (patrz punkt (ii) Twierdze-
nia 1.0.4). Ze Stwierdzenia 3.2.3 i Stwierdzenia 4.4.4 otrzymujemy, »e η∗H(c0) ¬ ln 3. Poniewa»
η∗H(c0) ­ η∗(c0) = ln 3 (patrz Twierdzenie 4.4.13), wi¦c η∗H(c0) = ln 3.

Zaªó»my teraz, »e ‖e∗‖ > 0. Ze Stwierdzenia 4.4.14, je»eli Wx∗ ∈ H jest taka, »e `1 nie ma
σ(`1,Wx∗)-WPS, to Wx∗ zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Zatem z Wniosku
3.1.5

d(Wx∗ ,We∗) ­ ln
3− ‖e∗‖
1 + ‖e∗‖

.
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W konsekwencji,

η∗H(We∗) ­ ln
3− ‖e∗‖
1 + ‖e∗‖

.

Aby zako«czy¢ dowód pozostaje nam pokaza¢, »e d(We∗ ,We∗/‖e∗‖) = ln 3−‖e∗‖
1+‖e∗‖ i ponownie

zastosowa¢ Stwierdzenie 4.4.14. W tym celu zacznijmy od rozwa»enia hiperpªaszczyzny Wx∗n ,
gdzie

x∗n = (e∗(1), . . . , e∗(n), 0, 0, . . . ) ∈ int B`1 ,

przy czym liczba n ∈ N jest na tyle du»a, aby zagwarantowa¢, »e x∗n 6= 0. Rozwa»my od-
wzorowanie Tn : Wx∗n/‖x∗n‖ → Wx∗n okre±lone dla dowolnego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ Wx∗n/‖x∗n‖
w nast¦puj¡cy sposób:

Tn(x)(i) =

 x(i) dla 1 ¬ i ¬ n,
1+‖x∗n‖

2 x(i) +
1− 1
‖x∗n‖
2

∑n
j=1 e

∗(j)x(j) dla i > n.

Dla dowolnego n, Tn jest izomor�zmem i ‖Tn‖ ¬ 1. Aby pokaza¢, »e ‖Tn‖ = 1, wystarczy
rozwa»y¢ element

(sgn e∗(1), . . . , sgn e∗(n), 1, 1, . . . ) ∈ SWx∗n/‖x∗n‖
.

Z drugiej strony, dla dowolnego x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ Wx∗n mamy

T−1
n (x)(i) =

 x(i) dla 1 ¬ i ¬ n,
2

1+‖x∗n‖
x(i) +

1
‖x∗n‖

−1

1+‖x∗n‖
∑n
j=1 e

∗(j)x(j) dla i > n.

�atwo wywnioskowa¢, »e ‖T−1
n ‖ ¬ (3 − ‖x∗n‖)/(1 + ‖x∗n‖). Aby pokaza¢ równo±¢, wystarczy

rozwa»y¢ element

(sgn e∗(1), . . . , sgn e∗(n), 1, ‖x∗n‖ , ‖x∗n‖ , . . . ) ∈ SWx∗n
.

Wobec tego ‖Tn‖ ‖T−1
n ‖ = (3 − ‖x∗n‖)/(1 + ‖x∗n‖). Nast¦pnie zauwa»my, »e ze Stwierdzenia

4.1.5 wynika, »e przestrze« Wx∗n/‖x∗n‖ zawiera izometryczn¡ kopi¦ przestrzeni c. Zatem, w
±wietle Twierdzenia 3.1.3, otrzymujemy

d(Wx∗n/‖x∗n‖,Wx∗n) = ln
3− ‖x∗n‖
1 + ‖x∗n‖

.

Poniewa» limn→∞ ‖x∗n − e∗‖ = 0, wi¦c z Lematu 3.2.2 dostajemy

d(We∗ ,We∗/‖e∗‖) = ln
3− ‖e∗‖
1 + ‖e∗‖

.

Przeprowadzimy teraz analogiczne rozumowanie dotycz¡ce stabilno±ci sªabej∗ wªasno±ci
punktu staªej w obr¦bie klasy F . Dla ka»dej przestrzeniX ∈ F takiej, »e `1 ma σ(`1, X)-WPS,
rozwa»my nast¦puj¡c¡ staª¡:

η∗F(X) = sup {η ­ 0 : Y ∈ F , d(X, Y ) ¬ η ⇒ Y ∗ ma σ(`1, Y )-WPS} .
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Twierdzenie 4.4.19 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla dowolnej przestrzeni X ∈ F
takiej, »e `1 ma σ(`1, X)-WPS mamy

η∗F(X) = ln
3− r∗(X)
1 + r∗(X)

.

Dowód. Niech przestrze« X ∈ F b¦dzie taka, »e `1 ma σ(`1, X)-WPS. Zauwa»my, »e z Twier-
dzenia 4.4.6 i Stwierdze« 4.4.15-4.4.16 wynika, »e je»eli przestrze« Y ∈ F jest taka, »e `1 nie
ma σ(`1, Y )-WPS, to zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Zatem z Wniosku 3.1.5

d(X, Y ) ­ ln
3− r∗(X)
1 + r∗(X)

i wobec tego

η∗F(X) ­ ln
3− r∗(X)
1 + r∗(X)

.

Rozwa»my teraz dwa przypadki. Je±li r∗(X) = 0, to X = c0. Poniewa» c ∈ F , d(c, c0) = ln 3
i `1 nie ma σ(`1, c)-WPS, wi¦c otrzymujemy η∗F(c0) = ln 3.

Zaªó»my teraz, »e r∗(X) > 0. Przyjmijmy, »e X =
(∑∞

i=1Wx∗i

)
c0
, gdzie x∗i ∈ B`1 , i ∈ N.

Wtedy

(extBX∗)
′ = {(0, 0, . . . )} ∪

∞⋃
i=1

{±(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, x∗i , 0, 0, . . . )}.

Poªó»my x̃∗i = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, x∗i , 0, 0, . . . ). Niech ε ∈ (0, r∗(X)) b¦dzie dowolnie wybrany. Wy-

bierzmy x̃∗i0 ∈ (extBX∗)
′ taki, »e ‖x̃∗i0‖ = ‖x∗i0‖ > r∗(X)− ε. Zde�niujmy teraz przestrze« Yi0

w taki sposób, »e skªadnik o numerze i0 w X =
(∑∞

i=1Wx∗i

)
c0

zast¦pujemy przez Wx∗i0
/‖x∗i0‖

.

Zauwa»my, »e ze Stwierdzenia 4.4.16, istnieje taka przestrze« Banacha Z, »e d(Yi0 , Z) = 0
i c ⊂ Z. Z Twierdzenia 4.4.3 wynika, »e `1 nie ma σ(`1, Z)-WPS. Ponadto zauwa»my, »e

d(X, Yi0) ¬ d(Wx∗i0
,Wx∗i0

/‖x∗i0‖
).

Korzystaj¡c z Przykªadu 3.2.4 otrzymujemy

d(Wx∗i0
,Wx∗i0

/‖x∗i0‖
) = ln

3− ‖x∗i0‖
1 + ‖x∗i0‖

.

W konsekwencji,

d(X, Yi0) ¬ ln
3− ‖x∗i0‖
1 + ‖x∗i0‖

< ln
3− r∗(X) + ε

1 + r∗(X)− ε
.

Przechodz¡c z ε→ 0 dostajemy

η∗F(X) ¬ ln
3− r∗(X)
1 + r∗(X)

,

co ko«czy dowód. Przypadek, gdy X =
(∑n

i=1 Wx∗i

)
`n∞
, gdzie x∗i ∈ B`1 , i = 1, . . . , n, dowodzi

si¦ w analogiczny sposób.
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Zauwa»my, »e ze Stwierdzenia 4.4.14, `1 ma prawie stabiln¡ σ(`1,We∗)-WPS wtedy i tylko
wtedy, gdy ‖e∗‖ < 1. Ponadto Stwierdzenie 4.4.4 i Twierdzenie 2.2.3 pokazuj¡, »e dla ka»dego
e∗ ∈ S`1 takiego, »e `1 ma σ(`1,We∗)-WPS, warstwa [We∗ ] zawiera hiperpªaszczyzn¦Wx∗ tak¡,
»e `1 nie ma σ(`1,Wx∗)-WPS (patrz równie» Uwaga 4.4.17). W zwi¡zku z tym w kontek±cie
metryki ±cie»kowej w H/∼ de�nicja prawie stabilnej sªabej∗ wªasno±ci punktu staªego jest
bardziej stosowna ni» de�nicja sªabej∗ wªasno±ci punktu staªego. Wobec tego, dla dowolnej
warstwy [We∗ ] ∈ H/∼ takiej, »e `1 ma prawie stabiln¡ σ(`1,We∗)-WPS, wprowad¹my now¡
staª¡:

ηpath
H/∼([We∗ ]) = sup{η ­ 0 : [Wx∗ ] ∈ H/∼, dpath

H/∼([We∗ ], [Wx∗ ]) ¬ η ⇒ `1 ma p. s. σ(`1,Wx∗)-WPS}.

Wyznaczymy teraz dokªadne warto±ci tej staªej.

Twierdzenie 4.4.20 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla dowolnego e∗ ∈ intB`1

mamy

ηpath
H/∼([We∗ ]) = 2 ln

2
1 + ‖e∗‖

.

Dowód. Twierdzenie jest konsekwencj¡ Stwierdzenia 4.4.14 i Wniosku 4.3.15 dla r = 1.

Podobnie jak w przypadku staªej stabilno±ci sªabej∗ wªasno±ci punktu staªego, równie»
i tutaj mo»emy uogólni¢ nasze badania na szersz¡ klas¦ przestrzeni. Dla dowolnej warstwy
[X] ∈ F/∼ takiej, »e `1 ma prawie stabiln¡ σ(`1, X)-WPS, zde�niujmy nast¦puj¡c¡ staª¡:

ηpath
F/∼([X]) = sup{η ­ 0 : [Y ] ∈ F/∼, dpath

F/∼([X], [Y ]) ¬ η ⇒ `1 ma p. s. σ(`1, Y )-WPS}.

Twierdzenie 4.4.21 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla ka»dej warstwy [X] ∈ F/∼
takiej, »e `1 ma prawie stabiln¡ σ(`1, X)-WPS mamy

ηpath
F/∼([X]) = 2 ln

2
1 + r∗(X)

.

Dowód. W ±wietle Stwierdze« 4.4.15, 4.4.16 i 4.3.20 otrzymujemy

ηpath
F/∼([X]) ­ 2 ln

2
1 + r∗(X)

.

Rozwa»my teraz dwa przypadki. Je»eli r∗(X) = 0, to X = c0. Z Wniosku 4.3.21 dla dowolnej
[Y ] ∈ F/∼ mamy dpath

F/∼([c0], [Y ]) = 2 ln(1+r∗(Y )). Ponownie korzystaj¡c ze Stwierdze« 4.4.15
i 4.4.16 otrzymujemy ηpath

F/∼([c0]) = ln 4.

Przejd¹my teraz do przypadku, gdy r∗(X) > 0. Przyjmijmy, »e X =
(∑∞

i=1Wx∗i

)
c0
, gdzie

x∗i ∈ B`1 , i ∈ N. Dla dowolnego ε ∈ (0, r∗(X)) w dokªadnie ten sam sposób jak w dowodzie
Twierdzenia 4.4.19 skonstruujmy przestrze« Yi0 . Ze Stwierdzenia 4.4.16, `1 nie ma prawie
stabilnej σ(`1, Yi0)-WPS. Nast¦pnie przez Xt oznaczmy przestrze« X =

(∑∞
i=1 Wx∗i

)
c0
, w któ-

rej skªadnik o numerze i0 zast¦pujemy przez Wtx∗i0
dla t ∈ [1, 1/‖x∗i0‖] oraz okre±lmy krzyw¡

γ : [1, 1/‖x∗i0‖] → F/∼ wzorem γ(t) = [Xt]. Niech 1 ¬ t1 < t2 ¬ 1/‖x∗i0‖ b¦d¡ dowolnie
wybrane. Na±laduj¡c metod¦ rozumowania z Lematu 4.3.11 otrzymujemy oszacowanie:

dF/∼(γ(t1), γ(t2)) = d (Xt1 , Xt2) ¬ d(Wt1x∗i0
,Wt2x∗i0

) = ln
(

1 + 2t2‖x∗i0‖ − t1‖x
∗
i0
‖

1 + t1‖x∗i0‖

)

¬
2‖x∗i0‖

1 + t1‖x∗i0‖
· |t2 − t1| ¬

2‖x∗i0‖
1 + ‖x∗i0‖

· |t2 − t1|.
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St¡d γ jest lipschitzowska i wobec tego prostowalna. Dla dowolnego n ∈ N, rozwa»my na-

st¦puj¡cy podziaª przedziaªu [1, 1/‖x∗i0‖]: t
n
k = 1 + k

n

(
1
‖x∗i0‖

− 1
)
, k = 0, 1, . . . , n. Z oblicze«

z Lematu 4.3.11 otrzymujemy

L(γ) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

dF/∼
(
γ
(
tnk+1

)
, γ (tnk)

)
= lim

n→∞

n−1∑
k=0

d
(
Xtn

k+1x
∗
i0
, Xtn

k
x∗i0

)

¬ lim
n→∞

n−1∑
k=0

d
(
Wtn

k+1x
∗
i0
,Wtn

k
x∗i0

)

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

ln


1 + 2‖x∗i0‖

(
1 +

1
‖x∗
i0
‖−1

n
(k + 1)

)
− ‖x∗i0‖

(
1 +

1
‖x∗
i0
‖−1

n
k

)

1 + ‖x∗i0‖
(

1 +
1

‖x∗
i0
‖−1

n
k

)


= 2 ln
2

1 + ‖x∗i0‖
.

Wobec tego dpath
F/∼([X], [Yi0 ]) ¬ 2 ln 2

1+‖x∗i0‖
< 2 ln 2

1+r∗(X)−ε . Przechodz¡c do granicy z ε → 0,
otrzymujemy

ηpath
F/∼([X]) ¬ 2 ln

2
1 + r∗(X)

,

co ko«czy dowód. Przypadek, gdy X =
(∑n

i=1 Wx∗i

)
`n∞

dla x∗i ∈ B`1 , i = 1, . . . , n, jest analo-
giczny, wi¦c go pomijamy.

Uwaga 4.4.22. Warto zwróci¢ uwag¦ na to, jak staªe stabilno±ci mog¡ si¦ od siebie ró»ni¢
w zale»no±ci od tego, w obr¦bie której klasy przestrzeni si¦ poruszamy. Jako przykªad po-
równajmy staªe stabilno±ci dla przestrzeni c0. Z Twierdzenia 4.4.12 wynika, »e γ∗(c0) = ln 2,
podczas gdy z Twierdze« 4.4.13, 4.4.18 i 4.4.19 otrzymujemy η∗(c0) = η∗H(c0) = η∗F(c0) = ln 3.
Z drugiej strony, w przypadku staªej stabilno±ci opartej na metryce ±cie»kowej, ηpath

H/∼([c0]) =
ηpath
F/∼([c0]) = ln 4 (patrz Twierdzenia 4.4.20-4.4.21).
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