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Wstep

Izomorficzna teoria przestrzeni Banacha stanowi niewatpliwie jeden z klasycznych obsza-
row badan analizy funkcjonalnej. Istotng czescia tych badan sa proby oszacowania dystorsji
izomorficznych wlozen, a w szczegblnosci uzyskania doktadnych wartosci odleglosci Banacha-
-Mazura pomiedzy wybranymi izomorficznymi przestrzeniami Banacha. Tematyka ta zostata
zainicjowana przez Stefana Banacha w stynnej monografii [6]. Mianowicie zdefiniowal on wiel-
kos¢ zwang dzisiaj odlegtoscig Banacha-Mazura oraz wprowadzit §cisle zwigzane z nig pojecie
przestrzeni prawie izometrycznych. Przypomnijmy, ze dla przestrzeni Banacha X i Y, prze-
ksztatcenie liniowe T : X — Y nazywane jest izomorficznym wlozeniem, jesli istnieja a,b > 0
takie, ze dla kazdego x € X

allall < 7)) < blle].

Dystorsja izomorficznego wlozenia T : X — Y nazywamy liczbe ||T|||| 77|, gdzie T!
oznacza operator odwrotny do izomorfizmu 7' dzialajacego ze zbioru X na jego obraz T'(X),
natomiast odlegtosciag Banacha-Mazura pomiedzy izomorficznymi przestrzeniami Banacha X
i Y nazywamy liczbe

d(X,Y) = inf {ln (||T|| ||T_1||) : T jest izomorfizmem z X na Y}.

W przypadku, gdy d(X,Y) = 0, przestrzenie X i Y nazywamy prawie izometrycznymi.
Przedmiotem wspomnianej wczedniej $ciezki badan sg w szczegdlnosci pewne klasy przes-
trzeni Banacha okreslanych mianem przestrzeni Lindenstraussa. Przypomnijmy, ze przestrzen
Banacha X nazywamy przestrzenig Lindenstraussa lub L;-predualna, jezeli jej dualna X* jest
izometrycznie izomorficzna z przestrzenia L (u) dla pewnej miary p. Mozemy wyroznié kilka
klas przestrzeni Banacha, ktore maja te wlasnosé. Nalezg do nich chociazby przestrzenie
Co(K), gdzie K jest lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa i Cy(K') oznacza przestrzen Ba-
nacha wszystkich funkcji ciggtych f : K — R znikajacych w nieskonczonosci, wyposazong
w norme supremum. W szczegolnosci, gdy K jest zwarta przestrzenia Hausdorffa, przestrzen
Co(K) zwyczajowo oznaczamy przez C(K). Nalezy podkresli¢, ze wlasnie ta klasa przes-
trzeni byta dotychczas gléwnym obiektem badan w kontekscie odleglosci Banacha-Mazura
w obrebie Li-predualnych (patrz rozdzial 2). W przedlozonej rozprawie zajmiemy sie ba-
daniem wspomnianych zagadnien w przypadku innych podklas Li-predualnych. Mianowicie
bedziemy rozwazaé¢ przyklady przestrzeni z klas szerszych niz wspomniana klasa przestrzeni
Co(K), tj. M przestrzeni oraz G przestrzeni. Klasy te zostana omoéwione w rozdziale pierw-
szym. Przedmiotem naszych rozwazan bedzie réwniez rodzina przestrzeni A(S), gdzie A(S)
oznacza przestrzeni Banacha funkcji afinicznych i cigglych na sympleksie Choqueta S, wy-
posazona w norme supremum. Nalezy podkresli¢, ze klasa ta jest §cisle wieksza od klasy



przestrzeni C(K) (patrz Przyklad 1.0.6). Klasa przestrzeni A(S) zastynela z fundamentalne;
roli jaka odegrala w teorii zwanej obecnie teoriag Choqueta. Do jej kluczowych wynikéw na-
leza twierdzenie Choqueta-Bishopa-de Leeuw oraz twierdzenie Choqueta-Meyera. Obszerne
omo6wienie zagadnien tej teorii mozemy znalez¢ w monografii [54]. Niedawno okazalo sie, ze
klasa przestrzeni A(S) odgrywa wazna role rowniez w metrycznej teorii punktow statych.
Oto6z, jezeli X jest osrodkowa Li-predualna, to X* nie ma stabej* wlasnosci punktu statego
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z pewna nieskon-
czenie wymiarowa przestrzenia A(S) (patrz [20]); przestrzen X* ma staba® wlasnosé¢ punktu
statego (w skrocie o(X*, X)-WPS), jesli dla kazdego niepustego, wypuktego, stabo* zwar-
tego podzbioru C' tej przestrzeni, kazde nieoddalajace przeksztalcenie (tj. przeksztalcenie
T :C — C takie, ze ||T(x) — T(y)|| < ||z — y| dla dowolnych z,y € C) ma punkt staly.
Nalezy podkresli¢, ze w powyzszej charakteryzacji przestrzen A(S) nie moze by¢ zastapiona
przez zadna z przestrzeni C'(K). Ponadto okreslenie “ilorazowa” nie moze zosta¢ zastapione
okresleniem “podprzestrzen”. Klasa przestrzeni A(S) odgrywa kluczowa role rowniez w teorii
przestrzeni wieloSciennych w kontekscie charakteryzacji przestrzeni Banacha majacych wias-
no$¢ rozszerzania dla operatorow zwartych. Przypomnijmy, ze wielo$cienng okreslamy taka
przestrzen Banacha X, dla ktorej domknieta kula jednostkowa dowolnej skoniczenie wymia-
rowej podprzestrzeni przestrzeni X jest wielo$cianem (tzn. ma skoriczona liczbe punktow
ekstremalnych); natomiast mowimy, ze przestrzen Banacha X ma wlasnosé rozszerzania dla
operatorow zwartych (w skrocie WROZ), jesli dla dowolnych przestrzeni Banacha Y C Z,
kazdy operator zwarty T : Y — X dopuszcza zwarte rozszerzenie T : Z — X z ||T|| = || T
Mianowicie okazuje sie, ze nieskoriczenie wymiarowa Li-predualna X ma WROZ wtedy i tylko
wtedy, gdy X nie zawiera izometrycznej kopii zadnej nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni
A(S). Wynik ten stanowi jeden 7z gltéwnych wynikow tej rozprawy (Twierdzenie 4.2.6). Do-
wod Twierdzenia 4.2.6 opiera sie na innej znanej charakteryzacji Li-predualnych majacych
WROZ (Twierdzenie 4.2.3) oraz najnowszym wyniku M. Zippina (Twierdzenie 4.2.4). Nalezy
podkresli¢, ze teoria przestrzeni wielo$ciennych w obrebie L;-predualnych zostata w ostatnich
latach znacznie przebudowana i rozwinieta (patrz [23, 22, 55]).

Niezwykle wazna w kontekscie badan bedacych przedmiotem przedtozonej rozprawy klasa
Ly-predualnych jest klasa H ztozona z ¢;-predualnych hiperplaszczyzn w przestrzeni c cig-
gow zbieznych. Przedstawia ona izometryczne modele wszystkich ¢;-predualnych, dla ktorych
standardowa baza w ¢, jest stabo* zbiezna. Klasa ta zostanie dokladnie omoéwiona w rozdziale
pierwszym. W tym miejscu wspomnimy jedynie, ze dla danego e* € ¢; takiego, ze ||e*|| < 1,
przez W« bedziemy oznaczaé¢ ¢q-predualng hiperpltaszczyzne w ¢, dla ktorej standardowa
baza w {1 = W[ jest stabo* zbiezna do e*. Do najprostszych przyktadoéw ¢;-predualnych
hiperptaszczyzn w ¢ mozemy zaliczy¢ przestrzen c oraz jej podprzestrzen ¢y ciagéw zbieznych
do zera. Klasa 'H odgrywa wazng role zarowno w teorii punktéw stalych, jak rowniez teorii
przestrzeni wielogciennych (patrz [19, 23, 22, 21, 55, 56, 20]), w tym wspomnianej wczesniej
charakteryzacji Li-predualnych majacych WROZ (Twierdzenie 4.2.6). Otéz wykazemy, ze
Ly-predualna X ma WROZ wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera izometrycznej kopii zadnej
hiperptaszczyzny W, zawierajacej element (1,1,1,...) € c.

Przedmiotem rozwazan w mojej rozprawie beda réwniez (7 -sumy proste oraz cp-sumy
proste /i-predualnych hiperptaszczyzn w c. Ich zbiér bedziemy oznaczaé przez F.

Nalezy rowniez wspomnie¢, ze w tej rozprawie istotng role odegraja Li-predualne X skla-
syfikowane na podstawie usytuowania stabych* punktow skupienia zbioru wszystkich punktow



ekstremalnych domknietej kuli jednostkowej w przestrzeni X*. Mianowicie bedziemy badac
Li-predualne X, dla ktorych (ext Bx-) C rBx- dla pewnego 0 < 7 < 1, tzn. zbior wszyst-
kich stabych* punktoéw skupienia zbioru wszystkich punktow ekstremalnych domknietej kuli
jednostkowej w przestrzeni X* jest zawarty w domknietej kuli o promieniu 0 < r < 1.
Przestrzenie te maja pewne klasyczne geometryczne wlasnosei (patrz [22, 21, 55]), w szcze-
gblnosci bedace przedmiotem naszego zainteresowania wieloscienno$é, wlasno$¢ rozszerzania
dla operatorow zwartych oraz staba* wtasnos¢ punktu statego.

Jak wspomnieliémy wczesniej, niniejsza rozprawa doktorska poswiecona jest badaniom
dotyczacym odlegtosci Banacha-Mazura pomiedzy wybranymi L;-predualnymi oraz pewnych
zastosowan uzyskanych wynikow.

Rozprawa sktada sie z czterech rozdzialow. Pierwsze dwa rozdziaty stuza wprowadzeniu
do zagadnien stanowiacych przedmiot rozprawy.

Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe definicje i fakty dotyczace wspomnianych wcze-
$niej, wybranych klas L;-predualnych.

Pierwsza czesé drugiego rozdziatu stanowi przeglad najwazniejszych wynikéw dotyczacych
odlegltosci Banacha-Mazura pomiedzy przestrzeniami Cy(K), natomiast druga czes¢ poswie-
cona jest zagadnieniu prawie izometrycznych ¢;-predualnych.

Kolejne dwa rozdziaty stanowia gtowna czes¢ mojej rozprawy. Prezentuja one serie nowych
wynikoéw, w tym czesé nieopublikowanych.

Rozdzial trzeci dotyczy izomorficznych wlozen oraz izomorfizméw pomiedzy pewnymi L;-
-predualnymi. Udowodnimy w nim, ze jezeli X jest nieskoriczenie wymiarowa L;-predualng
taka, ze (ext By+) C rBx- dla pewnego 0 < r < 1, to dla kazdego izomorficznego wlozenia
T 7z ¢ w X mamy
3—r
IL+r
(Twierdzenie 3.1.3). Ponadto wykazemy, ze dla kazdego r € (0, 1) oszacowanie to jest do-
ktadne (patrz Przyklad 3.1.9). Nastepnie udowodnimy ogélniejszy wynik, w ktorym przes-
trzen ¢ zostanie zastgpiona przez hiperptaszczyzne W,... Mianowicie pokazemy, ze jezeli
e* € By, i X jest nieskoriczenie wymiarowa Li-predualna taka, ze (ext BX*)' C rBx- dla
pewnego 0 < 7 < |le*||, to dla kazdego izomorficznego wlozenia T' z W« w X mamy

17T >

L+2]e*] —r
1+r

(Twierdzenie 3.2.1). Ponadto wykazemy, ze dla dowolnego 0 < r < 1 i dowolnej hiperptasz-
czyzny We. takiej, ze ||e*|| > r, powyzsze oszacowanie jest dokladne (patrz Przyktad 3.2.4).
W ostatniej czesci tego rozdzialu podamy nieopublikowany dotad wynik dotyczacy oszaco-
wania dystorsji dowolnego izomorfizmu z ¢-predualnej X na cg. Mianowicie wykazemy, ze
jezeli X jest ¢;-predualng izomorficzna z cg, to dla dowolnego izomorfizmu 7' : X — ¢y mamy

1T >

ITIHITH > 1+ 20" (X)),

gdzie r*(X) = inf{r > 0 : (ext Bx:) C rBx-} (Twierdzenie 3.3.1). Oszacowanie to jest
doktadne (patrz Uwaga 3.3.7).

W rozdziale czwartym zaprezentujemy kilka zastosowan wynikéw otrzymanych w roz-
dziale trzecim. Na poczatku sformutujemy wynik dotyczacy stabilnosci wielo$ciennosci w ob-
rebie Li-predualnych. Stanowi on, ze jezeli X jest nieskonczenie wymiarows L;-predualng



taka, ze (ext Bx-) C rBx- dla pewnego 0 < 7 < 1, Y jest Li-predualng izomorficzng z X
1d(X,Y) <In ‘;’—jr:, to Y jest przestrzenia wieloscienna (Wniosek 4.1.3). Nalezy podkresli¢,
ze oszacowanie to jest dokladne dla kazdego r € [0,1) (patrz Przyktad 3.1.9). Wynik ten
jest konsekwencja Twierdzenia 3.1.3 i znanego faktu, ze L;-predualna jest przestrzenia wielo-
Scienna wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera izometrycznej kopii przestrzeni ¢ (Twierdzenie
4.1.2). Warto zaznaczy¢, ze badanie stabilnosci wlasnoSci wielosciennosci w obrebie wszyst-
kich przestrzeni Banacha jest bezprzedmiotowe (patrz Uwaga 4.1.4).

Nastepnie podamy analogiczny wynik dotyczacy stabilnosci wlasnosci rozszerzania dla
operatorow zwartych. Wykazemy, ze jezeli X jest nieskonczenie wymiarowa L;-predualng
taka, ze (ext Bx+) C rByx- dla pewnego 0 < 7 < 1, Y jest Li-predualng izomorficzng z X
1d(X,Y) <In f—;:, to Y ma WROZ (Twierdzenie 4.2.8). W tym celu, wraz z Twierdzeniem
3.1.3 wykorzystana zostanie nowa, wyzej wspomniana charakteryzacja Li-predualnych maja-
cych WROZ (Twierdzenie 4.2.6). Warto podkresli¢, ze oszacowanie uzyskane w Twierdzeniu
4.2.8 jest dokladne dla kazdego r € [0,1) (patrz Przyklad 3.1.9). Przypomnijmy, ze kazda
przestrzen Banacha majaca WROZ musi by¢ wieloscienng Li-predualng [45], wobec czego
badanie stabilno$ci WROZ w obrebie L;i-predualnych jest naturalne.

W dalszej czesci rozprawy zajmiemy sie badaniem topologicznych i metrycznych wlasnosci
przestrzeni (H,d), gdzie d oznacza odlegtosé Banacha-Mazura, przy czym utozsamiamy ze
soba prawie izometryczne hiperplaszczyzny. Wykazemy, ze przestrzen (H,d) jest homeomor-
ficzna z przestrzenia (K, dy, ), gdzie

K={xel |z <liz(i)>az(+1) >0 dla wszystkich i € N}

ide(z,y) = ||z —y| = X2, |2(i) — y(i)| dla wszystkich x,y € K (Twierdzenie 4.3.1). Za-
uwazmy, ze z Twierdzenia 4.3.1 mozemy natychmiast wywnioskowa¢ pewne topologiczne
wlasnosci przestrzeni (H, d). Oto6z nietrudno zauwazyé, ze przestrzen K jest osrodkowa i nie
jest lokalnie zwarta w zadnym punkcie (patrz Uwaga 4.3.8), a wobec tego H rowniez. Nastep-
nie, poniewaz zbiér K jest wypukly, Twierdzenie 4.3.1 pokazuje, ze przestrzen H jest Sciaggalna
oraz ilustruje mnogos¢ $ciezek w przestrzeni H taczacych jej dwa dowolne elementy. W kolej-
nej czesci rozdzialu podamy konstrukcje homotopii $ciggajacej H do c¢g wzdtuz najkrotszych
sciezek w H oraz policzymy dlugosé kazdej z nich (Twierdzenie 4.3.9). W szczegolnosci wy-
kazemy, ze najkrotsza krzywa w ‘H laczaca c z cg ma diugos¢ In4. Nalezy podkresli¢, ze
w dowodzie Twierdzenia 4.3.9 wykorzystamy uzyskane przez nas wyniki dotyczace doktad-
nych oszacowan dystorsji izomorficznych wtozen wraz z przyktadami optymalnych izomor-
fizmow pomiedzy odpowiednimi ¢;-predualnymi hiperptaszczyznami w ¢ (Twierdzenie 3.2.1
i Przykiad 3.2.4).

Ostatnia cze$é¢ rozdzialu czwartego poswiecona jest zagadnieniu stabilno$ci stabej* wtas-
no$ci punktu statego w obrebie /1-predualnych. W tej czesci pracy podamy doktadne wartosci
statych stabilnosci dla stabej* wlasnosci punktu statego w klasie H (Twierdzenie 4.4.18) oraz
w klasie F (Twierdzenie 4.4.19). Nastepnie wprowadzimy nowa stala stabilnosci oparta na
metryce $ciezkowej i podamy dokladne wartosci tej statej w przypadku przestrzeni (H,d)
(Twierdzenie 4.4.20) oraz (F,d) (Twierdzenie 4.4.21).

Ponadto niniejsza rozprawa zawiera liczne przyktady i rysunki ilustrujace omawiane za-
gadnienia.

W rozprawie uzywamy standardowych oznaczen. Dla zadanej nieskoniczenie wymiarowej
rzeczywistej przestrzeni Banacha X symbolami By i Sy oznaczamy, odpowiednio, domknietg
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kule jednostkowq i sfere jednostkowq w X. Przez X* oznaczamy przestrzen dualng (sprzezong)
do X. Jedli A C X, to A, int A, conv A, lin A oraz ext A oznaczaja, odpowiednio, domkniecie
zbioru A w X, wnetrze zbioru A, otoczke wypuktq zbioru A, otoczke liniowq zbioru A oraz
zbior wszystkich punktéw ekstremalnych zbioru A. Jedli A C X*, to przez A" oznaczamy
stabe* domkniecie zbioru A, natomiast przez A’ zbidr wszystkich siabych* punktow skupienia

zbioru A :
A={oeXx :a e (A\{z )}

Jezeli A C X*, to L A oznacza anihilator zbioru Aw X. Jesli f € X*, to przez ker f oznaczamy
jadro funkcjonatu f tzn. ker f = {z € X : f(z) = 0}. Mowimy, ze (domknieta) podprzestrzen
Y przestrzeni X jest hiperptaszczyzng w X, jes§li Y = ker f dla pewnego f € Sx-. Ponadto
dla « € Sx, przez D(x) oznaczamy zbior

D(z) ={az" € Sx« : 2*(x) = 1}.

Fakt, ze X zawiera izometryczna kopie przestrzeni Y zapisujemy jako Y C X. Jesli X jest
izometrycznie izomorficzna z Y, to piszemy X =Y.

Niech (€2, A, i) bedzie przestrzenia z miara. Przez L(Q2, A, 1) (lub krocej Ly(u)) rozu-
miemy przestrzen klas rownowaznosci funkcji mierzalnych f : Q — R takich, ze [, | fldp < oo,
ze wzgledu na relacje rownosci prawie wszedzie, z norma

1= [ 171dp
Q

Przypomnijmy, ze punkty ekstremalne kuli By, ) sa postaci A- x4 p.w., gdzie A jest atomem
miary u, x4 jest funkcja charakterystyczna zbioru A oraz A jest taka liczba rzeczywista, ze
Al = p(A)

Nastepnie przez Lo (€2, A, 1) (lub krocej Lo (1)) oznaczamy przestrzen klas rownowazno-
Sci funkeji mierzalnych f : Q — R istotnie ograniczonych tj. takich, ze sup e\ 4 |f(2)| < 00
dla pewnego zbioru A € A takiego, ze p(A) = 0. Norme w przestrzeni L. (u) okresla sie jako
supremum istotne funkcji f w Q tj.

|fIl =supess|f(z)| =inf{k >0:|f(z)| <k dla p.w. x € Q}.
€N

Oczywiscie ext Br_ () = {f € Loo(p) : | f(z)] = 1 dla p.w. x € Q}.

W przypadku, gdy dla zadanego zbioru I' przyjmiemy, ze u jest miara liczaca w tym zbio-
rze, to zamiast Ly(T,2", 1) i Loo(T, 2", ) piszemy odpowiednio ¢1(T") oraz (. (T). Warto
nadmieni¢, ze przestrzen ¢;(I') mozemy utozsamia¢ z przestrzenia wszystkich elementow
x = (2(7))yer takich, ze 3 o |z(7)| < oo, przy czym tylko co najwyzej przeliczalnie wiele
sktadnikow jest niezerowych, z norma

]l = >_ lz(+)

vel

Natomiast przestrzeni (o (I') mozemy utozsamia¢ z przestrzenia wszystkich elementow z =
((7y))~er takich, ze SUp, e |z(7)| < 00, z norma

|z = SupIJC( )|
~yel'

5



W szcezegolnosci, gdy I' = N, £1(N) i £ (N) oznaczamy odpowiednio przez ¢, oraz lo.

Dla dowolnego v € T element eX € (,(I') okreslamy przez eX(j) = 9, ;, gdzie 6,; = 1,
gdy j =y oraz d,; =0, gdy j € I'\ {7v}. W szczegdlnosci, w przypadku przestrzeni ¢4, (e})
oznacza jej standardowa baze Schaudera. Warto odnotowac, ze ext By, (r) = {iei; vy eTl}
oraz ext By vy = {(@(7))yer € l(I") : |x(7)| = 1 dla wszystkich v € T'}.

Przypomnijmy, ze (¢1(I"))* = ¢ (I"). Mianowicie dla dowolnego funkcjonatu f € (¢1(I"))*
istnieje dokltadnie jeden element y = (y(7)) er € foo(I') taki, ze

vyel

dla dowolnego z = (2(7))yer € &1(T) i ||f]| = [lyll = sup,er |y(7)|. Odwzorowanie ¢ : f +— y
jest izometrycznym izomorfizmem przestrzeni (¢1(I'))* na przestrzen (o (I).

Niech Xj,...,X, beda przestrzeniami Banacha. Przez (7 -sume prostq przestrzeni
Xi,...,X,, oznaczana symbolem (37, X;),,, rozumiemy przestrzen Banacha wszystkich
n-krotek x = (x1,...,x,) takich, ze x; € X; Adai=1,...,n, wyposazong w norme maksi-
mum

Izl = max [l

W pewnych przypadkach na oznaczenie £ -sumy proste]j przestrzeni X i Xo, bedziemy sto-

sowac¢ zapis X; @ Xy. Odpowiednio przez (7-sume prostq przestrzeni Xi,...,X,, oznaczang
symbolem (-7, Xi)é?, rozumiemy przestrzeni Banacha wszystkich n-krotek = = (x1,...,x,)
takich, ze x; € X; dlai=1,...,n, wyposazong w norme

n
el = > [l x, -
i=1
Jezeli (X;);en jest ciagiem przestrzeni Banacha, to przez co-sume prostq przestrzeni (X;)ien,
oznaczang symbolem (3272, X;), , rozumiemy przestrzen Banacha wszystkich ciagow = =
(w;)ien takich, ze z; € X; dla kazdego i € N oraz lim ||z;||y. = 0, wyposazona w norme
1—00 o

maksimum

i) = mas ],

Natomiast {,-sume prostq przestrzeni (X;)ien, oznaczang symbolem (322, X;), , definiujemy
jako przestrzen Banacha wszystkich ciagow © = (x;);en takich, ze z; € X; dla kazdego i € N
oraz (||zil x,)ien € €1, wyposazona w norme

oo
EEDIEA
i=1




Sktadam serdeczne podziekowania mojemu promotorowt dr. hab. fukaszowi Piaseckiemu
za wysitek wtozony w maj rozwoj naukowy, niezliczone godziny inspirujgcych rozmow o mate-
matyce, zyczliwo$cé © wyrozumiato$é. Pragne rowniez podziekowac za wsparcie udzielone pod-
czas pisania niniejszej rozprawy, w tym niezwykle trafne komentarze v sugestie, ktore przy-
czynity sie do powstania finalnego jej ksztattu.

Serdecznie dziekuje moim rodzicom 1 bratu za niezachwiang wiare we mmnie i wsparcie
w podgzaniu za marzeniami.






ROZDZIAL 1

Przyktady L1-predualnych

Rzeczywista przestrzein Banacha X nazywamy Li-predualng (lub przestrzenia Linden-
straussa), jezeli X* = Lqi(u) dla pewnej miary p. W przypadku, gdy X* = ¢;, X nazy-
wamy {;-predualng. Do najbardziej znanych ¢;-predualnych naleza przestrzenn ¢ wszystkich
ciggow zbieznych oraz jej podprzestrzen ¢y wszystkich ciagéow zbieznych do zera, wyposazone
w norme supremum. Kolejne przyktady ¢;-predualnych mozemy uzyskac rozwazajac ¢ -sumy
proste oraz cy-sumy proste tych przestrzeni.

W rzeczywisto$ci wspomniane przyklady /¢;-predualnych sa elementami szerszej klasy
przestrzeni Cy(K), jednych z najwazniejszych i dotychczas najczesciej studiowanych w lite-
raturze przestrzeni Lindenstraussa. Przypomnijmy, ze jeSli K jest lokalnie zwarta przestrze-
nia Hausdorffa, to przez Cy(K) rozumiemy przestrzen Banacha wszystkich funkcji ciaglych
f: K — R znikajgcych w nieskoniczono$ci, wyposazong w norme supremum

If[I = sup | f(x)|;
zeEK

moéwimy, ze funkcja f : K — R znika w nieskoniczono$ci, jedli dla kazdego € > 0 zbidr
{z € K :|f(x)| > e} jest zwarty. Zauwazmy, ze jezeli K jest zwartg przestrzenig Hausdorffa,
to dowolna funkcja cigglta f : K — R znika w nieskoriczonosci, poniewaz dla dowolnego
€ > 0 zbior {z € K : |f(x)| > e} jest domknietym podzbiorem zbioru K i w konsekwencji
zbiorem zwartym. Zatem, jezeli K jest zwarty, to Co(K) jest przestrzenia wszystkich funkcji
ciagltych f : K — R i wobec tego w tym przypadku bedziemy pisa¢ C(K) zamiast Co(K).
Do klasy przestrzeni Cy(K) naleza wspomniane przestrzenie c i cg, jak réwniez przestrzen (o,
czy co(I'), gdzie przez co(I') rozumiemy podprzestrzen ztozong z tych elementow x € (o ('),
dla ktorych zbior {y € T : |z()| > €} jest skonczony dla dowolnego € > 0. Rzeczywiscie, jesli
przyjmiemy, ze I' jest dowolnym zbiorem z topologia dyskretna, to przestrzen Cy(I') mozemy
izometrycznie utozsamia¢ z przestrzenia co(I'). W szczegolnosci, dla I' = N. otrzymujemy
Co(N) = ¢(N) = ¢o. Ponadto, jezeli dla zbioru liczb naturalnych N z topologia dyskretna
rozwazymy jednopunktowe uzwarcenie Aleksandrowa N* lub uzwarcenie Cecha-Stone’a AN,
to C'(N*) mozemy izometrycznie utozsamiaé z przestrzenia ¢, natomiast przestrzen C(GN)
z ls. Do waznych przyktadow przestrzeni Co(K) naleza przestrzenie Co([1,«)) i C([1, a]),
gdzie « jest liczba porzadkowa i przez [1,«) (odpowiednio [1,a]) rozumiemy zbiér wszyst-
kich liczb porzadkowych A takich, ze 1 < A < a (odpowiednio 1 < A < «), wyposazony
w topologie porzadkowa. Ponadto symbolem w oznaczamy pierwsza nieskonczong liczbe po-



rzadkowa. Zauwazmy, ze przestrzenie Cy([1,wn)), gdzie n € N oraz Cy([1,w?)) mozemy izo-
metrycznie utozsamia¢ odpowiednio z (co oYt c)ﬁn oraz (372, ¢),, . Zauwazmy rowniez,

ze C([1,wn]) = (X7 ¢),n dla kazdego n € N. Dla kompletno$ci rozwazaii warto wspomnie¢,
ze (' -sumy proste oraz coz—sumy proste przestrzeni cq sa izometrycznie izomorficzne 7z c.
Szersza niz wspomniana klasa przestrzeni Co(K) jest klasa M przestrzeni i ogélniej G
przestrzeni. Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X nazywamy M przestrzenia, jezeli moze
by¢ przedstawiona w nastepujacy sposob (patrz |36]): istnieja zwarta przestrzen Hausdorffa
K, zbior indeksow I oraz zbior A trojek {k} k% Notaer 2z kL K2 € K i A\, > 0 takie, ze
X jest zbiorem wszystkich funkcji f € C(K) speliajacych warunek f(kl) = \,f(k2) dla
wszystkich a € I. Jezeli w powyzszej charakteryzacji przyjmiemy, ze A\, moze by¢ dowolng
liczba rzeczywisty, to otrzymamy definicje G przestrzeni (patrz [43]). Aby pokaza¢, ze do-
wolna przestrzen Cy(K) jest M przestrzenia wystarczy rozwazy¢ jednopunktowe uzwarcenie
K* przestrzeni K, K* = K U {ky}, gdzie k, ¢ K. Wtedy dla ustalonego k; € K, zbior
{f € C(K*) : f(kso) = 0- f(k1)} jest M przestrzenia izometrycznie izomorficzng z Cy(K).
Uzasadnienie faktu, ze dowolna G przestrzen jest Li-predualng mozemy znalez¢ w [45]. Dla
kompletnosci rozwazan prowadzonych w dalszej czeéci pracy przywolajmy jej charakteryza-

cje.

Twierdzenie 1.0.1 (J. Lindenstrauss, D. E. Wulbert [46]). Przestrzeri Banacha X jest G
przestrzeniq wtedy © tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,y € X istnieje u € X taks, ze

2*(u) = max{a* (x), *(y), 0} + min{a* (x), 2" (y), 0} (L.1)
dla kazdego x* € ext Bx-.

Kolejnymi rozwazanymi przez nas L;-predualnymi bedg przestrzenie A(S). Przez A(S)
oznaczamy przestrzen Banacha wszystkich funkcji afinicznych i ciagltych na sympleksie Cho-
queta S i o warto$ciach rzeczywistych, wyposazona w norme supremum. Przypomnijmy, ze
niepusty, zwarty, wypuktly podzbior S lokalnie wypuktej przestrzeni liniowo-topologicznej E
nazywamy sympleksem Choqueta, jezeli przy wilozeniu F jako hiperplaszczyzny E x {1}
w przestrzen E x R stozek

S={ar € ExR:zeScCEx{l},a>0}

generowany przez S transformuje E x R w przestrzen czeSciowo uporzadkowang, w taki
sposob, ze S — S jest krata wektorows (patrz [54, rozdzial 10]). Zauwazmy, ze w przypadku
przestrzeni skoniczenie wymiarowych definicja sympleksu Choqueta pokrywa sie z klasyczng
definicja sympleksu. Fakt, ze przestrzen A(S)* = Li(u) dla pewnej miary p mozna znalezé
w [7].

Wracajac do rozwazan kluczowych dla mojej rozprawy nalezy zwroci¢ uwage na relacje
jaka ma klasa przestrzeni A(S) z wczesniej wspomniang klasa przestrzeni C(K). Miano-
wicie, jezeli K jest zwarta przestrzenia Hausdorffa, to przestrzen C(K) jest izometrycznie
izomorficzna z przestrzenia A(S), gdzie S jest stabo* zwartym, wypuklym zbiorem wszyst-
kich miar probabilistycznych na podzbiorach borelowskich zbioru K (patrz [40]). Wobec tego
klasa przestrzeni C'(K) zawiera sie w klasie przestrzeni A(S), nalezy jednak podkresli¢, ze ta
druga jest od niej $cisle wieksza (patrz Przyktad 1.0.6). Przywolamy teraz wazne i uzyteczne
charakteryzacje ich obu.
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Twierdzenie 1.0.2 (Z. Semadeni |57]). Li-predualna X jest przestrzeniq A(S) wtedy i tylko
wtedy, gdy ext Bx # ().

Twierdzenie 1.0.3 (J. Lindenstrauss [45]). Li-predualna X jest przestrzenig C(K) wtedy
i tylko wtedy, gdy zbidr ext Bx- jest stabo* domkniety oraz ext Bx # ().

Warto tutaj wspomniec, ze ext Bo(xy- = {£6), : k € K}, gdzie 6,(f) = f(k) dla dowolnego
f € C(K) (patrz [4]) oraz ext Bexy = {f € C(K) : |f(z)] = 1 dla wszystkich x € K}. Jezeli
X jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni C(K), to kazdy punkt ekstremalny kuli Bx-
jest postaci +0; dla pewnego k € K (patrz rozdzial V, §8, Lemat 6, [25]). Wobec tego z faktu,
ze A(S) C C(5), wynika ze kazdy punkt ekstremalny kuli Bagy- jest postaci +d5 dla pewnego
s € S. Ponadto, poniewaz funkcja stata f, rowna 1 na S, nalezy do przestrzeni A(S), wiec
(ext BA(S)* )/ - SA(S)* .

Nieskoriczenie wymiarowe przestrzenie A(S) odegrajg kluczowa role w charakteryzacji
przestrzeni Banacha majacych wlasnosé rozszerzania dla operatoréw zwartych (patrz Twier-
dzenie 4.2.6).

Dla kompletnosci rozwazan nalezy wspomnieé, ze nie ma relacji zawierania sie¢ pomiedzy
klasa M przestrzeni, czy ogblniej G przestrzeni, a klasa przestrzeni A(S). Mianowicie mozemy
znalez¢ M przestrzenie, czyli rowniez G przestrzenie, ktore nie sg przestrzeniami A(S) (patrz
Przyktad 1.0.7) oraz takie przestrzenie A(S), ktore nie sa G przestrzeniami (patrz Przyktad
1.0.6).

Podsumowujac dotychczasowe dywagacje, relacje pomiedzy wspomnianymi klasami przes-
trzeni mozemy zilustrowac za pomoca ponizszego diagramu, gdzie X — Y oznacza, ze kazda
przestrzen z klasy X nalezy réwniez do klasy Y. Bardziej szczegdétowy diagram mozna znalezé¢
w [46] czy [43].

Rysunek 1.1: Zalezno$ci pomiedzy wybranymi klasami L;-predualnych.
Nastepna klasa przestrzeni, ktéra odegra fundamentalng role w mojej rozprawie doktor-

skiej bedzie klasa ‘H wszystkich ¢;-predualnych hiperptaszczyzn w przestrzeni c. Dla dowol-
nego e* = (e*(1),e*(2),...) € {1 hiperptaszczyzne We« w ¢ definiujemy w nastepujacy sposob:

Wes = {x = (z(1),2(2),...) € c: lim z(i) = ie*(z)m(z)}

Nalezy zaznaczy¢, ze powyzej przedstawiona notacja hiperptaszczyzny w c¢ jest niewielka
modyfikacja notacji wprowadzonej wezesniej w pracy [18], w ktorej to hiperplaszcezyzne w ¢
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oznacza si¢ symbolem Wy i definiuje jako jadro funkcjonalu f € S, (patrz Uwaga 1.0.5).
Przyjmujac, ze e = (1,1,1,...) i e, = (0,...,0,1,0,0,...), gdzie 1 wystepuje na n-tym
miejscu, przypomnijmy, ze dla kazdego funkcjonatu f € ¢* istnieje doktadnie jeden element

y=@®w®w4=<ﬂ@—iﬂwj®%mmw>6&

taki, ze
f@zwkgr+z
dla dowolnego = = (2(1),2(2), ...) € ¢i |f]| = llyll = =, [y(3)].

Przywotamy teraz kluczowe informacje dotyczace hiperptaszczyzn w przestrzeni c.
Twierdzenie 1.0.4 (E. Casini, E. Miglierna, L. Piasecki [18]).
(i) W = {, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z nastepujgcych warunkdow:

(a) e* € By,

(b) lle*|l > 14 le*(é)| = 5(1 + |le*]|) dia pewnego i@ € N (hiperplaszczyzna spelniajgca
ten warunek jest izometryczna z przestrzeniq c).

(ii) Niech e* € By,. Wtedy

(a) Wee = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy |e*(i)] = 1 dla pewnego i € N.
(b) Wee = ¢y wtedy i tylko wtedy, gdy e* = (0,0,0,...).

(11i) Dla dowolnego e* € By, mamy Wi = {y, gdzie izometryczny izomorfizm ¢ : {4 — WZ
jest okreslony wzorem

=>_x(i)y(i)
i=1
dla kazdego y = (y(1),y(2),...) € {1 i kazdego x = (x(1),2(2),...) € Wes. Ponadto

e* U(fl,We*) e*

gdzie o(X*, X) oznacza stabg® topologiec na X* indukowang przez X.

(iv) Jezeli X jest {1-predualng takq, ze standardowa baza () w €y jest o({y, X)-zbiezna do
e*, to X = Wex.

Uwaga 1.0.5. Zauwazmy, ze
Wee =Wy =ker f = {x €c: f(1) limz(i)+ > fli+ 1)z(i) = O} :
e i=1

gdzie

f:< 1 —— e*(l)* L e*(2)* 7”'7_6*(21)*’“.> GSC*.
Lales] Tles]™ 1+ fle| L+ e
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Wobec tego przyjeta notacja We« dla hiperptaszczyzny w ¢ nie uwzglednia przypadku, gdy
f(1) = 0. Jednakze, majac na uwadze, ze

1
Wi = {, wtedy i tylko wtedy, gdy |f(i)] > 3 dla pewnego i € N
oraz fakt, ze
1
W; = c wtedy 1 tylko wtedy, gdy |f(7)| > 3 dla pewnego i > 2

(patrz [18, Twierdzenie 1.2|), z doktadnoscia do izometrii mozemy przyjac, ze
H={We.:e" € By}.

Klasa ‘H jest niezwykle bogata i réznorodna. Mozemy w niej odnalez¢ przyktady przes-
trzeni, ktore naleza do wspomnianych klas A(S), C(K), G czy M przestrzeni, a takze takie,
ktore nie naleza do zadnej z nich (ani zadnej z pozostaltych klas Li-predualnych omawianych
w pracy [46]). Uwagi te zilustrujemy teraz odpowiednimi przyktadami.

Przyklad 1.0.6. Rozwazmy przestrzen W.., gdzie e* = (%, 2%, 2%, . ) € Sy, . Zauwazmy, ze

(1,1,1,...) € ext By.., poniewaz (1,1,1,...) € ext B.. Zatem z Twierdzenia 1.0.2, W,- jest
przestrzenia A(S) dla pewnego sympleksu Choqueta S. Latwo zauwazy¢, ze w tym przypadku
mamy

S:{(y(l),y(Q),...)Gfl:iy(i)zl,y(i)20,i:1,2,...}.

Z drugiej strony, z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy (ext By~ ) = {+e*} ¢ ext By .
Z Twierdzenia 1.0.3 otrzymujemy, ze W,« nie jest przestrzenia C’(Ke). ’

Wykazemy teraz, ze W,« nie jest G przestrzenia. Rozwazmy x,y € W, postaci z =
(%, 2.3, ) iy= (1, -31,1,11 . ) Gdyby dla x i y istnial v = (u(1),u(2),...) € We
taki, ze rownos¢ (1.1) bylaby spelniona dla kazdego e}, € ext By, to

u(n) = max{x(n),y(n),0} + min{z(n),y(n),0}

dla dowolnego n € N. Wtedy u = (1, —i, 1, %, %7 %, e ), ale u ¢ Wes, sprzecznosé. Z Twier-
dzenia 1.0.1, W« nie jest G przestrzenia.

Warto tutaj wspomnieé, ze W« jest elementem waznej podklasy ¢;-predualnych hiper-
plaszczyzn w ¢ odgrywajacej kluczowa role w charakteryzacji przestrzeni Banacha majacych
wlasnosé rozszerzania dla operatorow zwartych (patrz Twierdzenie 4.2.6). Do podklasy tej
naleza ¢;-predualne hiperplaszczyzny w ¢ zawierajace element (1,1,1,...) € ¢, tzn. takie
przestrzenie Wy, ze * € Sy, 1 322, 2*(i) = 1 oraz wszystkie inne z nimi izometryczne (patrz
Stwierdzenie 2.2.2).

Przyklad 1.0.7. Rozwazmy hiperptaszczyzne W« z e* = (r,0,0,...)10 < r < 1. Zauwazmy,
ze ext By, = (). Rzeczywiscie, dla dowolnego = € Sy, mamy = = %y + %z, gdzie

1—|z(2)|
2

1—z(3)|
3

1—[z(4)]

(3)+ ]

Yy = <x(1),m(2)—|— ,x(4) + ,) € Bwy..,
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z = <$(1)7$(2) - 1_’;(2>’,$(3) — 1_’33;(3”,1'(4) — 1_‘5(4)‘

iy(i) # 2(i) dla kazdego i € {2,3, ...} takiego, ze |x(i)| # 1. Wobec tego W, nie jest przes-
trzenia A(S) i w konsekwencji nie jest przestrzenia C'(K). Zauwazmy roéwniez, ze z punktu
(iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy (ext By~ ) = {£e*} ¢ ext By~ (por. Twierdzenie 1.0.3).

Z drugiej strony tatwo Wywniosko;vaé, ze tak okreslona f/Ve* jest M przestrzenig. Miano-
wicie wystarczy zauwazyé, ze W = {x € C([l,w]) : z(w) = rz(1)}. Dodajmy rowniez, ze
zadna z tych przestrzeni nie jest przestrzenia Co(K) (patrz np. [44, Stwierdzenie 4.6|).

Nalezy podkresli¢, ze w dalszej czesci pracy wyznaczymy doktadne wartosci odlegtosci

Banacha-Mazura pomiedzy dowolnymi hiperptaszczyznami powyzszej postaci (patrz Przy-
ktad 3.1.9, Przyktad 3.2.4, Uwaga 3.2.6).

L

Przyklad 1.0.8. Rozwazmy przestrzen W, gdzie e* = (%, — 2%, —2%, . ) € Sy, . Poka-

N

zemy, ze ext By, = (. Wezmy dowolny x € Sy_,. Niech

y= <a:(1) " i(—w‘l N 2y LN gy 4 LRy 2RO )

oraz

. (x(l) N e R ) |

=2

Wtedy y, 2 € Bw.. iz = $y+32. Zauwazmy, ze y(i) # z(i) dla kazdego i € {2,3,...} takiego,
ze |x(i)| # 1, a poniewaz W~ nie zawiera elementu = € Sy, takiego, ze lim; . z(i) = %1,
wiec y # z. Wobec tego ext By, = 00 i w konsekwencji W, nie moze by¢ przestrzeniag A(S),
a zatem rowniez przestrzenia C'(K). Zauwazmy, ze z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy
(ext By~ )" = {&e"} ¢ ext By, (por. Twierdzenie 1.0.3).

Pokazemy teraz, ze W« nie jest G przestrzenia. Rozwazmy z,y € W,. takie, ze x =
(%,1,1,1,...) oraz y = (1,—%,0,%,%,%,...). Zalozmy, ze dla x i y istnieje taki u =
(u(1),u(2),...) € Wes, ze réwnos¢ (1.1) jest speniona dla kazdego e;, € ext By~ . Wtedy

u(n) = max{xz(n),y(n),0} + min{z(n),y(n), 0}

dla dowolnego n € N i w konsekwencji u = (%, %, 1,1,1,.. .), ale u & W, sprzecznosé
z zalozeniem. Z Twierdzenia 1.0.1, W« nie jest G przestrzenia.
W rzeczywisto$ci mozna pokazaé, ze powyzsza hiperplaszczyzna nie nalezy do zadnej

z klas L;-predualnych omawianych w [46].

Oprocz wspomniane]j klasy ¢;-predualnych hiperpltaszczyzn w ¢ obiektem naszego zain-
teresowania sa rowniez, odpowiednio, 7 -sumy proste oraz co-sumy proste tych przestrzeni.
Przyjmijmy teraz nastepujace oznaczenia. Dla dowolnego n € N potézmy

.’Fn:{(zwx:> ZSII:EB&,Z’:L...,H}.
i=1 oy
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Zauwazmy, ze w przypadku, gdy n = 1, zbiér F; pokrywa sie¢ ze zbiorem H. Nastepnie, niech

]-"OO:{<ZW$:> Zl‘rGBgl,Z’EN}.
i—1 o

F=Fo,ulJ Fu

neN

Ponadto przyjmijmy, ze

Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie przestrzenie nalezace do klasy F sa ¢;-predualnymi.

Warto zauwazy¢, ze chcace otrzymac kolejne przyktady Li-predualnych, nie musimy ogra-
nicza¢ sie do (7 -sum prostych oraz co-sum prostych ¢;-predualnych hiperplaszczyzn w c.
Mozemy konstruowa¢ odpowiednie sumy proste ze wszystkich wspomnianych do tej pory
Li-predualnych, np. A(S) & M.

W naszych rozwazaniach istotng role odegra réwniez inna klasyfikacja Li-predualnych X
oparta na usytuowaniu stabych* punktow skupienia zbioru ext Bx- (patrz [28]). Mianowicie
bedziemy rozwazaé L;- predualne X, dla ktoérych (ext Bx«) C rBx~ dla pewnego 0 < r < 1.
Oczywiscie (ext Bleo(ry) ) = {0}, wiec ¢o(I") (i w konsekwencji ¢y) nalezy do wspomnianej
klasy przestrzeni dla r» = 0. Z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4, dla dowolnej hiperptaszczyzny
W« € 'H mamy (ext BW;)/ = +e*. Wobec tego W.« nalezy do rozwazanej klasy przestrzeni

wtedy i tylko wtedy, gdy ||e*|| < 1. Nastepnie zauwazmy, ze jezeli X € F,, dla pewnego
n e {2,3, ce }, to X* = (Z:‘L:I El)g? = El oraz

(ext Bx-)' U{i , x;,0,...,0)}.
—_———

2—1 n—i

Natomiast, jezeli X € Fi, to X* = (3222, l1)s, = {4 oraz

(ext Bx-)' = {(0,0,...)} U f_j{i(o,...,o,x;,o,o,...)}.

i—1

Wobec tego (Z?:l sz‘)@ nalezy do rozwazanej klasy przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy

|lzF|| < 1 dla kazdego ¢ = 1,...,n. Podobnie ( ) WI) nalezy do rozwazanej klasy
i/ co
przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy sup,cy ||25]| < 1.
Na zakonczenie warto wspomnie¢, ze istnieje charakteryzacja przestrzeni Banacha beda-
cych Li-predualnymi podana przez E. Michaela i A. Pelczynskiego [50] oraz A. J. Lazara
i J. Lindenstraussa [42].
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ROZDZIAL 2

Odlegtos¢ Banacha-Mazura

Przypomnijmy, ze dla dowolnych przestrzeni Banacha X i Y operator liniowy 7': X — Y
nazywamy izomorficznym wtozeniem, jezeli istnieja a,b > 0 takie, ze dla dowolnego z € X

alle]| <|T(@)| < bl

Dystorsjq wlozenia izomorficznego T : X — Y nazywamy liczbe ||T|| [|T7|, gdzie T~! ozna-
cza operator odwrotny do izomorfizmu 7" z X na jego obraz T'(X). Dla dowolnych izomor-
ficznych przestrzeni Banacha X i Y przez d(X,Y) oznaczamy odlegtos¢ Banacha-Mazura
pomiedzy nimi, zdefiniowana jako

d(X,Y) = inf {ln (HTH HT*1||) : T jest izomorfizmem z X na Y} :

W przypadku, gdy d(X,Y) = 0, przestrzenie X i Y nazywamy prawie izometrycznymi (lub
niemal izometrycznymi). Zaréwno pojecie odlegtosci Banacha-Mazura, jak i przestrzeni pra-
wie izometrycznych ukazalo sie po raz pierwszy w stynnej monografii [6] autorstwa Stefana
Banacha.

Warto wspomnieé, ze wspoltczesnie najczesciej stosuje sie definicje odleglosci Banacha-
Mazura z pominieciem logarytmu, jednakze dla celéw rozprawy pozostaniemy przy jej pier-
wotnej wersji.

Przeglad znanych oszacowarn odleglto$ci Banacha-Mazura w klasie Cy(K)

W tym rozdziale dokonamy przegladu znanych wynikéw dotyczacych oszacowan dystorsji
izomorficznych wlozen i odlegtosci Banacha-Mazura pomiedzy wybranymi przestrzeniami
Co(K).

Do niewatpliwie kluczowych wynikéw w izometrycznej teorii przestrzeni Banacha nalezy
twierdzenie Banacha-Stone’a.

Twierdzenie 2.1.1 (S. Banach [6], M. H. Stone [59]). Zatdimy, ze K i L sq zwartymi
przestrzeniami Hausdorffa. Przestrzenie C(K) it C(L) sq izometrycznie izomorficzne wtedy

1 tylko wtedy, gdy K i L sq homeomorficzne. Ponadto kazdy izometryczny izomorfizm T
C(L) — C(K) jest postaci

T(f)(z) = alz) - f(h(z)), © € K,
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gdzie h : K — L jest homeomorfizmem i a jest takq funkcjq z przestrzeni C(K), ze |a(z)| =1
dla kazdego x € K.

Wynik ten przy dodatkowym zatozeniu, ze K i L sa przestrzeniami metrycznymi pojawit
sie po raz pierwszy w 1932 roku w stynnej monografii S. Banacha [6]. Nastepnie w 1937
roku M. H. Stone wykazal to twierdzenie w takiej formie w jakiej jest znane dzisiaj, tzn. dla
przestrzeni C'(K), gdzie K jest zwarta przestrzenia Hausdorffa [59]. Warto wspomnieé, ze
prawdziwa jest analogiczna wersja tego twierdzenia dla przestrzeni Cy(K) (patrz np. rozdzial
VII w [8]).

Twierdzenie Banacha-Stone’a doczekalo si¢ kilku uogolnien. Na uwage zastuguje wynik
uzyskany przez D. Amira.

Twierdzenie 2.1.2 (D. Amir [3]). Niech K i L bedq zwartymi przestrzeniami Hausdor[fa.
Jezeli istnieje izomorfizm T z C(K) na C(L) taki, ze ||T|||T7| < 2, to K i L sq home-
omorficzne.

Analogiczny wynik w przypadku, gdy K i L sa lokalnie zwarte, zostal uzyskany przez M.
Camberna.

Twierdzenie 2.1.3 (M. Cambern [12]). Niech K i L bedq lokalnie zwartymi przestrzeniami
Hausdorffa. Jezeli istnieje izomorfizm T z Co(K) na Co(L) taki, ze |T|||| T <2, to K i L
sq homeomorficzne.

Ponadto M. Cambern [15] podal przyktad przestrzeni K i L takich, ze K jest zwarta,
L lokalnie zwarta, ale niezwarta oraz skonstruowal izomorfizm 7' z Cy(L) na C'(K) taki, ze
|T||T~|| = 2. Nastepnie H. B. Cohen [24] wykazal, ze oszacowanie podane w Twierdzeniu
2.1.2 réwniez jest doktadne.

S. Mazurkiewicz i W. Sierpinski [47| (patrz rowniez [58, Twierdzenie 8.6.10|) wykazali,
ze kazda zwarta przeliczalna przestrzen metryczna jest homeomorficzna z przedziatem [1, o
dla pewnej przeliczalnej liczby porzadkowej o przy zalozeniu, ze w [1, a] rozwazamy topo-
logie porzadkowa. Korzystajac z tego wyniku C. Bessaga i A. Pelczynski [9] podali izomor-
ficzna klasyfikacje przestrzeni C'(K), gdy K jest zwarta, przeliczalng przestrzenia metryczna.
Wykazali, ze w przypadku, gdy w < o < [ < wy, przestrzenn C([1,a]) jest izomorficzna
z przestrzenia C([1, B]) wtedy i tylko wtedy, gdy 8 < a¥, gdzie w oznacza pierwsza nieskon-
czong liczbe porzadkowa, natomiast w; pierwsza nieprzeliczalna liczbe porzadkowa. Wobec
tego mozemy podaé¢ nieskoriczenie wiele par nieizomorficznych przestrzeni C(K) i C(L) ta-
kich, ze K i L s przeliczalne. Na przyktad przestrzenie ¢ = C([1,w]), C([1,w*]), C([1,w*’]),
C([1,w*’]),....C([1,w*"]),... sa wzajemnie nieizomorficzne.

W przypadku nieprzeliczalnych, zwartych przestrzeni metrycznych K i L, gléwnym wyni-
kiem mowiacym o istnieniu izomorfizmu pomiedzy przestrzeniami C(K) i C(L) jest twierdze-
nie Miljutina [51] (por. [58, Twierdzenie 21.5.10]). Glosi ono, ze jezeli K i L sa nieprzeliczal-
nymi, zwartymi przestrzeniami metrycznymi, to przestrzei C'(K) jest izomorficzna z C(L).

We wspomnianej wezesniej monografii [6], Banach postawil pytanie czy przestrzenie ¢ i ¢
sa prawie izometryczne. Oczywiscie nie sa one izometryczne, $wiadczy o tym chociazby fakt,
ze domknieta kula jednostkowa w ¢ ma punkty ekstremalne w przeciwienstwie do domknie-
tej kuli jednostkowej w przestrzeni ¢o. Z wyniku R. D. McWilliamsa [48] otrzymujemy, ze
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d(c,co) > ln% i stad odpowiedz na pytanie Banacha okazata sie negatywna. Kolejne oszaco-
wanie d(c,cg) > In2 znalezli niezaleznie M. Cambern [11| oraz V. I. Gurarii [33|. Z uwagi
zamieszczonej w pracy [11] wynika natomiast, ze oszacowanie d(c, ¢p) > In 2 zostalo wezesniej
wykazane przez A. Pelczynskiego, ktory nie opublikowal swojego wyniku. Dokladna wartosc¢
odleglo$ci Banacha-Mazura pomiedzy przestrzeniami c i ¢y zostata podana dopiero w 1968
roku przez M. Camberna [13].

Twierdzenie 2.1.4 (M. Cambern [13]).
d(co,c) =1n3.

Uwaga 2.1.5. W pracy [11] M. Cambern zaobserwowal, ze szacujac odleglos¢ Banacha-
Mazura mozemy ograniczy¢ nasze rozwazania do badania operatorow zwiekszajgcych norme.
Istotnie, jezeli T : X — Y jest wlozeniem izomorficznym takim, ze |77 = 1, to ||T(z)| >
|z|| dla kazdego = € X. W przeciwnym wypadku T mozemy zastapi¢ przez S = ||T | T. Tak
okreslony operator S jest wlozeniem izomorficznym przestrzeni X w przestrzen Y z ||S71| =
1. Wobec tego S zwieksza norme, a jego dystorsja jest rowna dystorsji operatora 7.

Uwaga 2.1.6. Dowo6d Twierdzenia 2.1.4 opiera sie w gtéwnej mierze na dwoch krokach dowo-
dowych. Pierwszym z nich jest ograniczenie rozwazan do operatorow zwiekszajacych norme
(patrz Uwaga 2.1.5), a drugim konstrukcja takiego podciagu elementéw bazowych z zada-
nej przestrzeni, by ich obrazy poprzez ograniczony operator liniowy tworzyty ciagg o prawie
roztacznych nosnikach (patrz Uwaga 3.1.4). Warto wspomnieé, ze te pierwiastki dowodowe
byly pédzniej wielokrotnie wykorzystywane we wszystkich waznych pracach dotyczacych osza-
cowan odleglosci Banacha-Mazura w klasie przestrzeni Cy(K), gdzie K jest zbiorem przeli-
czalnym. Dowod wieniczy konstrukcja izomorfizmu T : ¢ — ¢y okreslonego dla dowolnego
r = (z(1),2(2),...) € ¢ wzorem

T(x) = (22(0), (1) = x(0), (2) = z(0), ... ),
gdzie 2(0) = lim;_ (7).
M. Cambern wykazal réwniez nastepujace uogdlnienie Twierdzenia 2.1.4.

Twierdzenie 2.1.7 (M. Cambern [14]). Niech I" bedzie nieskoriczonym zbiorem z topologig
dyskretngq.

1. Jezeli K jest lokalnie zwartq przestrzeniq Hausdorffa, ktora zawiera punkt skupienia
i jezeli T jest dowolnym ciggltym izomorfizmem z przestrzeni Co(K) na Co(I'), to
1T 171 > 3.

2. Jezeli I'* oznacza jednopunktowe uzwarcenie zbioru I, to istnieje izomorfizm T z C(I™)
na Co(T) taki, ze ||T|| | T = 3.

Wprowadzmy teraz nastepujace oznaczenia. Dla dowolnej liczby porzadkowej o, pochodng
rzedu o zbioru K, oznaczana przez K@), definiujemy przez indukcje pozaskoriczona w naste-
pujacy sposob: KO = K KM jest zbiorem wszystkich punktéw skupienia zbioru K i

@) _ (KD egeli o = B+ 1,
N Np<a K@ jezeli a jest graniczna liczba porzadkowa.
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Ponadto symbolem |K| bedziemy oznacza¢ moc zbioru K.
Mozemy teraz przytoczyé¢ wynik Y. Gordona.

Twierdzenie 2.1.8 (Y. Gordon [31]). Niech K i L bedq lokalnie zwartymi przestrzeniami
Hausdorffa i niech T bedzie izomorficznym wtozeniem z przestrzeni Co(K) w Co(L). Jezeli

istnieje taka liczba porzadkowa o, Ze ’K(O‘)’ > ‘L(O‘)‘7 to | T\ ||| = 3.

Dowo6d Twierdzenia 2.1.8 opiera sie glownie na dwéch metodach dowodowych. Pierwsza
z nich, pochodzaca od Camberna, polega na zawezeniu rozwazan do operatoréw zwieksza-
jacych norme oraz konstrukeji ciagu o prawie roztacznych nosnikach (patrz Uwaga 2.1.6).
Druga, bedaca nowa w kontekscie tej teorii technika, méwigc w pewnym uproszczeniu, opiera
sie na konstrukcji operatora liniowego pomiedzy pewnymi, odpowiednio dobranymi skori-
czenie wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni Co(K) i Cy(L). Konstrukcja tych przes-
trzeni jest Scisle zwigzana z zalozeniem, ze ‘K(a)‘ > ’L(a)‘ dla pewnej liczby porzadkowej
a. W konsekwencji, przy dodatkowym zalozeniu, ze ||T|||| 77| < 3, uzyskujemy operator
bedacy wlozeniem izomorficznym z przestrzeni n-wymiarowej w przestrzen m-wymiarowa,
gdzie T,K(O‘)‘ >n>m= ‘L(O‘)‘, co daje sprzeczno$¢ w dowodzie nie wprost.

Stosujac Twierdzenie 2.1.8 oraz wspomniany wczesniej wynik Mazurkiewicza i Sierpin-
skiego [47], Y. Gordon otrzymal nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1.9 (Y. Gordon [31]). Jezeli K i L sq zwartymi, przeliczalnymi przestrze-
niami metrycznymi takimi, ze L nie zawiera podzbioru homeomorficznego z K, to dla dowol-
nego izomorfizmu z przestrzeni C(K) na C(L) mamy ||T|| || > 3.

Kontynuujgc nasze rozwazania dotyczace odlegltosci Banacha-Mazura w klasie przestrzeni
Co(K), musimy wspomnie¢ o fakcie, ze problem wyznaczenia d(co, C(K)) zostal catkowicie
rozwiazany. Mianowicie ze wspomnianych wezesniej wynikow Bessagi i Petczyniskiego [9] oraz
Mazurkiewicza i Sierpiniskiego [47], przestrzen ¢ jest izomorficzna 7 przestrzenia C'(K) wtedy
i tylko wtedy, gdy K jest homeomorficzny z [1,w"k] dla pewnego 1 < n,k < w. Doktadna
wartos¢ odlegtosci d(co, C([1,w"k])) podali L. Candido i E. M. Galego.

Twierdzenie 2.1.10 (L. Candido, E. M. Galego [16]). Zaldzmy, ze 1 < n,k < w. Wtedy dla
dowolnego wtozenia izomorficznego T z C([1,w"k]) w cog mamy ||T||||T| = 2n+1. Ponadto
d(co, C([1,w"k])) =In(2n + 1).

Tak jak przypadku kilku wezesniej wspomnianych wynikow, réwniez i w dowodzie powyz-
szego twierdzenia, autorzy przy szacowaniu odlegtosci Banacha-Mazura ograniczaja swoje
rozwazania do operatorow zwiekszajacych norme (patrz Uwaga 2.1.5). Ich dowod opiera sie
w gléwnej mierze na n-krotnym nasladowaniu metody konstrukeji ciagu o prawie roztacznych
no$nikach z dowodu Camberna, a podana przez autoréw twierdzenia konstrukcja izomorfizmu
jest naturalnym uogoélnieniem jego izomorfizmu (patrz Uwaga 2.1.6).

Wyzej wspomniane wyniki Camberna, Gordona, Candido i Galego zostaly w rzeczywi-
stodci zainspirowane wezesniejsza pracg [9]. Mianowicie w [9] C. Bessaga i A. Pelczynski
zainicjowali badania dotyczace odlegtosci Banacha-Mazura pomiedzy izomorficznymi prze-
strzeniami C([1, o), gdzie w < a < w;. Ot6z wykazali oni, ze jezeli istnieje 1 < n < w takie,
zew<a<a"<fB<a" <w, tolnn < dC([1,a]),C([1,0]) < Ind™"3. Dokladniejsze
oszacowania odlegtosci d(c, C([1,w"k])) podali L. Candido i E. M. Galego.
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Twierdzenie 2.1.11 (L. Candido, E. M. Galego [17]). Zalozmy, ze 1 < n,k < w. Wiedy

e In3 < d(c,C([1,wk])) <In(2+5),

e In(2n—1) <d(c, C([1,w"])) < In (n—i— \/(n —1)(n+ 3)),

e In(2n+1) < d(c, C([1,w"k])) < In (n +1+/n(n+ 4))

Dowdod oszacowan od dotu w powyzszym twierdzeniu sprowadza sie do wspomnianych juz
wczedniej metod, a mianowicie ograniczenia rozwazan do operatoréw zwiekszajacych norme
(patrz Uwaga 2.1.5), n-krotnym nasladowaniu metody konstrukeji ciagu o prawie roztacznych
nosnikach z dowodu Camberna (patrz Uwaga 2.1.6) oraz uzytej w dowodzie Twierdzenia 2.1.8
konstrukcji operatora liniowego pomiedzy pewnymi skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami.
W dowodzie Twierdzenia 2.1.11 na uwage zastuguje szereg nowych i ciekawych izomorfizméow,
ktore pozwolity autorom uzyska¢ dosy¢ ciasne oszacowania. Warto wspomnie¢, ze doktadng
warto$¢ odleglosci Banacha-Mazura znamy jedynie w przypadku przestrzeni ¢ i C([1,w?2]).
Oczywiscie oszacowanie d(c, C([1,wk])) > In3dla 1 < k < w wynika z pracy Gordona (Twier-
dzenie 2.1.8). Do niego nalezy rowniez konstrukcja odpowiedniego izomorfizmu z przestrzeni
C([1,w2]) na przestrzen ¢, ktory pokazuje, ze w tym przypadku oszacowanie to jest doktadne
[31]. Autorzy Twierdzenia 2.1.11, nie znajac doktadnej wartosci d(c, C([1,wk])) dla2 < k < w,
wysnuli przypuszczenie, ze moze by¢ roéwna 3, 4 lub 24 /5. Pokazemy, ze w przypadku, gdy
k = 3, mozna odrzuci¢ dwie ostatnie liczby.

Przyklad 2.1.12 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Rozwazmy odwzorowanie
T : C([1,w3]) — C([1,w]) okreslone dla dowolnej funkcji f € C([1,w3]) w nastepujacy
sposob:

T(f)1) = —0,5f(w)—0,95f(w2) —0,5f(w3),
T(f)(2) = —flw)+ f(w3),
T(f)w) = —0,3f(w)+0,25f(w2) —0,3f(w3),
T(f)(3m) = —0,86f(m)+0,56f(w)+0,25f(w2) —0,3f(w3),
T(f)Bm—+1) = 0,83f(w+m)—0,3f(w) —0,58f(w2) — 0,3f(w3),
T(f)Bm—+2) = —0,86f(w2+m)—0,3f(w)+0,25f(w2) + 0,56 (w3).

T f)(w) = —0,304878f(1) — 0,5f(2) — 1,15853589 f (w),
T (w2) = —0,731707f(1) +2,22- 10719 £(2) + 1,2195129 f (w),
THf)(w3) = —0,304878f(1) +0,5f(2) — 1,15853589 f (w),
T'(f)(m) = —0,304878f(1) — 0,5/(2) + 0,00425411 f (w) — 1,16279f(3m),
T Hf)(w+m) = —0,731707f(1) + 2,22 - 107 £(2) 4+ 0,0146929 f (w) + 1,20482f(3m + 1),
) (1)

= —0,304878f(1) +0,5f(2) + 0,00425411 f (w) — 1, 16279f(3m + 2)
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oraz || T~ = 1,97192. Stad || T||||77|| = 3,9635592. Wobec tego, utozsamiajac izometrycz-
nie przestrzen c z przestrzenia C([1,w]), otrzymujemy d(c, C([1,w3])) < 3,9635592. Powyzszy
wynik otrzymano za pomoca eksperymentu komputerowego.

Prawie izometryczne (,-predualne

Zauwazmy, ze przy przyjetej definicji odleglo$ci Banacha-Mazura, dla izomorficznych przes-
trzeni Banacha X,Y i Z mamy

e d(X,Y) >0,
o d(X,Y)=d(Y,X),
o d(X,Y) < d(X,Z)+d(Z,Y).

Ponadto oczywiste jest, ze odlegto$¢ Banacha-Mazura pomiedzy izometrycznymi przestrze-
niami Banacha jest rowna 0. Obserwacja ta rodzi pytanie, czy z faktu, ze d(X,Y) = 0,
wynika, ze X 1Y sa izometryczne i wobec tego odlegtos¢ Banacha-Mazura spetnia wszystkie
warunki definicji metryki. W przypadku przestrzeni skoriczenie wymiarowych odpowiedz na
to pytanie jest twierdzaca. Natomiast w przypadku nieskonczenie wymiarowych przestrzeni
Banacha znane sg przyktady przestrzeni prawie izometrycznych, ktére nie sg izometryczne.
Pierwszy z nich podali C. Bessaga oraz A. Pelczytiski [53]. Ostatnio L. Piasecki [56] wykazal,
ze przyktady przestrzeni prawie izometrycznych, ktore nie sa izometryczne mozemy odnalez¢
rowniez w klasie H (patrz Przyktad 4.1.6). Wobec tego (H, d) nie jest przestrzenia metryczna.
Co wiecej, we wspomnianej pracy [56], dla dowolnej ¢1-predualnej hiperptaszczyzny W, au-
tor podal jawne modele wszystkich przestrzeni Banacha, ktore sa z nig prawie izometryczne.
Poniewaz wyniki te sa kluczowe dla rozwazan przedstawionych w rozprawie, przytoczymy je
w dalszej czesci podrozdziatu.

Na poczatku wprowadZmy niezbedne oznaczenia. Symbolem II bedziemy oznaczaé¢ zbior
wszystkich permutacji 7 : N — N, natomiast przez £ bedziemy oznaczac¢ zbior wszystkich cig-
goéw znakow € = (€(n))nen, €(n) = £1 dla dowolnego n € N. Ustalmy = = (z(1),2(2),...) €
¢,. Dlae e £iie NU{0} niech

o0

Tie = Z e(n)z(n)ey, s

n=1

natomiast w przypadku, gdy ¢ = oo, niech

o

Tooe = Z e(n)x(n)es, ;.

n=1

Nastepnie dla e € £, m € ITi i € NU{0, 00} polézmy
Lienr = Z xi,e(n)ejr(n)‘
n=1
W dalszej kolejnosci, dla zadanego = = (z(1),x(2),...) € £, zdefiniujmy ciag (n,;,)meny W na-
stepujacy sposob:

ny; = min {n eN:|z(n)| = max \x(@)\}
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idlam > 2

Ny = Min {n e N\ {ny ooy m— 1} |z(n)| e A |x(z)|}
Potézmy
T = (lz(m)], [z(n2)], [z(ns)[ - ..) (2.1)
oraz B
Fo=ATier:1 € NU{0,00},e € &, mell}. (2.2)

Rozwazmy teraz funkcje p : ¢1 x {1 — [0,00) okreslona dla dowolnego (x,y) € {1 x ¢,

- {i o) — e<n>y<w<n>>|} ,

gdzie infimum jest wziete po wszystkich permutacjach 7 : N — N i po wszystkich ciggach
znakow € = (€(n))nen, €(n) = £1 dla dowolnego n € N. Latwo wykaza¢, ze tak okreslona
funkcja p ma dla dowolnych x,y, z € ¢ nastepujace wlasnosci:

(I) p(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy y € T,
(ID) p(z,y) = p(y,x) = p(z, —y) = p(-=z, —y),
(HI) p(z,y) < plz, 2) + p(2,y),
V)l = Nyl < p(z,y) < llz =yl

) p(z,y) = p(T, 7).

Pseudometryka p, po raz pierwszy wprowadzona w pracy [56], okazata sie by¢ glownym
narzedziem w badaniach dotyczacych prawie izometrycznych ¢;-predualnych. Mozemy teraz
przejsé do zaprezentowania wynikow z pracy [56].

(V

Stwierdzenie 2.2.1 (L. Piasecki [56|). Dla z*,y* € By, nastepujgce stwierdzenia sq rowno-
wazne.

_Z. d(Wx*’ Wy*) - 0
2. p(z*,y*) = 0.

Stwierdzenie 2.2.2 (L. Piasecki [56]). Dla x*,y* € By, nastepujqce stwierdzenia sq réwno-
wazne.

1. W:E* = Wy*.

2. Istnieje skoriczony cigg znakéw (e(n))._, i permutacja m: N — N taka, ze

=S ey )t - S (e

n=1 TL:j+1
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Zanim przejdziemy do dalszej czesci rozprawy, wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

Fw,. = {Wﬁm :iENU{O,oo},EGS}.

xT

Ponadto zapis X € Fy, . bedzie oznaczac, ze przestrzen Banacha X jest izometrycznie izo-
morficzna z W= dla pewnego i € NU {0, 00} i dla pewnego € € £.

Twierdzenie 2.2.3 (L. Piasecki [56]). Niech x* € By, i niech X bedzie przestrzeniq Banacha.
Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne.

1. d(X, W) = 0.
2. X € Fw,..
Wprowadzmy teraz w zbiorze ‘H relacje rownowaznosci ~ okreslona w nastepujacy sposéb:
Wys ~ Wy wtedy i tylko wtedy, gdy d(Wy«, W,+) = 0.
Rozwazmy przestrzei ilorazowa H /. i funkcje dyy : H/w xH /. — [0, 00) okreslong wzorem
dr) ([Was], [Wye]) = d(Ws, W),

Wowczas (H/~,dy,..) jest przestrzenia metryczna.

Zauwazmy, ze przywotane wyniki (patrz Stwierdzenie 2.2.1 i Stwierdzenie 2.2.2) pozwalaja
nam precyzyjnie opisa¢ kazda z warstw [We| € H/.. Zauwazmy w tym miejscu, ze dla
dowolnej warstwy [W,.| € H/. mamy jedna z dwoch mozliwosci:

e warstwa [IW.«] sktada sie (z doktadnoscia do izometrii) tylko z przestrzeni We« (réwno-
waznie, e* = (e*(1),...,€e*(n),0,0,...) dla pewnego n € N),

e warstwa [W,«] sktada si¢ z nieskoriczenie wielu elementéw (rownowaznie, e*(i) # 0 dla
nieskoriczenie wielu i € N).

Stad mozemy wywnioskowaé, ze [co] = {co} 1 [¢] = {c}.

Uwaga 2.2.4. Nalezy zaznaczy¢, ze konstrukcja zbioru F, jest drobng korekta tej wprowa-
dzonej w pracy [56]. Zauwazmy, ze zastepujac Tj ., przez T, w (2.2), nie uwzgledniamy
przypadku “symetrycznego” tzn. gdy ciag x zawiera zera i usuwamy pewna ich ilos¢. Stad
zbior F, w pracy [56] nie zawsze jest dobrze okreslony. W konsekwencji zbior Fy, uzywany

w tresci Twierdzenia 2.1 w [56] nie zawsze odzwierciedla wszystkie mozliwe przypadki wyni-
kajace z tresci dowodu tego twierdzenia i dlatego powinien by¢ zastgpiony przez

Fw, = {W?iﬁeiieNU{O,oo},EEé’}

gdzie f jest zdefiniowany przez (2.1), i wtedy, kontynuujac jak w [56], dla i € NU {0}

?i,e = ?(1)5{ + Z e(n )?(n + 1e;, Cntitl
n=1
i
7006_f 61+Z n+162n+1

Te korekty nie wplywaja ani na dowod TW1erdzen1a 2.1 ani inne wyniki z [56].
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Powyzsza uwaga zostata uwzgledniona w pracy [30] (Uwaga 2.5).

Na koniec warto wspomnie¢, ze z pojeciem prawie izometrycznych przestrzeni Banacha
zwigzany jest rOwniez pewien istotny obszar badari. Badania te dotycza niezmienniczosci
pewnych wlasnosci przestrzeni Banacha przy odleglosci Banacha-Mazura 0. Tematyka ta byla
szeroko omawiana w pracach [55, 56]. Mowimy, ze dana wlasnosé¢ P nie jest niezmiennicza
przy odlegtosci Banacha-Mazura 0, jezeli istnieja dwie przestrzenie Banacha X i Y takie, ze
X ma wtasnosé¢ P, Y nie ma tej whasnosci i d(X,Y) = 0. Do takich wlasnosci naleza np.
wielo$ciennosé (patrz Przykltad 4.1.6), wlasnosé rozszerzania dla operatorow zwartych (patrz
Przyktad 4.2.9) czy staba* wlasnosé¢ punktu stalego (patrz Przyktad 4.4.10, Uwaga 4.4.17),
ktore to zostana szerzej omowione w rozdziale czwartym niniejszej rozprawy.
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ROZDZIAL 3

Dystorsje wtozen izomorficznych pomiedzy
pewnymi L1i-predualnymi

Warto zaznaczy¢, ze dotychczas gtownym obiektem badan dotyczacych odleglosci Bana-
cha-Mazura w klasie Lj-predualnych byly przestrzenie Co(K) (patrz podrozdzial 2.1). Co
wiecej, spo$rod znanych wynikéw jest tylko kilka podajacych jej dokltadne wartosci. W tym
rozdziale przedstawimy nowe wyniki dotyczace oszacowan odleglosci Banacha-Mazura oraz
ich doktadne wartosci dla pewnych Li-predualnych, w tym takich ich przykladow, ktore nie
sa przestrzeniami Cy(K). Ponadto nalezy wspomnie¢, ze prezentowane wyniki odegraja klu-
czowa role w kontekscie badan poswieconych stabilnosci pewnych geometrycznych whasnosci
Li-predualnych oraz metrycznych wlasnosci przestrzeni (H/.,dy,.) wprowadzonej w po-
przednim rozdziale.

Dystorsja wlozenia izomorficznego przestrzeni c

Pierwsze kluczowe twierdzenie tego rozdziatu bedzie dotyczy¢ oszacowania dystorsji wlo-
zenia izomorficznego przestrzeni ¢ w Li-predualng X taka, ze (ext Bx-) C rBx- dla pewnego
0 < r < 1. Warto w tym miejscu odnotowaé, ze fakt istnienia takiego wtozenia jest konse-
kwencja wyniku M. Zippina [61], ktory glosi, ze kazda nieskoriczenie wymiarowa L;-predualna
zawiera podprzestrzen izometryczng z ¢o. Zanim jednak przejdziemy do sformutowania i udo-
wodnienia rzeczonego twierdzenia, przytoczymy pewne wyniki pomocnicze.

Twierdzenie 3.1.1 (Twierdzenie 6, rozdzial 7, §22, [39]). Niech X bedzie Ly-predualng.
Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne.

1. X*=0,(1") dla pewnego zbioru T.
2. Jezeli Y C X jest osrodkowa, to Y™ jest osrodkowa.

Twierdzenie 3.1.2 (L. Vesely [60]). Niech X bedzie wieloScienng przestrzeniq Banacha
i B ={a* € Sx+: D(x) = {z*} dla pewnego x € Sx}. Wtedy Bx+ = convE i moc zbioru E
jest rowna minimalnej mocy gestego podzbioru przestrzent X i jednoczesnie minimalnej mocy
gestego podzbioru przestrzent X*.

Mozemy teraz przejs¢ do wspomnianego na poczatku rozdziatu twierdzenia.
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Twierdzenie 3.1.3 (A. Gergont, L. Piasecki |29]). Jezeli X jest nieskoriczenie wymiarowq
Li-predualng takq, ze (ext Bx-) C rBx- dla pewnego 0 < r < 1, to dla kazdego izomorficz-
nego wtozenia T z ¢ w X mamy

3—r
147

17T >

Dowdd. Zauwazmy, ze jezeli (ext Byx+)" = {0}, to (ext Bx+)" C rByx- dla kazdego r > 0. Dla-
tego wystarczy udowodni¢ powyzsza nierownos¢ dla dowolnego r > 0. Wiadomo, ze przestrzen
X jest wieloScienna (patrz [28] oraz podrozdzial 4.1). Zatem stosujac Twierdzenia 3.1.113.1.2
wnioskujemy, ze X* = ¢1(I") dla pewnego zbioru I'. Niech j : X — X™* bedzie wlozeniem
kanonicznym, tj. j(z)(z*) = 2*(x) dla dowolnego x € X i dowolnego z* € X*. Oczywiscie
przestrzen X jest izometryczna z j(X) C lo(I'). Dla przejrzystosci dowodu podzielimy go
teraz na trzy czesci.

KRrOK 1. Twierdzimy, ze dla dowolnego niezerowego elementu y = (y(y))yer € j(X) C
(oo (') 1 dla dowolnego £ > 0 istnieje skonczony zbior I'y C T taki, ze

sup {y(y)] -y € T\ T} < (r+e) |yl

Zalozmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje niezerowy element y = (y(7))yer € j(X)ie > 0
taki, ze zbior

L= {yer:lyml> (r+32) lul}

jest nieskoriczony. Potézmy z = y/ ||y||. Wybierzmy dowolny staby* punkt skupienia e* zbioru
{6i’; 1y € Fg} i rozwazmy nastepujace stabe* otoczenie punktu e*:

€
Ves(z,e/4) = {x* € (1) : |z(x%) — z(e)| < 4}.
Poniewaz istnieje 7o € I'y taki, ze e € Ves(z,e/4), wiec mamy jedna z dwoch mozliwoscei:
z(e*) > r+¢/2 lub z(e*) < —r —¢/2. W zwiazku z tym ||e*|| > r + ¢/2, co prowadzi do
sprzecznosci z naszym zalozeniem, ze (ext Bx+) C rBx-.

Przyjmijmy teraz, ze e = (1,1,1,...) € cie, = (0,...,0,1,0,0,...) € ¢, gdzie 1 wyste-
puje na n-tym miejscu.

KROK 2. Niech T : ¢ — j(X) bedzie ograniczonym operatorem liniowym. Twierdzimy,
ze dla dowolnego £ > 0 i dowolnego skoniczonego zbioru I's C I' jest co najwyzej skoriczenie
wiele elementow zbioru {e, : n € N}, dla ktorych zachodzi nastepujacy warunek:

[T(en)(7)| > €

dla co najmniej jednego v € I's. Zal6zmy, ze nie jest to prawda. Wtedy istnieje ¢ > 0, 79 € I’
i podciag (en, )ken clagu (e,)nen taki, ze |T'(e,, )(70)| > € dla wszystkich £ € N. Wybierajac
podciag (jesli to konieczne) mozemy zalozy¢, ze albo T'(en, )(70) = € dla wszystkich k € N
albo T'(e,, )(70) < —¢ dla wszystkich k& € N. Rozwazymy pierwszy przypadek. Rozumowanie
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w drugim przypadku jest podobne. Niech C' > 0 bedzie dowolnie wybrang liczbg rzeczywista.

Niech K € N bedzie taka, ze K - ¢ > C. Wtedy HZszl en,|| =11
K K K
”T (Z enk> > T (Z enk> (o)| =D _T(en)(v0) > K-> C.
k=1 k=1 k=1

Prowadzi to do sprzecznosci z zalozeniem ograniczonosci operatora T

T<()'m + ("lrz + (JH,;)(W/'H)

St el Sttt ol S T'(en,) - -
‘.-""'““'"""'.'.""" ................ e v, 71(('7/ )
................................................................ Y r

1‘(8711 + €ny + 6/75)

Rysunek 3.1: Tlustracja KROKU 2.

KROK 3. Niech T': ¢ — j(X) bedzie wlozeniem izomorficznym. Bez straty na ogélnosci
rozwazaii mozemy zalozy¢, ze ||[T7|| = 1. Wtedy T zwigksza norme, tj. |Tz| > ||z| dla
kazdego = € ¢ (patrz Uwaga 2.1.5). Zalozmy teraz, ze ||T'|| < (3—r)/(1+r). Pokazemy, ze to
zalozenie prowadzi do sprzecznosci. Poniewaz T'(e) € j(X), z KROKU 1 latwo wnioskujemy,
ze istnieje skoriczony zbior I'y C I' taki, ze

sup {|T(e)(7)] :7 €T\ T} <r- 2"

IL+r
Niech €; > 0 bedzie taki, ze ||T'(e)|| +e1 = (3 —r)/(1 + ). Potézmy
. 147
2 =81

Z KROKU 2 wiemy, ze istnieje liczba N; € N taka, ze dla dowolnego n > Nj i dla dowolnego
v €'t mamy |T'(e,)(7)| < £2. Rozwazmy element
2-(1-r)

—e4+— “‘en.
u=e 17 en,
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Rysunek 3.2: Ilustracja KROKU 3 (dla r = 1/4).

Poniewaz ||ul| = (3 —r)/(1+r) i T zwigksza norme, wicc ||T'(u)|| > (3 —r)/(1 + r). Dla
r)

dowolnego v € I'; mamy
T = (70 + 2D en) ) < @+ 20
3—r

€1

< |T — < .
IOl +5 <15
3—r

147

Wobec faktu, ze I'y jest skoniczony, mozemy napisac
max {|T(u)(7)| : v € 1} <

W zwiazku z tym, dla dowolnego n > 0 istnieje o € I' \ I'; taki, ze
2(1—r)
——— |1T(en) ()]

L < T 0| < 1T 0]+ T
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i stad

I+r 3—r 1+7r 3—r 3—r
T > . —n—|T > . -—n—=r-
Tlen)o0)l > g (T3 7= T@) > 5= (17— Tr)
_ o, L
> Toa 4y
Rozwazmy teraz element v = e — 2en,. Wtedy
3—r 1+7r 3—r
T > |T > 2|T —|T >2 |l — | -7 —
T > [T@6n] > 2 el = T > 2 (257 - ) = 32
_3=r 14
T o1t i
Przechodzac do granicy z n — 0 i majac na uwadze, ze ||[v|| = 1, otrzymujemy ||T|| >
(3—=7r)/(1+r), sprzecznosc. O

Uwaga 3.1.4. Idea powyzszego dowodu wywodzi sie od metody dowodowej uzytej przez
Camberna (patrz Uwaga 2.1.6). Mamy na mysli to, ze przyjmujac w powyzszym dowodzie za
Li-predualng X przestrzen ¢y otrzymamy kluczowe elementy jego toku rozumowania. W tym
przypadku oczywiscie r = 0. Rozumowanie mozemy rozpoczaé¢ od KROKU 2, KROK 1 po-
mijamy. Zauwazmy, ze z KROKU 2 mozemy wybra¢ taki podciag (e, )ren ciagu (€n)nen,
aby (T(en,))ken byl ciagiem o prawie roztacznych nosnikach. Nastepnie mozemy przejsé do
KRrROKU 3. Na poczatku zaktadamy, ze operator T : ¢ — ¢y jest wlozeniem izomorficznym
zwiekszajacym norme (Cambern w swoim dowodzie zakladal dodatkowo, ze T jest suriek-
cja). Nastepnie zamiast KROKU 1 bezposrednio wykorzystujemy fakt, ze T'(e) € ¢g. Dalsze
rozumowanie poprowadzone dla r = 0 koniczy dowdd.

Trzeba zaznaczy¢, ze brak jawnego modelu rozwazanej przez nas Li-predualnej X takiej,
7e (ext Bx-)' C rBx- dla pewnego 0 < r < 1, wymusit na nas poszukiwanie innej $ciezki
postepowania. Bylo nig dla nas rozwazenie podprzestrzeni j(X) przestrzeni ¢ (I"), skad uzy-
skaliSmy niepelne, ale dla naszych rozwazan wystarczajgce informacje na temat jej elementow
(patrz KROK 1).

Nalezy jednak podkresli¢, ze gtéwna trudnoscia problemu znalezienia optymalnego osza-
cowania odlegtosci Banacha-Mazura jest jego dwutorowosé. Mamy na mysli to, ze szacowanie
odlegtosci Banacha-Mazura od dotu (patrz KROK 3) jest powiazane z poszukiwaniem izo-
morfizmoéw o jak najmniejszej mozliwej dystorsji. Izomorfizmy te niekiedy okazuja sie miec¢
dosy¢ skomplikowana formute (patrz Przyklad 3.1.9 i Przyktad 3.2.4). Z drugiej strony dys-
torsja uzyskanego izomorfizmu moze sugerowaé wielkoé¢ oszacowania od dotu, ktéra nalezy
wykazaé.

Zanim przejdziemy do wnioskéw wynikajacych z Twierdzenia 3.1.3 przywotamy wykorzy-
stywane w dalszej czesci pracy pojecia.

Mowimy, ze przestrzen Banacha X zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni Y, jezeli
dla dowolnego ¢ > 0 istnieje podprzestrzen Z przestrzeni X taka, ze Z i Y sa (1 + ¢)-
1zomorficzne, tzn. istnieje izomorfizm T : Z — Y taki, ze dla dowolnego x € Z

[zl < T (@) < (L +e) [l]] -
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Wnhniosek 3.1.5 (A. Gergont, L. Piasecki [29]). Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowq L -
-predualng takq, ze (ext Bx-) C rBx- dla pewnego 0 <1 < 1, a Y niech bedzie przestrzeniq
Banacha zawierajgcq prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Wiedy dla dowolnego wlozenia
izomorficznego T 2 Y w X (jesli istnieje) mamy

3—r

IZIHIT >
;

W szczegdlnodei, jezeli X 1Y sq izomorficzne, to d(X,Y) > In %
W naszych dalszych rozwazaniach istotna role beda odgrywa¢ nastepujace wyniki.

Lemat 3.1.6 (Lemat 6, rozdzial 7, §22, [39]). Niech X bedzie Li-predualng i Y C X jej
osrodkowq podprzestrzeniq. Wtedy istnieje oSrodkowa L-predualna Z taka, ze Y C Z C X.

Twierdzenie 3.1.7 (M. Zippin [62]). Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowq osrodkowq
Ly-predualng © zatozmy, ze Bx ma punkt ekstremalny. Witedy X zawiera prawie izometryczne
kopie przestrzeni c.

Wnhniosek 3.1.8 (A. Gergont, f.. Piasecki [29]). Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowq
Li-predualng takq, Ze (ext Bx-)' C rBx« dla pewnego 0 < r < 1. Rozwaimy nieskoriczenie
wymiarowq przestrzen A(S), dla ktdrej istnieje wltozenie izomorficzne T z A(S) w X. Wtedy
IT| 1T~ = (3—7)/(1+71). W szczegdlnosci, jezeli A(S) i X sq izomorficzne, to

3—r
n .
1+r

d(A(S), X) > 1

Dowdd. Oznaczmy przez f funkcje staly, réwnag 1 na S. Oczywiscie f € ext By(g), poniewaz
[ € ext Bg(g). Niech Y bedzie nieskoficzenie wymiarowa o$rodkowa podprzestrzenia przes-
trzeni A(S) zawierajaca f. Z Lematu 3.1.6, A(S) zawiera osrodkowa podprzestrzen Z taka,
ze Y C Z 1 Z jest Li-predualna. Poniewaz f € ext By, wiec z Twierdzenia 3.1.7 przestrzen Z
zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Teza wynika z Twierdzenia 3.1.3 (poprzez
Whiosek 3.1.5). O

Warto podkresli¢, ze dla dowolnego r € (0, 1) oszacowanie otrzymane w Twierdzeniu 3.1.3
jest doktadne, czego dowodzi ponizszy przyktad.

Przyktad 3.1.9 (A. Gergont, L. Piasecki [29]). Ustalmy 0 < r < 1. Niech e¢* = (r,0,0,...).
Rozwazmy hiperptaszczyzne

Wer = {:L‘ = (z(1),2(2),...) € c¢: lim z(i) = m:(l)} .
Warto przypomnieé, ze tak okreslona We« jest wspominanym juz przyktadem M przestrzeni
(patrz Przyktad 1.0.7). Z punktow (i) i (iii) Twierdzenia 1.0.4 wiemy, ze W) = £ i

* U(lewe*)
n

e* = (r,0,0,...).

Rozwazmy odwzorowanie T : ¢ — W« okreslone dla dowolnego =z = (x(1),2(2),...) € ¢

T(2) = <x(0), 1;%(1) + = L), 1;%(2) + L), ) ,
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gdzie x(0) = lim; ., z(7). Latwo wykazaé, ze T jest izomorfizmem i || T'|| < 1. Aby pokazac,
ze ||T|| = 1 wystarczy rozwazy¢ element (1,1,1,...) € S.. Z drugiej strony dla dowolnego
r=(x(1),2(2),...) € We,

Tl(x)—<:v(1) 2 1—r 2 1—r

—x(2 1 3
’1—}—7’95( )+1—0—rx( )’1+r$( >+1+7’

x(l),...).

Nietrudno zauwazy¢, ze ||[T7Y| < (3 —r)/(1 + 7). Aby pokazaé, ze |[T|| = (3 —7r)
wystarczy rozwazy¢ element (1,1,7,7,7,...) € Sw... Stad [T |T7) = 3 —1r)/
Z Twierdzenia 3.1.3 otrzymujemy

r)

+
+ 7).

/(1
(1

3—r
1+7r

d(c, We=) =1n

Uwaga 3.1.10. Zauwazmy, ze Przyklad 3.1.9 mozna rozszerzy¢ na przypadek nieosrodko-
wych Li-predualnych. W rzeczy samej wystarczy rozwazy¢ Co(I') W, gdzie I jest dowolnym
zbiorem nieprzeliczalnym. Wtedy

3—r

r r =1 .
A(Co(T) & W, CofT) &) = In S

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze z Przyktadu 3.1.9 wynika, ze dowolna liczba rzeczywista
z przedziatu (0,1n3) jest odlegloscia Banacha-Mazura dla pewnych przestrzeni Banacha.
Przypomnijmy réwniez, ze In 3 jest odlegtoscia Banacha-Mazura pomiedzy przestrzeniami c
i ¢o (Twierdzenie 2.1.4).

Dystorsja wlozenia izomorficznego przestrzeni W..

Twierdzenie 3.1.3 ze wzgledu na rozwazana w nim przestrzen ¢ pozwolito uzyskaé¢ w obre-
bie L;-predualnych pewne optymalne wyniki stabilnosciowe dotyczace wielo$ciennosci (patrz
podrozdziat 4.1) i wtasnos$ci rozszerzania operatorow zwartych (patrz podrozdzial 4.2), a takze,
w obrebie pewnych klas ¢;-predualnych, dokladne wartosci statych stabilnosci stabej* wtas-
nosci punktu statego (patrz podrozdziat 4.4). W toku dalszych badan prowadzonych w kon-
tekscie pewnych metrycznych wiasnosci przestrzeni (H/ ., dx, ) (patrz podrozdzial 4.3) oka-
zalo sie, ze Twierdzenie 3.1.3 jest niewystarczajace, efektem czego powstalo jego ponizsze
uogolnienie.

Twierdzenie 3.2.1 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech e* € By, i niech X bedzie nie-
skoriczenie wymiarowq Ly-predualng takg, ze (ext Bx.) C rBx- dla pewnego 0 < r < ||e*]|.
Wtedy dla dowolnego wlozenia izomorficznego T 2z W w X mamy

L+2|e*|| —r

ITIHT > ——
"

Zanim przejdziemy do dowodu powyzszego twierdzenia, przytoczmy pewien rezultat po-
mocniczy.

Lemat 3.2.2. (Wniosek z |21, Lemat 2.1]). Niech (x},) C By, bedzie ciggiem zbieznym

normowo do x*. Wtedy
lim d(Wg: , W) = 0.

m—00
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Dowod Twierdzenia 3.2.1. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.1.3, mozemy ograniczy¢
nasze rozwazania do przypadku, gdy r > 0. Wiadomo, ze X* = ¢,(I") dla pewnego zbioru I'
i uzasadnienie tego faktu znajduje sie we wstepnej czesci dowodu Twierdzenia 3.1.3. Niech
j : X — X* bedzie wlozeniem kanonicznym, tj. j(z)(z*) = z*(z) dla dowolnego x € X
i dowolnego z* € X*. Oczywiscie przestrzen X jest izometryczna z j(X) C ().

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy e* ma co najwyzej skonczenie wiele niezerowych
wspohrzednych tj. e* = (e*(1),...,e*(m),0,0,...). Niech

e = (sgn e*(1),...,sgn e"(m), [le”[|, fle”] ;- )

ie, =(0,...,0,1,0,0,...), gdzie 1 wystepuje na n-tym miejscu. Oczywiscie e € W« i e, €
We« dla dowolnego n > m. W KROKU 1 dowodu Twierdzenia 3.1.3 zostalo pokazane, ze
dla dowolnego niezerowego elementu y = (y(7))yer € j(X) C loo(I") i dla dowolnego € > 0
istnieje skonczony zbior I'y C I taki, ze

sup {ly(V)] v €T\ T} < (r+e) [yl

Ponadto powtarzajac rozumowanie z KROKU 2 dowodu Twierdzenia 3.1.3 i zakladajac, ze
T : Wee — j(X) jest ograniczonym operatorem liniowym, w tatwy sposob otrzymujemy, ze
dla dowolnego ¢ > 0 i dowolnego skonczonego zbioru I's C I' jest co najwyzej skoriczenie
wiele elementow w zbiorze {e, : n > m}, dla ktorych zachodzi nastepujacy warunek:

[T(en)(7)| > €

dla co najmniej jednego v € I's.

Niech T : W, — j(X) bedzie wlozeniem izomorficznym. Bez straty na ogélnosci rozwazan
mozemy zalozy¢, ze ||[T7Y| = 1. Wtedy T zwigksza norme tj. | T(z)|| > ||z|| dla dowolnego
z € We (por. Uwaga 2.1.5). Zaloamy teraz, ze |T|| < 2= Poniewaz T'(e) € j(X),

1+r
wnioskujemy, ze istnieje skonczony zbior I'y C I' taki, ze
14+2|e*|| —r
sup{|T(e)(y)| :vye T\ I} <r- M

Niech ¢; > 0 bedzie taki, ze ||T'(e)|| + &1 = (1+2]|e*|| —7)/(1 +r). Polézmy ey = 512(11%'
Z poprzedniej czeSci rozumowania wiemy, ze istnieje liczba naturalna N; > m taka, ze c{l)a
kazdego n > N; i dla kazdego v € I'y mamy |T'(e,)(7)| < 2. Niech u = e + W@Nl.

Wtedy dla dowolnego v € I'y mamy

_ (L+fle)- (A —=r)
T(w)(M] = |T(e)(v)+ T+7
g1 142|e*]| —r

< ||T —<
IT@l+5 < =1

A+ fefh) - A—r)
1+7r

Tlen,) ()| < [IT()]l +

a zatem
max {|[T(u)(y)| v €1} <
Z drugiej strony, poniewaz ||u|| = (1+2||e*|| —7)/(14+7) 1 T zwieksza norme, wiec ||T(u)|| >
(L+2]le*]] —r)/(1 4+ r). Stad dla dowolnego 1 > 0 istnieje 7o € I' \ I'y taki, ze
A+ el =)
1+r

L+2|e|| =7

T T (em) (0]

—n < |T'(u)(70)] < [T(e)(v0)| +

34



14 2|e*|| —r
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Tor e ~‘. ::‘".. “:::::' '...: ............................................
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"""" )
T(v) o«
1 +2|le*|| —r & "y e® *
1+r .
(1 e DT (e
Rysunek 3.3: Hustracja dowodu (dla r = 1/4, ||e*|| = 3/4).
Zatem
1+7r 1+2]e*]| —r
T(e > . —n—|T(e
1+7r 1+2]e*]|—r L+2]e*]| —r
> . — n _-rs -
(14 le*|)(1 —7r) 1+7r 1+7r
1+2]|e*||—r 1+
s — 7’] . .
1+ [le*]] (T+lesN(L =)

Rozwazmy teraz element v = e — (1 + ||e*||)en,. Wtedy

1T = 1T ()(0) = (L + (e[} [T(en) ()] = T(e)(70)]

S <1+||€*”)_<1+2H6*H—r_ n-(1+r) )_ L4 2fer]| =
1+ le*] (1 + e —r) Lt
L+2]|e*]| —r 1+r
i+r 1o
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Przechodzac do granicy przy n — 0 i biorac pod uwage, ze ||[v|| = 1, otrzymujemy ||T°|| >
(142 |e*|]| —r)/(1+ 1), co jest sprzeczne z naszym zalozeniem.

Przejdzmy teraz do ogolnego przypadku. Ustalmy e* € By, \ {0} i niech T': W — j(X)
bedzie wtozeniem izomorficznym. Pol6zmy

z;, = (e"(1),...,€e"(m),0,0,...).

m

Poniewaz lim,, . ||¢* — z},|| = 0, wigc z Lematu 3.2.2 otrzymujemy

Jim A(Wee, Wy ) = 0.
Zatem istniejg izomorfizmy ¢, : W, — W, takie, ze lim,, . ||¢m| |6, || = 1. Niech
Un = T¢,,. Bazujac na poprzednich rozwazaniach, dla kazdego m takiego, ze ||z},|| > r
mamy

L+ 2]zk || —r
1+7r '

Przechodzac do granicy przy m — oo, otrzymujemy teze. O

ITINT = 6wl 60| = 1T émll 167 T7H = Ul U] >

Dotychczas znana byta doktadna wartosé odlegtosci Banacha-Mazura pomiedzy ¢;-pre-
dualnymi hiperptaszczyznami w ¢ jedynie w przypadku przestrzeni ¢y i We- dla e* € Sy, .

Stwierdzenie 3.2.3 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki, R. Popescu [21]). Jezeli e* € S, ,
to d(co, Wex) = In 3.

Nastepny przyktad uogédlnia powyzszy wynik oraz pokazuje, ze dla kazdego 0 < r < 1
i dla kazdego e* € By, takiego, ze ||e*|| > r, oszacowanie otrzymane w Twierdzeniu 3.2.1 jest
doktadne.

Przyktlad 3.2.4 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech 0 < a < f < 1lie* = (e*(1),e*(2),...)
€ By,. Niech z;, = (e*(1),...,€e*(m),0,0,...). Rozwazmy odwzorowanie T : Wy — Wogs
okreslone dla dowolnego x = (x(1),2(2),...) € Ws,: w nastepujacy sposob:

T(2)(i) {:c(z’) dlal<i<m,
T)t) = al|lzk . a— m x/ - . .
iﬁ”x:{i”x(z) + 118z, | 2jm1€ (J)z(j) dlai>m.

Vatwo wykazac, ze T jest izomorfizmem oraz ||T'|| < 1. Aby pokazaé, ze ||T|| = 1, wystarczy
rozwazy¢ element

(sgne*(1),...,sgne*(m), B ||l ||, Bllzkll,...) € SWﬁzfn'
7 drugiej strony, dla dowolnego x = (z(1),(2),...) € Wy, mamy
x(7) dla 1 <i<m,

r ‘1@«")(@'):{ POl (i) + e S et ()2 (s) dlad > m.

Itallzy, | Itallzg, |

1+28|z5, | —allzy,
Italjzr, |

Latwo wywnioskowaé, ze |77 < LW celu pokazania dokladnosci tego osza-

cowania wystarczy rozwazy¢ element

(sgne™(1),...,sgne’(m), La |z [, el - ) € Sw,,. -
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Stad ||T|| |T7Y| = le"j_”ill"a;:i"‘m’*”". Zatem z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy

1+ 28 [y, [l — ellz5|
L+ a

d(Wﬂx;‘n, Wax;‘n) =1In
Poniewaz lim lle* — 2% || = 0, wiec z Lematu 3.2.2 dostajemy

L+ 28 [e"]] — erfle”]

dWe*ywae* =1
(Ws )=In 1T+ ale

Uwaga 3.2.5. Zauwazmy, ze jezeli w powyzszym przykladzie przyjmiemy, ze z), = ej,a =0
oraz = 1, to odwzorowanie T sprowadza sie do izomorfizmu z pracy Camberna [13] (patrz
Uwaga 2.1.6).

Rysunek 3.4: Wykres funkeji ilustrujacej zmiane odlegtosci Banacha-Mazura pomiedzy hiper-
plaszczyznami Weer 1 Wiger przy zmianie wartosci parametrow o i 3.

Uwaga 3.2.6. Jak juz wczesniej wspomnieliSmy, w literaturze jest tylko kilka wynikéw po-
dajacych doktadng warto$é¢ odlegtoéci Banacha-Mazura w obrebie przestrzeni Lindenstraussa
i dotycza one pewnych szczegolnych przestrzeni Co(K) (patrz podrozdzial 2.1). W tym kon-
tekscie, wynik otrzymany w Przyktadzie 3.2.4 okazuje sie by¢ czym$ nowym. Zauwazmy, ze
jezeli w Przyktadzie 3.2.4 polozymy e* = e} przy réwnoczesnym zalozeniu, ze 0 < o < 3 < 1,
to uzyskamy przestrzenie Woe« i Wgex, ktore sa M przestrzeniami, ale nie sa Co(K) (patrz

Przyktad 1.0.7) 1 d(Waer, Wges) = In 1+12fa_°‘ (patrz Rysunek 3.4). Wedlug naszej wiedzy jest
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to jedyny znany wynik, ktéry podaje doktadng wartos¢ odlegtosci Banacha-Mazura pomie-
dzy G przestrzeniami, ktore nie sa Co(K). Nastepnie, jezeli w Przyktadzie 3.2.4 potozymy
e* = (%, 2%, 2%, .. ) ,0=110< a <1, to otrzymamy odleglto$¢ Banacha-Mazura pomiedzy
pewna przestrzenia A(S) (patrz Przyktad 1.0.6), a ¢;-predualng hiperptaszczyzna w c.

In3 T

N
0.8 1 f(r)=In(1+2r)
In(2v2 —1) |
0.4 1 g(r)=1n i’ jr :
021
0 02 Va1 06 08 i o

Rysunek 3.5: Funkcje ilustrujace zmiane wartosci odleglosci Banacha-Mazura hiperptaszczy-
zny Wiex od odpowiednio przestrzeni ¢ i ¢g przy zmianie parametru r.

Wniosek 3.2.7 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Dla dowolnego 0 < r < 1 mamy d(Wier,c) =

In %, podczas gdy d(Wier, co) = In(1+2r). W konsekwenciji hiperplaszczyzng, ktora znajduje

sie w tej samej odlegtosci Banacha-Mazura od c, co od cy jest W(\/i—1)e; (patrz Rysunek 3.5).
W rzeczy samej,

AW (ya_1)e+€0) = AW g_1).r¢) = In (2v2 1.

Ponadto nie ma hiperptaszczyzny Wee rownoodlegtej od ¢ i c¢g o mniej niz In (2\/5— 1).
Zwroémy uwage, ze otrzymana dystorsja izomorfizmu pomiedzy przestrzeniami W( VE-1)e; 1c

(i odpowiednio przestrzeniami W(\/i—1)e* i co) jest liczbg niewymierng.
1
Wprowadzmy teraz nastepujace oznaczenie:

r*(X) =inf{r > 0: (ext Bx~)" C rBx}, (3.1)

przy zatozeniu, ze X jest dowolng ¢;-predualna. Teraz mozemy przej$¢ do prostej obserwacji
wynikajacej z Twierdzenia 3.2.1.
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Wnhniosek 3.2.8. Niech X,Y € F. Jezeli r*(X) < r*(Y), to

L+ 2 (V) = r(X)

d(X,Y)>1
(XY) > =)

Nasladujac konstrukcje przestrzeni ilorazowej H/. oraz metryki dy; mozemy réowniez
wprowadzi¢ relacje rownowaznosci ~ w klasie F i tym samym otrzymac przestrzen ilorazows
F/~ oraz metryke dz, . Zauwazmy, ze z Twierdzenia 2.2.3 wynika, ze H /. C F /.. Z Wniosku
3.2.8 wynika natomiast, ze dla dowolnych Y, Z € [X]| € F/. mamy r*(Y) = r*(Z).

Wobec powyzszych uwag, mozemy teraz przej$¢ do nastepujacego przyktadu.

Przyklad 3.2.9 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 < a < < 1iz} € By,,i €

N. Poléimy Xp° = (X222, Wi ) oraz Xp' = (X0, Wea ), dla t € [0,1]. Z Praykladu 3.2.4
K2 CO K2 g/o

wiemy, ze d(Wax:,ng:) = ln%w dla kazdego i € N. Ustalmy ¢ > 0. Wtedy

dla dowolnego i € N istnieje izomorfizm ¢; : Wg,r — Wag taki, ze ot = 1, ||oal] <

LBl —elizil 4 ¢ Niech ¢ X3 — X bedzie dany wzorem

Talz]
O (1, 29,...) = (1 (x1), P2 (x2),...).

1+208s—as

Poniewaz funkcja f(s) = Ttos

jest rosnaca dla s € [0, 1], tatwo wnioskujemy, 7e

1+ 20r* (X7°) — ar* (X7°)
<
ol e e

i|[¢7|| = 1. Zatem

14200 (XF) — ar” (X9)

d(Xgo’Xgo) <1 1+ ar (X7°)

Z Wniosku 3.2.8 otrzymujemy, ze

1+ 20r* (X7°) — ar* (X7°)
X* X2°) =1 .
41X XF) = 1+ ar* (X7°)

W analogiczny sposéb mozna pokazac, ze

1+ 208r" (X7') — ar* (XT)
1+ ar (X7) '

d (Xg, Xg) =1In

Dystorsja izomorfizmu z /;-predualnej na c

Rozdzial ten zwiericzymy wynikiem dotyczacym oszacowania dystorsji dowolnego izomor-
fizmu z ¢;-predualnej X na co. Wynik ten jest uogélnieniem Twierdzenia 3.7 z pracy [21],
gdzie rozwazane sa pewne ¢;-predualne X izomorficzne z ¢y, dla ktérych r*(X) = 1. Ponadto
wynik ten stanowi uzupetienie Twierdzenia 3.1.3 i Twierdzenia 3.2.1.

Twierdzenie 3.3.1 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Jezeli X jest {1-predualng izo-
morficzng z cg, to
d(X,co) = In(1 + 2r*(X)).
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Zanim jednak przejdziemy do dowodu powyzszego twierdzenia, przywolamy pewne nie-
zbedne w jego toku, wyniki pomocnicze.

Twierdzenie 3.3.2 (patrz np. R. E. Megginson [49]). Niech T : X — Y bedzie ograniczo-
nym operatorem liniowym z przestrzeni Banacha X na przestrzeri Banacha Y. Wtedy istnieje
operator liniowy T : X/kerT — Y taki, Ze:

1) T jest izomorfizmem,
2) T =Tnr, gdzie 7 : X — X/kerT oznacza odwzorowanie ilorazowe,
3) 1Tl = |IT]-

Twierdzenie 3.3.3 (D. E. Alspach [1]). Niech X bedzie przestrzeniq ilorazowq przestrzeni cy.
Wtedy dla dowolnego € > 0 istnieje podprzestrzen Y przestrzeni cg taka, ze d(X,Y) < In(1+¢).

Lemat 3.3.4 (D. E. Alspach |2|). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha takg, ze X* jest
osrodkowa i niech Y bedzie podprzestrzeniq X* izomorficzng z 01 ¢ o znormalizowanej bazie,
ktorg bedziemy oznaczaé przez (yr). Jezeli {yf :n €N} C Y, toY jest stabo* domknieta
w X*.

Lemat 3.3.5 (D. E. Alspach [2]). Zatdzmy, ze X i Y sq oSrodkowymi przestrzeniami Ba-
nacha, a (z2) i (y) sq znormalizowanymi ciggami odpowiednio w X* ¢ Y*, réwnowaznymi
standardowej bazie w 0y i dla ktérych lin{z* : n € N} =lin{zr :n € N} ilin{y? : n € N} =
lin{y; : n € N}. Zatozmy, ze ¢ dziatajace zlin{z} : n € N} nalin{y; : n € N} i bedgce odwzo-
rowaniem przeksztatcajgeym baze w baze, tj. ¢(300 anxl) = 300, ayyl, jest stabo* cigglym
homeomorfizmem z {x* :n € N} na {y* :n € N} . Wtedy ¢ jest stabo* cigglym izomorfi-

zmem z lin{z} : n € N} na lin{y} : n € N}.

Lemat 3.3.6 (E. Casini, E. Miglierina, ¥.. Piasecki, R. Popescu [21]). Niech T' bedzie ogra-
niczonym operatorem liniowym z X na 'Y, przy czym Y # {0}. Wiedy

sup{d > 0:0By CT(Bx)} = ||f_1|]_1,
gdzie T jest okreslone jak w Twierdzeniu 3.3.2.

Mozemy teraz przejs¢ do dowodu Twierdzenia 3.3.1.

Dowdd Twierdzenia 3.5.1. Zauwazmy, ze jezeli 7*(X) = 0, to X = ¢y (patrz [26]). Wobec
tego przyjmijmy, ze r*(X) > 0. Niech ¢ € (0,7*(X)) bedzie dowolnie wybrany. Istnieja

e* € (ext Bx-)" i podciag (e}, Jren standardowej bazy w /; takie ze |le*]| > r(X) — 3,

(01,X) . " L. -
e T et lef]| > oy |e*(ny)| . Polozmy e, = He*HZkEk 1‘6*(7% . Oczywiscie ||e; || =1
i ciag (e )renugoy jest rownowazny standardowej bazie w /1. Niech Y = lin{e;, , ez e ... }.
Poniewaz {eno, m,em,...}* {€r€ns€nys--- 1 U{e"} C Y, wiec Lemat 3.3.4 zapewnia

nam, ze Y =Y, azatem Y = (X/-Y)*. Przyjmijmy, ze

y = (ue*n _ i € ()], ¢* (), € (ma), ¢ (o). ) .
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Poniewaz y* € By, wigc z punktu (iii) w Twierdzeniu 1.0.4 wiemy, ze Wy = {; oraz

ol 7VV * . . M
(W) y*. Niech ¢ : Y — W/, bedzie okreslone w nastepujacy sposob:

P(arey, + agen + asey, + asey, Z apey.
Wtedy ¢ jest izometria liniowa “na”. Ponadto
se) = 6 ((ne*n -3 |e*<nk>|) et im)
= (1= X et ) i+ X ek
= (1= S el o) =

Wobec tego ¢ jest stabo* ciaglym homeomorfizmem z {ez ez ,es ...} ={e} e e, ..}
U{e*} na {ef,e35,...} = {el,e}...} U{y*}. W swietle Lematu 3.3.5 ¢ jest slabo* ciagla
izometria z Y na ¢, = W.. Stad W, jest izometryczna z X/Y.

Zalozmy teraz, ze T : X — ¢ jest izomorfizmem. Bez straty na ogélnosci rozwazan
mozemy przyjaé, ze |T!| = 1. Rozwazmy odwzorowanie 77! : ¢g — X/1Y = W, gdzie
7 X — X/1Y jest odwzorowaniem ilorazowym. Oczywiscie 7771 jest odwzorowaniem
na”. Z Twierdzenia 3.3.2 istnieje izomorfizm aT1 co/ ker m T~ — W, taki, ze H;T\/l“ =

| 7T~ Y|. Zauwazmy teraz, ze 7T 1 (B,,) 2 HT||+nBW . dla dowolnego n > 0. Zatem z Lematu

3.3.6 otrzymujemy ||| > || (75:‘/1) 1 ||. Poniewaz |77 < 1, wiec H7TT—1H <

Nastepnie zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia 3.3.3, istnieje podprzestrzen Z przestrzeni
co 1 izomorfizm K : cq/ ker 7T~ — Z taki, ze | K||[| K| < 1+ ¢e. Wobec tego z Twierdzenia
3.2.1 dostajemy

L2y | < In T KK (7T71) < IE AT (7T71) 1< (L + @I

Stad || T|| > 1+12J2*H > 1+2Tl*+(f)_a. Przechodzac do granicy przy ¢ — 0, otrzymujemy

ITHITH > 1+ 20" (X).
O

Uwaga 3.3.7. Z dowodu Stwierdzenia 3.2.3 zamieszczonego w [21] wiemy, ze d(Wex, cy) <
In(1 + 2||e*||). Dla autoréw pracy [21] nie bylo jasne, czy to oszacowanie jest doktadne poza

otrzymujemy, ze d(We-,¢o) = In(1 + 2||e*||) dla dowolnego e* € By,.
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ROZDZIAL 4

Przyktady zastosowan

Odleglos¢ Banacha-Mazura jest klasycznym pojeciem w analizie funkcjonalnej uzywanym
do opisu stabilnosci geometrycznych wlasnosci przestrzeni Banacha. W rozdziale tym, w ra-
mach zastosowan zaprezentowanych w poprzednim rozdziale wynikéw, skupimy sie na zagad-
nieniu stabilno$ci wielogcienno$ci i wtasnosci rozszerzania dla operatorow zwartych w obrebie
przestrzeni Lindenstraussa oraz stabej* wlasnosci punktu statego w obrebie pewnych klas
l1-predualnych. Zajmiemy sie rowniez omoéwieniem pewnych topologicznych i metrycznych
wlasnosci przestrzeni (H /., dy,..).

Stabilno$¢ wielo$cienno$ci w obrebie L;-predualnych

Przypomnijmy, ze przestrzenn Banacha X nazywamy wieloscienng (polihedralng), jesli
domknieta kula jednostkowa dowolnej skonczenie wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni X
jest wieloscianem (tzn. ma skorniczona liczbe punktow ekstremalnych) (patrz [38]).

Klasycznym przyktadem Li-predualnej bedacej przestrzenia wielogcienng jest ¢y (patrz
[38]). Z drugiej strony, jako przyktad L;-predualnej niebedacej przestrzenia wielo$cienna,
mozemy przywolaé przestrzen c. Przytoczymy elementarny dowod tego faktu. Z komentarza
zamieszczonego w [32] wynika, ze autorem tego rozumowania jest Libor Vesely.

Stwierdzenie 4.1.1. Przestrzen c nie jest przestrzeniq wielo$cienng.

Dowdd. Rozwazmy punkty P, na plaszczyznie, gdzie P, = c(1=2)% dla kazdego n € N
(patrz Rysunek 4.1). Niech a,x + b,y = 1 bedzie réwnaniem prostej przechodzacej przez P,
i P,y dla kazdego n € N i agr + by = 1 bedzie réwnaniem prostej przechodzacej przez
Py = €T i Py := (—1,0). Wtedy ciagi a = (ag,a1,as,...) i b= (b, b1, by, ...) naleza do c,
a ich otoczka liniowa jest izometryczna z ptaszczyzng wyposazona w norme, ktorej domknieta
kula jednostkowa jest zbiorem conv{+P;,+PF,,..., £P}. ]

Nalezy réwniez przypomnieé, ze jezeli X jest przestrzenia Banacha taka, ze (ext Bx«) C
rBx« dla pewnego r € (0,1), to X jest przestrzenia wieloscienna (patrz [28]).
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Rysunek 4.1: Konstrukcja pokazujaca, ze c nie jest przestrzenia wieloscienna.

Przywolamy teraz kluczowa w dalszej czesci rozprawy charakteryzacje wielosciennych
przestrzeni Lindenstraussa.

Twierdzenie 4.1.2 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki, L. Vesely [23]). Niech X bedzie
nieskoriczenie wymiarowq przestrzeniq Lindenstraussa. Wiedy nastepujgce warunki sq row-
nowazne.

1. X jest przestrzeniq wieloScienng.
2. X nie zawiera 1zometrycznej kopii przestrzeni c.
Stad, jako natychmiastowa konsekwencje Twierdzenia 3.1.3, otrzymujemy:

Wnhniosek 4.1.3 (A. Gergont, f.. Piasecki [29]). Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowq
Li-predualng takg, ze (ext Bx-)' C rBx- dla pewnego 0 < r < 1. Jezeli Y jest Li-predualng
wzomorficzng z X 4

3—r
d(X,Y) <1
(XY) <l

to'Y jest przestrzeniq wieloScienng.

Uwaga 4.1.4. Nalezy zaznaczy¢, ze badanie stabilnosci wielo$ciennosci w obrebie wszystkich
przestrzeni Banacha byloby bezprzedmiotowe. Mianowicie dla kazdej wieloSciennej przes-
trzeni Banacha X i dowolnego ¢ > 0 mozemy wskazaé¢ taka przestrzenn Banacha Y, ktora nie
jest wieloScienna i d(X,Y) < In(1 + ¢).
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Trzeba podkresli¢, ze oszacowanie uzyskane we Wniosku 4.1.3 jest doktadne dla dowolnego
r € [0,1) (patrz Przyktad 3.1.9). W przypadku, gdy » = 1 mozemy wskaza¢ taka wieloscienna
¢1-predualng X, dla ktorej (ext Bx-)" C Sx- i istnieje prawie izometryczna z nig £;-predualna,
ktora nie jest wieloScienna. W tym celu wykorzystamy wynik charakteryzujacy ¢;-predualne
hiperptaszczyzny w ¢ zawierajace izometryczng kopie przestrzeni c.

Stwierdzenie 4.1.5 (E. Casini, E. Miglierina, T.. Piasecki [19]). Niech e* € By,. Wiedy
nastepujgee warunki sq rownowazne.

1. Wex zawiera podprzestrzen izometryczng z c.

2. |le*|| = 1, zbior {n € N : e*(n) < 0} jest skoriczony i zbior {n € N : e*(n) = 0} jest
nieskonczony.

Przyktad 4.1.6. Ze wzgledu na fakt, iz przyktad ten bedziemy przywolywaé réwniez w kon-
tekscie innych niz wieloscienno$¢ wlasnosci, rozwazmy nastepujacy przekroj ¢1-predualnych
hiperplaszezyzn w c: Wi, Woe, Wi 1 Wi, gdzie 27,25, 23, 2) € Sy, sa nastepujacej po-
staci z7 = (%,2%,2%,2—14,...), Th = (%,—2—12,2%,—2%,...), Th = (%,0,2%,0,2%,0,2%,0,...)
iz = (—%, — 35, — 35, 30, - - ) Zauwazmy, ze p(zy, ;) = 0 dla i,j = 1,2,3,4. Wobec tego
w $wietle Stwierdzenia 2.2.1, d(Wx;, W;,;;) =0dlai,j=1,2,3,4. Z drugiej strony, ze Stwier-
dzenia 2.2.2 wynika, ze W, nie jest izometryczna z Wx; dla i # j. Na mocy Stwierdzenia
4.1.5, W, zawiera podprzestrzen izometryczng z ¢, w przeciwiefistwie do Wex, Was 1 Wos.
W konsekwencji z Twierdzenia 4.1.2, Wox, Wye i W, sa wieloscienne, natomiast W, nie jest
przestrzenia wieloscienng. Wobec tego wida¢ wyraZnie, ze wieloScienno$¢ nie jest niezmien-
nicza wzgledem odlegtosci Banacha-Mazura 0.

Stabilno$¢ wlasnos$ci rozszerzania dla operatoréw zwartych

Jedna z inspiracji rozwoju teorii rozszerzania operatoro6w byto niewatpliwie stynne twier-
dzenie Hahna-Banacha.

Twierdzenie 4.2.1 (H. Hahn [34], S. Banach [5]). Niech Y bedzie podprzestrzeniq przestrzeni
unormowanej X. Wowczas kazdy cigglty funkcjonat lintowy f na Y mozna rozszerzyé do
cigglego funkcjonatu liniowego F na X tak, by | F|| = || f]|-

Idea rozszerzania funkcjonaléw z podprzestrzeni na caly przestrzen z zachowaniem pew-
nych szczegélnych wlasnodci, zostala przeniesiona pézniej na inne typy przestrzeni czy od-
wzorowan. 7 tematyka ta zwigzana jest wlasnos¢, ktéra dotyczy rozszerzania operatoroéw
zwartych z zachowaniem normy. Mowimy, ze przestrzen Banacha X ma wflasnosé rozszerza-
nia dla operatordw zwartych (w skrocie WROZ), jesli dla dowolnych przestrzeni Banacha
Y C Z, kazdy operator zwarty T : Y — X dopuszcza zwarte rozszerzenie T: 7 — X takie,
ze ||T|| = ||T||. Wtasno$é ta byla obszernie studiowana przez J. Lindenstraussa [45]. Miedzy
innymi wykazat on, ze kazda przestrzeri Banacha X majaca WROZ musi by¢ wieloScienng
Ly-predualng. Przez niemal 50 lat sadzono, ze zachodzi réwniez zalezno$¢ w druga strone.
Co wiecej, brak wlasnosci rozszerzania dla operatoréow zwartych przestrzeni Lindenstraussa
utozsamiano z faktem iz przestrzen ta zawiera izometryczna kopie przestrzeni ¢ (patrz [41],

45



[27, Stwierdzenie 6.23]). W pracy |23] wykazano, ze oba te stwierdzenia sa falszywe (patrz
Przyklady 4.1.6 i 4.2.9). Ponadto w 23] oraz [22] scharakteryzowano na nowo przestrzenie
Lindenstraussa majace WROZ (patrz Twierdzenie 4.2.3). W naszych dalszych rozwazaniach
podamy kolejng charakteryzacje przestrzeni Banacha majacych WROZ. Zanim jednak przej-
dziemy do jej tresci, przypomnimy pewne istotne pojecia i przytoczymy kluczowe dla jej
dowodu wyniki.

Wypukty podzbior F' kuli Bx (odpowiednio sfery Sx) nazywamy fejsem (obliczem) kuli
Bx (odpowiednio sfery Sx), jezeli z warunku tx + (1 — t)y € F dla 2,y € Bx (odpowiednio
z,y € Sx) it € (0,1) otrzymujemy z,y € F. Fejs kuli Bx nazywamy wifaSciwym, jesli
F # Byx. Zatem F jest fejsem sfery Sy wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest wlasciwym fejsem
kuli By.

Niech K bedzie zwartym, wypuklym, symetrycznym wzgledem 0 podzbiorem przestrzeni
liniowo-topologicznej. Przez Ag(K) bedziemy oznaczaé przestrzen Banacha wszystkich funkcji
f: K — R ciaglych, afinicznych i symetrycznych (tzn. takich, ze f(—z) = — f(x) dla kazdego
r € K), wyposazong w norme supremur.

Stwierdzenie 4.2.2 (A. J. Lazar [41]). Niech X bedzie Li-predualng, F fejsem sfery Sx«, H
stabo* domknietq otoczkq wypuktq zbioru F'U—F, a'Y o$rodkowq podprzestrzeniq przestrzeni
Ao(H). Wtedy istnieje liniowa izometria T : Y — X taka, Ze x*(T(y)) = y(x*) dla wszystkich
rreHiryey.

Twierdzenie 4.2.3 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki, R. Popescu, L. Vesely (23, 22|).
Niech X bedzie nieskonczenie wymiarowq przestrzeniq Banacha. Wiedy nastepujgce warunks
$q rownowazne.

1. X ma WROZ.

2. X jest przestrzeniqg Lindenstraussa takq, ze Bx+ nie ma wlasciwego, nieskoriczenie wy-
miarowego, stabo* domknietego fejsu.

3. X jest przestrzeniq Lindenstraussa takg, ze v*(x) < 1 ilekroé x € Sx i 2* € (ext Bx+)'.

4. X jest przestrzeniq Lindenstraussa taka, ze zbior ext D(x) jest skoriczony dla kazdego
x € Sx.

Twierdzenie 4.2.4 (M. Zippin [62]). Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowq osrodkowq
Ly-predualng. Wtedy istnieje podprzestrzen U C X @ izometria T : U — c taka, Ze obraz
Y =T(U) jest albo przestrzeniq ¢ albo domknietq hiperptaszczyzng w c. Ponadto, jezeli Bx
ma punkt ekstremalny, to'Y zawiera element (1,1,1,...) z przestrzeni c.

Uwaga 4.2.5. Z dowodu Twierdzenia 4.2.4 wynika, ze przestrzen Y jest ¢;-predualna.

Wykazemy teraz nowa, istotna w toku dalszych rozwazan charakteryzacje L;-predualnych
majacych WROZ. Nalezy podkresli¢, ze omawiana wczesniej klasa przestrzeni A(S), jak
rowniez klasa H odegraja tutaj kluczows role. Wynik ten zamyka dyskusje na temat opisu
wewnetrznej struktury przestrzeni Lindenstraussa majacej WROZ.

Twierdzenie 4.2.6 (A. Gergont, L. Piasecki [29]). Niech X bedzie nieskoniczenie wymiarowq
przestrzeniqg Banacha. Wtedy nastepujgce warunki sqg réwnowazne.
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1. X ma WROZ.

2. X* =01(T") dla pewnego zbioru I' i X nie zawiera izometrycznej kopii Zadnej nieskori-
czenie wymiarowej przestrzeni A(S).

3. X* = (1(T") dla pewnego zbioru I' i X nie zawiera izometrycznej kopii Zadnej hiper-
plaszczyzny Wes € H zawierajgcej element (1,1,1,...) z przestrzeni c.

4. X* =,(T) dla pewnego zbioru I i X nie zawiera izometrycznej kopii Zadnej domknietej
hiperptaszezyzny w ¢ zawierajgeej element (1,1,1,...) z przestrzeni c.

Dowdd. Jak juz wczesniej wspomnielismy, Lindenstrauss [45] wykazal, ze kazda przestrzen
Banacha majaca WROZ musi by¢ wielo$cienna Li-predualng. Zatem stosujac Twierdzenie
3.1.1 i Twierdzenie 3.1.2 otrzymujemy, ze X* = ¢;(T") dla pewnego zbioru T

—(1) = —(2). Zalozmy, ze X* = ¢1(T") dla pewnego zbioru I' i X nie ma WROZ. Wowczas,
na mocy Twierdzenia 4.2.3, Bx+« ma nieskoniczenie wymiarowy, stabo* domkniety wlasciwy
fejs F'. Wobec tego istnieje nieskoriczony zbior A C I' taki, ze

F =conv{ee; : A€ A} = Za,\eAef\:a,\>O,ZaA:1 ,
A€A AEA

gdzie dla kazdego A € A mamy jedng z dwoch mozliwosci: €, = 1 lub €, = —1. Niech
Y1 = lin conv(F U —F). Oczywiscie, przestrzen Y jest izometryczna z przestrzenia £;(A).
Poniewaz By, = Bx- NY; = conv(F U —F), wiec Y7 jest stabo* domknieta podprzestrzenia
przestrzeni X* (patrz rozdzial V, [25]). Stad Y; = (X/1Y})*. Przestrzeii X/*Y; mozemy
utozsamia¢ z przestrzenia Ag(By,). Niech f : FF — R bedzie funkcja stala, réwna 1 na F.

Niech f oznacza jedyne afiniczne, symetryczne rozszerzenie f na By;, a nast¢pnie niech f
oznacza jedyne rozszerzenie liniowe f na cala przestrzen Y;. Zauwazmy, ze

z 1 1
kerf N BYl = iF + 5(—F)

To pokazuje, ze kerf jest sltabo* domkniete w Vi, a wiec f € Y} (patrz rozdzial V, [25]).
Wobec tego f jest punktem ekstremalnym domknietej kuli jednostkowej w Ag(By,). Niech Z
bedzie nieskoriczenie wymiarowa, osrodkowa podprzestrzenia przestrzeni Ag(By, ) zawierajaca
punkt ekstremalny f. Z Lematu 3.1.6 wynika, ze przestrzei Ao(By,) zawiera osrodkowa
podprzestrzen Z; taka, ze Z C Z; C Ao(By,) i Z; jest Li-predualna. Poniewaz f € ext By,
wiec z Twierdzenia 1.0.2 wynika, ze Z; jest izometryczna z pewna nieskoniczenie wymiarowa,
przestrzenia A(S). Wobec Stwierdzenia 4.2.2, istnieje liniowa izometria 7' : A(S) — X.

—(2) = —(3). Zalozmy, ze X* = (1(I") dla pewnego zbioru I' i X zawiera podprze-
strzen izometryczna z pewna nieskoriczenie wymiarowa przestrzenia A(S). Ponownie stosu-
jac Lemat 3.1.6 wnioskujemy, ze przestrzen A(S) zawiera nieskoniczenie wymiarowa osrod-
kowa Li-predualng, ktora zawiera punkt ekstremalny kuli By(s). Z dowodu Twierdzenia 4.2.4
(patrz Uwaga 4.2.5) wynika, ze przestrzen A(S) zawiera izometryczna kopie hiperplaszczyzny
W« € H zawierajacej element (1,1,1,...) € c.

=(3) = —(4). Oczywiste.
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=(4) = —(1). Zatozmy, ze X* = £1(') i X zawiera izometryczna kopie domknietej hiper-
plaszczyzny W w przestrzeni ¢ zawierajacej element x = (1,1,1,...) € c. Poniewaz W jest
domknieta hiperplaszczyzna, wiec moze by¢ zapisana jako

W= {:z: (x(1),2(2),...) €c: g(l)lllglox(l) + ig(l + Dz(i) = 0} :

gdzie g = (g(1),9(2),...) € Sp,. Poniewaz lim; .., g(i) = 0, wiec mozemy wybra¢ podciagi
liczb naturalnych (p;)ien, (¢i)ien 1 ciag liczb rzeczywistych (7;);en takie, ze:

o p; < ¢ < piv1 < @11 dla kazdego i € N;
e 1; € (—1,1) dla kazdego i € N;

e dla dowolnych i, 7 € N takich, ze j # i element

Tij = Ni€p, T €q; — NjCp; — €y,

nalezy do W (przypomnijmy, ze e, = (0,...,0,1,0,0,...) € ¢, gdzie 1 wystepuje na
n-tym miejscu).
Niech (e}) oznacza standardowa baze w ¢* = (;. Niech u} oznacza zawezenie e} do W.
Poniewaz element z = (1,1,1,...) € W, wicc ||u’|| = v’ (z) = e’ (z) = 1. Niech u* oznacza
rozszerzenie u* na caly przestrzen X z zachowaniem normy, ||u?|| = 1. Wtedy v € D(z) dla
kazdego n € N. Poniewaz ||z; ;|| = 1 dla dowolnych 4, j € N takich, ze j # i, wiec

—_~— e/~

2> |y — g || 2w (i) — g (@ig)| = Jeg (@) — €4 (i) = 2

To pokazuje, ze D(x) nie jest normowo zwarty, a wiec D(z) jest nieskonczenie wymiarowym
stabo* domknietym, wlasciwym fejsem kuli Bx«. Z Twierdzenia 4.2.3 wynika, ze przestrzen
X nie ma WROZ. ]

Uwaga 4.2.7. Z punktu (i) Twierdzenia 1.0.4 mozemy wywnioskowa¢ ze nie kazda hiper-
plaszczyzna w ¢ zawierajaca element (1,1,1,...) € ¢ jest ¢;-predualng. Jako przyktad mo-
zemy podaé W« z ¢* = (1,—1,1,0,0,0,...).

Mozemy teraz wykazaé¢ nastepujacy wynik stabilnoéciowy dotyczacy WROZ.

Twierdzenie 4.2.8 (A. Gergont, L. Piasecki [29]). Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowq
Li-predualng takq, ze (ext Bx-)' C rBx- dla pewnego 0 < r < 1. Jezeli Y jest Li-predualng
wwomorficzng z X i

3—r
d(X.Y) <1
(X.Y) nl—i—r’

toY ma WROZ.

Dowdd. 7 Twierdzen 3.1.1, 3.1.2 1 4.2.3, X* = ¢1(I") dla pewnego zbioru I' i X ma WROZ.
Niech Y bedzie L;-predualna izomorficzna z X. Wtedy Y* = ¢1("). Zalozmy, ze Y nie ma
WROZ. Woéwcezas, na mocy Twierdzenia 4.2.6, Y zawiera izometryczng kopie nieskonczenie
wymiarowej przestrzeni A(S). Z Wniosku 3.1.8 otrzymujemy, ze d(X,Y) > In % O
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Oszacowanie uzyskane w Twierdzeniu 4.2.8 jest dokladne dla kazdego r € [0,1) (patrz
Przyktad 3.1.9). Dla kompletnosci rozwazan warto wspomnie¢, ze mozemy znalezé taka (1-
predualng X majaca WROZ, dla ktorej (ext Bx-)' C Sx- i istnieje taka ¢;-predualna Y,
ze d(X,Y)=01Y nie ma WROZ.

Przyklad 4.2.9. Wroémy do £;-predualnych hiperplaszezyzn Wos, Wy, Wor i W,2 omawia-
nych w Przyktadzie 4.1.6. Z Twierdzenia 4.2.3 wynika, ze W, i W,» maja WROZ, w przeci-
wienistwie do Ws 1 Wix. Wobec tego wlasnos¢ rozszerzania dla operatoréow zwartych nie jest
niezmiennicza wzgledem odlegloéci Banacha-Mazura 0.

Poniewaz W,y i W,» maja WROZ, wigc mozemy od razu wywnioskowac, ze sa wieloscienne
(por. Przyktad 4.1.6). Jednakze 7 faktu, ze przestrzen nie ma WROZ, nie wynika, ze nie jest
ona rowniez wieloScienna. Przykladem przestrzeni wielosciennej, ktora nie ma WROZ jest
W, (patrz Przyklad 4.1.6). Nalezy podkresli¢, ze fakt ten zostal po raz pierwszy wykazany
w [23].

Topologiczne i metryczne wlasno$ci przestrzeni (H/.,dy,.)

Niech (M, p) bedzie przestrzenia metryczna. Symbolem By (z,7) oznaczamy domknietq
kule o srodku w punkcie x € M i promieniu r > 0:

Bu(z,r)={y € M :p(z,y) <r}.
Przez Sy(x,r) oznaczamy sfere o srodku w punkcie # € M i promieniu r > 0:
Su(z,r)={y € M : p(z,y) =r}.

Ponadto potozmy By (z,0) = {x} i Sy(x,0) = {z}.

Niech x,y € M. Zalozmy, ze istnieje ciagte odwzorowanie 7 : [0, 1] — M takie, ze v(0) = z
i 7(1) = y. Odwzorowanie to nazywamy krzywq (lub Sciezkq) taczaca = i y. Diugosé krzywej
definiujemy jako

Liy) = pz o (3 (o) 7 (1))

gdzie kres gorny jest wziety po wszystkich n € N i wszystkich mozliwych podzialach 0 =
tg < t; < --- < t, = 1. Jezeli przestrzen M jest taka, ze kazde dwa punkty z M mozna
potaczy¢ co najmniej jedna krzywa o skonczonej dlugosci, to mozemy skonstruowaé w M
metryke Sciezkowq, zdefiniowang dla dowolnych x,y € M przez

pﬁ?th(x, y) = kres dolny dlugosci wszystkich krzywych w M laczacych z i y.

Homeomorficzny model przestrzeni (H/.,dy; )

W tym paragrafie skupimy sie na udowodnieniu wyniku, ktory daje nam prosty i niezwy-
kle uzyteczny w kontekscie badan wlasnosci topologicznych model przestrzeni (H/.,dy; )
wprowadzonej w podrozdziale 2.2. Zacznijmy od jego sformutowania.
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Twierdzenie 4.3.1 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Przestrzen (H/~,dy,.) jest homeomor-
ficzna z przestrzeniq (K, dy, ), gdzie

K={x=(x(1),2(2),...) € By, : x(i) > x(i + 1) > 0 dla wszystkich i € N}
idy (z,y) = |lz—y|| = X2 |2(0) — y(i)| dla dowolnych x,y € K.

W celu udowodnienia przytoczonego twierdzenia potrzebujemy szeregu nastepujacych wy-
nikéw pomocniczych.

Lemat 4.3.2 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech n € N i niech a;, b;, i = 1,...,n, bedg
liczbami rzeczywistymi takims, ze ay = -+~ 2 ap, 2 04 by = --- > b, =2 0. Wtedy dla dowolnej
permutacji m: {1,...,n} — {1,...,n}

> lai = bay| =D ai — byl .
i=1 i=1

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy za pomoca indukcji wzgledem n. Oczywiscie dla n = 1
niero6wnos¢ jest prawdziwa. Zalozmy, ze nieréwnosé¢ zachodzi, gdy n = k dla pewnego k > 1,
tj. dla dowolnych liczb rzeczywistych a;, b;, © = 1,...,k, takich, ze a; > -+ > a, > 0,
by > -+ > by > 01 dla dowolnej permutacji 7 : {1,..., k} — {1,...,k}

k

i=1 i=1

Musimy pokazaé, ze nieréwnos¢ zachodzi dla n = k+1. Rozwazmy dowolne liczby rzeczywiste
a;, bj, 1 =1,...,k+ 1 takie, ze ay > -+ > a1 > 01by > --- = bpr1 = 0 oraz dowolng
permutacje w: {1,..., k+1} — {1,..., k+1}. Jezeli istnieje 1 < iy < k+1 taki, ze ig = (i),
to wykorzystujac zalozenie indukcyjne tatwo otrzymujemy

k+1 k+1

> ai = by =D |a; — byl
i=1 i=1

Z drugiej strony, jezeli i # 7(i) dla kazdego 1 <i < k+1,to w(1) > 1iistnieje 1 < j < k+1
taki, ze w(j) = 1. Bez straty na ogblnosci rozwazaii mozemy zalozy¢, ze a; > by. Wtedy

k41 k41
Z lai — br)l = |ar — 1| + [br = bry| + |a; — bi| + Z la; — brey))
i=1 i=2
i#]
k41 k+1
2 ’Gl — b1| -+ |aj — bﬂ(1)| + Z |CLZ' — bﬂ(l)’ 2 Z ’Gi — bZ’
i=2 i=1
1#]
i ostatnia nieréwnos¢ wynika z naszego zalozenia indukcyjnego. O

Lemat 4.3.3 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Dla dowolnych x, y € K,
pz,y) = [z —yll.
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Dowdd. Niech x,y € K,m € 1lie € £ beda dowolnie wybrane. Dla dowolnego n € N potézmy
™ = (2(1),...,2(n),0,0,...), y™ = (y(1),...,y(n),0,0,...) i

A, ={ie{l,...,n}:7(i) e {1,...,n}}.
Niech 7, € II bedzie dowolng permutacja spetniajaca warunki:
L. m({1,...,n}) ={1,...,n},
2. m,(1) = m(i) dla kazdego i € A,,.

Mamy
S 1206) — @@ > )~y @) > 3 k6 — ¢ ()

- Z 27 (0) — 5™ (0, (6)|

1 z Lematu 4.3.2

n

> ) = 5" )] > 3 276 - " 0] = o — ).
i=1 =1

Powyzsze rozumowanie pokazuje, ze p(z™, y™) > ||z — ™). Stad i z (IV) otrzymujemy
p(z™, y™) = ||z — y™||. Oczywiscie
lim ||z™ — 2| = lim ||y™ —y|| = 0.

Stosujac (IV) otrzymujemy
lim p(z™,z) = lim p(y™,y) = 0.

n—oo n—oo

W zwiazku 7z tym, stosujac dwukrotnie (IT) i (IIT), otrzymujemy
lim p(z™,y™) = p(z,y).

n—oo

Zatem
p(z,y) = lim p(z™,y™) = lim ||z —y™| = ||lz — y]|.

n—~oo n—oo

]

Kolejny wynik zostal wraz z pelnym dowodem (ze wzgledu na sugestie recenzenta pracy
[30]) po raz pierwszy opublikowany w [30], jednakze byl juz wczesniej znany i stosowany
w dowodzie Lematu 2.3 w pracy [56].

Lemat 4.3.4 (A. Gergont, f.. Piasecki [30]). Ustalmy € € [0,e0), gdzie gy jest jedynym
rozwigzaniem rzeczywistym réwnania t3+442+7t—2 = 0 (tj. g9 = 0,248 ... ). Jezeli ¢ : {1 — {;
jest izomorfizmem takim, zZe dla kazdego x € {4

lzll < fle(@)l] < (L +e) [l]l,

to istnieje jednoznacznie wyznaczony cigg znakéw € = (€(n))nen, €(n) = £1, doktadnie jedna
permutacja m : N — N i doktadnie jeden cigg (wy)neny w kuli %Bgl taki, ze dla kazdego
n € N mamy

o(ey) = e(n)eq ) + w.

o1



Stwierdzenie 4.3.5 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech z}, 2" € By, m € N. Wtedy
nastepujgee warunki sq rownowazne.

(1) lim d(W,s ,W,e) = 0.

m—00

(2) lim p(xf,x*) =0.

m—0o0

Dowdd. Zatozmy, ze limy, .o d(Wys ,Wee) = 0. Wtedy istnieje ciag izomorfizmow ¢, :
Wy — W, taki, ze 1y, o |6 |65 ]| = 1. Mozemy zatozyé, ze ||¢; || = 1 (W przeciwnym
razie mozemy zastapic¢ ¢,, przez ||¢; || #,). Rozwazmy teraz ciag sprzezonych izomorfizmow
G+ W — Wi, . 7 lematu 4.3.4 istnieje ciag zbiezny do zera (1), )men C (0, 00) taki, ze dla
dowolnych m,n € N
¢:<n<€:1) = 6m(TL)e;krm(n) + w:n,nu

gdzie 7, : N — N jest permutacja, ¢, = (€,(n))nen jest ciagiem znakow i |lwy, || < 7, dla
wszystkich n € N. Bez straty na ogélnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze

o (b1, Wy )
ey

6m(”)efrm(n) T,
Wtedy
Py, ") < Zlfv ) = m(my ()2 (1" (n)|
< Sl — (@@ m]+ 30 3 gl ()
n=1 n=1j=1

< g, = 5 (@) + e < limint [lem (el gy — 1€l + 1 < 21

Przechodzac do granicy przy m — oo, koniczymy dowdd implikacji (1) = (2).

Zatozmy teraz, ze lim,, .o p(7;,, ") = 0. Mozemy wybra¢ ciag (y;,),,cy taki, ze y;, € Fax
oraz lim,, .. ||y, —2*|| = 0. Stosujac Lemat 3.2.2 otrzymujemy lim, ..o d(Wy: , Wy+) = 0.
Na mocy Stwierdzenia 2.2.1, d(Wy: , W, ) = 0. Zatem limy, oo d(Wgs , Wy ) = 0. O

Mozemy teraz przejs¢ do dowodu gltownego wyniku tej sekcji.

Dowdd Twierdzenia 4.3.1. Ustalmy z* € By,. Zauwazmy, ze z konstrukeji (2.1), dla dowol-
nego z* € By, mamy -
For NK = {a*}. (4.1)

Niech ¢ : H/. — K bedzie dane wzorem

o (Wa) = 7

Zauwazmy, ze ze Stwierdzenia 2.2.1, (I) i (4.1) wynika, ze warto$¢ ¢ ([W,+]) nie zalezy od
wyboru reprezentanta warstwy [W,«] i ¢ jest bijekcja. Pokazemy, ze ¢ jest ciagle. Niech
xy,x* € By, beda takie, ze

lim dy ([(Was], [We]) = lim d(W,e, W) = 0.

n—oo n—oo
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W s$wietle Stwierdzenia 4.3.5 i (V),
Tim p(a, o) = lim p(7E,7) =0,
co, z Lematu 4.3.3, jest rownowazne z nh_{go |x% — a*|| = 0. To pokazuje, ze ¢ jest ciagte.

Z drugiej strony, niech x7, 2" € K bedy takie, ze lim |lzj — 2% = 0. Z Lematu 3.2.2
wynika, ze lim dy; ([Wey], [Wer]) = lim d(Wi,, W) = 0, a wige ¢! jest ciagle. O
Whniosek 4.3.6 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Dla ustalonego n € N przyjmijmy, Ze

K,={xe€By:x(1)>--->x(n)>20ix(n+k)=0 dla wszystkich k € N},
natomaiast
H, = {W, : " ma co najwyzej n niezerowych wspdtrzednych}.

Zbior Ky jest przedstawiony na Rysunku 4.2. Niech ~ oznacza relacje rownowaznosci na H,
okreslong dla dowolnych Wy, Wy« € H,, w nastepujgcy sposob:

Wys ~ Wy wtedy i tylko wtedy, gdy d(Wys, W) = 0.
Nastepnie, niech dy, /., : Hn/~ X Hy/~ — [0,00) bedzie okreslona wzorem
dr, /. ((Was], [Wye]) = d(Wae, Wye).
7 Twierdzenia 2.2.3 dla dowolnego n € N,
Hn/~ C Hpy1/~ CH/~.

Ponadto przestrzen (Hn/~, dn,/..) jest homeomorficzna z (Ky, dy,). Aby to wykazaé wystarczy
rozwazyé zawezenie homeomorfizmu ¢ : H/. — K do zbioru H,/~, gdzie ¢ jest okreslony
jak w dowodzie Twierdzenia 4.5.1.

Az(2)

N | —

N =

Rysunek 4.2: Zbior K, z przyktadowymi Sciezkami taczacymi punkty (1,0) i (0,0), ktorym
odpowiadaja przestrzenie c i c.
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Wnhniosek 4.3.7 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech ¢ bedzie okreslone jak w dowodzie
Twierdzenia 4.3.1. Wiedy dla dowolnego r € [0, 1],

¢~ (Sk((0,0,...),7)) = Sy ([co], In(1 + 2r)).

Ponadto dla 'H,, K, 1 ¢, okreslonych jak we Wniosku 4.3.6, mamy

¢ (Sk,((0,0,...),7)) = S,/ ([col, In(1 4 27)).

Uwaga 4.3.8. Pokazemy, ze przestrzen K nie jest lokalnie zwarta w zadnym punkcie tzn.
dla dowolnego = = (z(1),z(2),...) € K i dowolnego 0 < € < 1 kula Bg(z, ) nie jest zwarta.
Rozwazmy najpierw dowolny punkt x € K postaci x = (z(1),...,2(n),0,0,0,...), gdzie
x(n) > 0. Zdefiniujmy ciag (Ym)men C €1 W nastepujacy sposob:

9 S £

" (x(”’ o= 1), (1= G, g el g g

x(n),0,070,...).

10m

Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego m € N, y,,, € Bi(x,¢) 1 ciag (Ym)men jest rozseparowany.
Poniewaz punkty powyzszej postaci tworza zbiér gesty w K, wiec zbior K nie jest lokalnie
zwarty w zadnym punkcie. Wobec tego z Twierdzenia 4.3.1 przestrzen H/. nie jest lokalnie
zwarta w zadnym punkcie.

Poniewaz zbior K jest wypukly mozemy wywnioskowaé, ze przestrzen K i w konsekwencji
rowniez przestrzen H /. sa Sciagalne. Ponadto zauwazmy, ze Twierdzenie 4.3.1 1 Wniosek 4.3.6
ilustruja wielo$¢ i roznorodnosé Sciezek taczacych dowolne dwa elementy przestrzeni H/ .. Na
przyklad, kazda Sciezka v w K, taczaca (1,0,0,...)1(0,0,0,...) odpowiada $ciezce ¢~ |k, oy
w H,/~ taczacej [c] i [co] (patrz Rysunek 4.2), gdzie ¢ : H/.. — K jest homeomorfizmem
zdefiniowanym w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. W naturalny sposéb nasuwa sie pytanie o ist-
nienie najkrotszej sposrod nich oraz jej dtugosé. W nastepnej sekcji zajmiemy sie szerzej tym
zagadnieniem.

Optymalna homotopia dzialajaca na H/.

Przedmiotem niniejszego paragrafu bedzie konstrukcja homotopii Sciggajacej H/ . do [co]
po najkrotszych $ciezkach w H/ .., a takze wyznaczenie dlugosci kazdej z nich.

Twierdzenie 4.3.9 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech funkcja H : [0,1] x H/ — H/~
bedzie zdefintowana w nastepujgcy sposob

H(tr [We*]) = [W(lft)e*y
Wtedy:
(1) H jest homotopiq Sciggajacg H/~ do [col;

(2) dla dowolnej warstwy [We<] € H/~, v [0,1] — H/~ okreslona wzorem y(t) = H(t, [Wex])
jest nagkrotszq krzywqg w H/ < tgczacqg [Wes] 2 [co] 4 L(y) = 2In (1 + ||e*]|).
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Dowd6d Twierdzenia 4.3.9 opiera si¢ na szeregu przytoczonych ponizej wynikow. Zaczniemy
od wykazania, ze H jest homotopig.

Lemat 4.3.10 (A. Gergont, f.. Piasecki |30]). H jest ciggla.

Dowdd. Niech przestrzeni (K, dy,) bedzie okreslona jak w Twierdzeniu 4.3.1. Rozwazmy od-
wzorowanie H : [0,1] x K — K dane wzorem H(t,z) = (1 — t)x. Oczywiscie H jest ho-
motopia $ciagajaca K do punktu (0,0,0,...) € K. Niech ¢ bedzie homeomorfizmem okre-
slonym tak jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze H(t,[We]) =

o~ (H (t,0 (W]))). 0

Lemat 4.3.11 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech 0 < o < < 1 i e* € By,. Nastepnie
niech v : [, 8] — H/~ bedzie dana wzorem y(t) = [Wie]. Wiedy v jest krzywq lipschitzowskq
o dlugosci

1+ Bl

L(v) = 21 .
() Al

Dowdd. Niech oo < t; <ty < 3 beda dowolnie wybrane. Wtedy z Przyktadu 3.2.4

14 2t5 ||e*|| — t1 ||e*
dyy. (1(tr),(t2)) = ﬂwgajmﬁg:4n< 3l M\H>

L+t |le*|
oy el — 21 ey 2’|
= 1 1 < <ty — t
“( T ralel ) S Teaer 0l
2l Gy, g
1+ ale '

Wobec tego « jest lipschitzowska i w konsekwencji prostowalna. Obliczymy teraz jej dtugosc.
Dla dowolnego n € N rozwazmy nastepujacy podzial przedziatu [, 8]: ¢} = a + £(3 — a),
k=0,1,...,n. Ponownie stosujac Przyklad 3.2.4 otrzymujemy

n—1 n—1
LO) = Jim 3 dwy (v (t0) 7 () = Jim 32 d (Wi, Wiper)
k=0 k=0
ot (12 (ot 2+ 1) - Jlel (a4 E2k)
= lim Zln
n—oo £~ 1+ |lex]] (a + ﬂ%ak’)
nd (k424 (14 [le] @) by
k+ (14 [le*llo) g=aspeey
n+ (14 lefla)—2— n+1+(1+|le*]]|a)—2—
) Mnn( (1 + lje*llo) ey 7+ 1+ ( ||”>wawn)

= lim In
n—oo

k=0

n—09 (1 + [le*]le) gajier 1+ (1 + [lelle) oy
POl iy
L+ afle
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Lemat 4.3.12 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech [Wy«], [Wy-] € H/~ bedq takie, ze ||x*| <

ly*||. Jezeli v :[0,1] — H/~ jest krzywa taczgeq [Wyx] z [Wy-], to L(y) > 21n }i”g”

Dowdd. Niech v : [0,1] 3 ¢ + [W,:| € H/. bedzie krzywa taka, ze 7(0) = [Wy-] i y(1) =
[(Wy«]. Zdefiniujmy f : [0,1] — [0,1] za pomoca wzoru f(t) = ||z;||. Pokazemy, ze f jest
ciagta. W rzeczy samej, jezeli t,, — t, to

lim dy (v(tn),7(t)) = lim dH/N([sz«n}, [(We:]) = lim d(Wx;n, Wer) =0,

n—oo n—oo n—oo

co w Swietle Stwierdzenia 4.3.5 jest rownowazne z lim, . p(z; ,z;) = 0. Zatem korzystajac
z (IV),
lim f(ta) = lim_ 125, | = 1271 = £(0),

co oznacza, ze f jest ciagla. W zwiazku z tym, poniewaz f(0) = ||z*|| 1 f(1) = ||y*||, otrzy-
mujemy f([0,1]) > [ll=*[|, [ly"]]. Niech

n * k * *
= max{e €011 70 = I+ £ (1) = 1D f b= 1o

ity = 0, n € N. Ta konstrukcja daje nam, dla kazdego n € N, podzial przedziatu [0, 1]:
0=ty <t} <---<th=1. Stosujac Twierdzenie 3.2.1 i podazajac za obliczeniami z Lematu
4.3.11, otrzymujemy

e ) U = e e
L(’}/) > hnIggf Z d'H/~ (’Y (tk—‘rl) y Y (tk;)) > nlggo Z In 1+ H * H
k=0 k=0 Ly
N e (e e ) I o X (P I )
= lim In T
noo i U 2l + E el = =)
1 *
o1 LIl
L+ o]

Z Lematow 4.3.11 1 4.3.12 otrzymujemy nastepujace wnioski.
Whniosek 4.3.13 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech 0 < a < < 11ie* € By,. Wtedy

1+ 6 |le*]

AP (W gee], [Wper]) = 2In — 21—,
’H/N([ B ]7[ ]) n1—|—04|‘€*”

Ponadto y(t) = [Wie] jest najkrotszq krzywa w H/ - taczacq [Wee] i@ [Wae]. W szezegdlnosci,
dla a =01 =1 otrzymujemy cze$é (2) Twierdzenia 4.3.9.

Whiosek 4.3.14 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Hiperptaszczyzna W 5_1).. omawiana we
Wniosku 8.2.7 jest rownoodlegta od c 1 cy rowniez wzgledem melryki Sciezkowej. Mianowicie

)" ([eo) Wiva i) = " (Wiva g [e]) =2

Ponadto, nie ma hiperptaszczyzny Wes rownoodlegte od ¢ © ¢y o mniej niz In 2.
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Wniosek 4.3.15. Niech A C 'H/~.. Dla dowolnej warstwy (W] € H/~. definiujemy odlegtosé
Sciezkowq z [Wes| do zbioru A wzorem

disthy" ([Wee], A) = inf {d5e)" ((We], [Wae]) : W] € A}
Wtedy, dla dowolnych e* € By, i r € [0,1] takich, ze 0 < ||e*]| < r < 1, mamy
disthy" (Wee], Sny (el In(1+2r))) = inf {d5ey ((Wee], [We]) 1 27 € Sy, (0,7) }

a 1+7

= & ((Wesl, Wiersjer]) = 21n el
Uwaga 4.3.16. Nalezy wspomnie¢, ze odlegto$¢ Banacha-Mazura pomiedzy dwiema izo-
morficznymi przestrzeniami Banacha X i Y mozemy interpretowac jako kres dolny dlugosci,
wzgledem odlegltoéci Banacha-Mazura, wszystkich krzywych taczacych X i Y. Szkic dowodu
tego faktu oparty na technice interpolacyjnej rozwinietej przez A. P. Calderéna [10] mozna
znalez¢ w [52]. Wobec tego z Twierdzenia 2.1.4 mozemy wywnioskowa¢, ze w klasie A wszyst-
kich przestrzeni Banacha izomorficznych z ¢y, kres dolny dlugosci wszystkich krzywych ta-
czacych ¢ z ¢y jest rowny In 3. Aby pokazad, ze istnieje krzywa w A taczaca ¢ i ¢y o dlugosci
rownej In 3, wystarczy przywotaé¢ izomorfizm z Uwagi 2.1.6. Z drugiej strony z Wniosku 4.3.13
i punktu (ii) Twierdzenia 1.0.4 mamy

d%a/tf([c]a [co]) = In4.

Zanim przejdziemy do kolejnego wyniku, przypomnijmy, ze dla dowolnej ¢;-predualnej X,
stata 7*(X) okreslamy wzorem (3.1).

Zauwazmy, ze w podobny sposob jak w Lemacie 4.3.11, mozemy oblicza¢ dtugosci pewnych
krzywych w klasie F /..

Lemat 4.3.17 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 < a < < 1 i xf € By,
i € N. Poldzmy X° = ( ol Wwf) , t € 10,1]. Niech v : [o, 3] — F/~ bedzie okreslona
i/ co
wzorem y(t) = [X7°]. Wtedy v jest krzywq lipschitzowskq toczqcq (XS] 2 [XF°] o dtugosci
1+ prr (X7°)
L(y)=2In ———=.
() . 1+ ar* (X7°)

Dowdd. Niech o < t; <ty < 3 beda dowolnie wybrane. Wtedy z Przyktadu 3.2.9

N 1+ 2t0r (X7°) — tyr* (X5
. (000 Aw) = (5 x) = (R

[ e () = 2 (X7)
L+t (X7°)

2r (X7°)
1 + tﬂ“* (Xfo)

2r* (X7°)

g — | < ———mM———
[t =] < 1+ ar (X7°)

te —t].

Stad ~ jest lipschitzowska i w konsekwencji prostowalna. Dla dowolnego n € N rozwazmy
nastepujacy podzial przedzialu [o, 8] : {1} = a + %(5 —a), k=0,1,...,n. Stosujac ponownie
Przyktad 3.2.9 otrzymujemy
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n—1 n—1
Loy = Jum 32 dry. (3 () 0 () = Jim 32 d (X, XF)
=0

=0
1 S (12 ) o 520 ) ) o S
— 1m n
n—co £~ 147 (X5°) (a + &2k)
it (P2 U O Gy | L 1+ 6 ()

= limlnH = — TSN
n—oo 0 ]{:+(1+T (Xl)a)m 1+Oé7’ (Xl)

]

Lemat 4.3.18 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 < a < f < 1 i a} € By,
i € N. Polozmy X' = (Z?ﬂ Wtﬂff)gn , t €[0,1]. Niech v : [a, f] — F/~ bedzie dana wzorem
v(t) = [X}']. Wtedy v jest krzywq li;schitzowskq taczacq [X3y] 2 [XG] o dlugosei

L+ 6 (X7)

1+ ar (X7)

Dowdd. Dowdd jest podobny do dowodu Lematu 4.3.17, wiec go pomijamy. [

L(y) =2In

W dalszej czesci wykazemy, ze krzywe okreslone w Lemacie 4.3.17 i Lemacie 4.3.18 sa
najkrotszymi krzywymi taczacymi odpowiednio X2° 7z X5° oraz X7 7z Xj.
Kolejny lemat jest autorstwa Lukasza Piaseckiego (wynik nieopublikowany).

Lemat 4.3.19. Niech X, X,, € F, n € N. Jezeli nlirglod(Xn, X)=0,to lim 7 (X)) =1 (X).

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze granica lim r* (X,,) istnieje. Zalozmy, ze to nie jest prawda.

n—:oo

Wtedy istnieja podciagi (an)peN, (an>qu takie, ze obie granice, plggo r* (an>
oraz lim r* (an) istnieja 1 plgglo r* (an) # lim r* (an) . Wtedy r*(X) # Z}nglo r* (an)

q—00 q—00
lub r*(X) # lim r*(X,,). Zalozmy, ze r*(X) # lim r*(X,,). Jezeli r*(X) > lim 7° (X.,),
to z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy

14 2r(X) — lim r* (X,,,)
liminf d (X,,, X) > In B > 0.
p=o0 1+ lim r* (an>

p—00

Jezeli r* (X)) < plirglo r* (an) , to ponownie stosujac Twierdzenie 3.2.1 otrzymujemy

1+ 2ph_)r(r)10r (an> —r*(X)
1+ 7 (X)
To prowadzi do sprzecznosci z naszym zatozeniem. Podobne rozumowanie pokazuje, ze

lim 7" (X,) =" (X).

n—oo

> 0.

lim inf d (an, X) > In

p—00
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Stwierdzenie 4.3.20 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech [Xol,[X:1] € F/~ bedq
takie, ze r*(Xo) < r*(Xy). Jezeli v : [0,1] — F/~ jest krzywq taczqcq [Xo] z [X4], to

1 -+ 7°* (Xl)

1 + T*(Xo) ’

Dowdd. Niech v :[0,1] 3t — [X;] € F/~. Zdefiniujmy f : [0,1] — [0, 1] przez f(t) = r*(X,).
W $wietle Lematu 4.3.19 funkcja f jest ciagta. Poniewaz f(0) = r*(Xo) i f(1) = r*(Xy),
otrzymujemy f([0,1]) D [r*(Xp),r*(X1)]. Niech

L(y) > 2In

ty = max{t €0,1]: f(t) =r"(Xo) + z(r*(Xl) - r*(Xg))} Jk=1,....n

ity = 0. Ta konstrukcja daje nam, dla kazdego n € N, nastepujacy podzial odcinka [0, 1] :
0=ty <t} <--- <t = 1. Zatem na mocy Twierdzenia 3.2.1 i obliczen z Lematu 4.3.17
otrzymujemy

S ol 127 (Xy,) - (Xy)
L(y) > liminf 3" dry (v (670), 7 (487)) = lim > In -y ‘
n—00 P ( ( +1> ( )) nﬂook:[) 147 (th>
R T 2 (1 (X0) = (X)) 4 (Xo) — & (1 (X)) — (X))
= lim Zln n . n
" k=0 1+ r*(Xo) + £ (r(X1) — r*(Xo))
— anw'
1+T*(X0>

O

Z Lematow 4.3.17-4.3.18 oraz Stwierdzenia 4.3.20 otrzymujemy nastepujacy wynik.
Whiosek 4.3.21. Niech 0 < o < 8 < 1iaj € By, i € N. Potéimy X° = (22, W)
i/ co
Xp = (S0 Wi ), t € [0,1). Weedy

L+ fr (X7°)
A (X [X5]) =21 !
f/N([ a]?[ ﬁ]) nl—i-OéT*(Xfo)

oraz

1+ 6" (X7)
a2 (X0, [Xp]) =2l ————1L.
F/~ ([ b | ’G]) n1+ar*(Xf‘)

Stabilnoéé stabej* wlasnos$ci punktu stalego w obrebie wybranych klas
{1-predualnych

Niech X bedzie nieskorficzenie wymiarowa przestrzenia Banacha. Mowimy, ze niepusty,
ograniczony, wypukty i domkniety podzbiér C przestrzeni X ma wtasnosé punktu statego
(w skrocie WPS), jesli kazde nieoddalajgce przeksztatcenie T': C' — C' (tzn. przeksztalcenie
spetniajace warunek || 7(z) — T'(y)|| < ||z — y|| dla dowolnych z,y € C) ma punkt staty.
Przestrzen dualna X* ma stabg* wlasnosé punktu statego (w skrocie o(X*, X)-WPS), jesli
kazdy niepusty, wypukty, o(X*, X)-zwarty podzbior C' przestrzeni X* ma WPS.

Przejdziemy teraz do przytoczenia znanych wynikoéw dotyczacych stabej* wtasnosci punktu
stalego w obrebie osrodkowych Li-predualnych.
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Twierdzenie 4.4.1 (L. A. Karlovitz |37]). Przestrzen ¢, ma o({1,co)-WPS.

Twierdzenie 4.4.2 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki [19]). Jezeli X jest osrodkowq
przestrzeniq Lindenstraussa, dla ktorej X* nie jest osrodkowa, to X* nie ma o(X*, X)-WPS.

Wynik ten jest wnioskiem z ponizszego twierdzenia oraz faktu, ze kazda osrodkowa L;-
predualna X, dla ktorej X* nie jest osrodkowa, zawiera podprzestrzen izometryczng z C'(A)
[43] (gdzie A oznacza zbior Cantora) i wobec tego rowniez podprzestrzen izometryczng z c.

Twierdzenie 4.4.3 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki [19]). Jezeli oSrodkowa przestrzer
Banacha X zawiera izometryczng kopie przestrzeni c, to X* nie ma o(X*, X)-WPS.

Przypomnijmy, ze jesli X jest nieskoficzenie wymiarowsa przestrzenia Lindenstraussa, dla
ktorej X* jest osrodkowa, to X* = ¢;. Wobec tego interesujacym nas przypadkiem sg ¢;-
predualne.

Stwierdzenie 4.4.4 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki [19]). Niech e* € By,. Wtedy ¢,
ma o(ly, We)-WPS wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z nastepujgcych warunkdw:

1) el <1,
2) |le*|| =1 i zbior NT ={n € N:e*(n) > 0} jest skoriczony.
Powyzszy wynik jest wnioskiem z Twierdzenia 1.0.4 oraz ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 4.4.5 (M. A. Japon-Pineda, S. Prus [35]). Niech 7 bedzie lokalnie wypukiq
topologiq w przestrzeni €1 stabszqg niz staba topologia na kuli jednostkowej. Przypusémy, ze
standardowa baza (e,) jest zbiezna do e € {1 w topologii T. Wowczas ¢4 ma 7-WPS wtedy
1 tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

1) lell < 1,
2) |le|ll =1 i zbior NT ={n € N:e(n) > 0} jest skoriczony.

Kolejne twierdzenie charakteryzuje wszystkie ¢i-predualne X, dla ktorych ¢; nie ma
o1, X)-WPS. Zanim przejdziemy do zaprezentowania tego wyniku, przypomnijmy, ze o hi-
perplaszczyznie W, mowimy, ze jest “2la w sensie o(ly, Wes)-WPS” (w skrocie “zta”), jezeli
e* € By, jest taki, ze |e*|| = 11 zbior NT = {n € N:e*(n) > 0} jest nieskonczony.

Twierdzenie 4.4.6 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki [19]). Niech X bedzie {1-predualng.
Wowezas nastepujgce warunki s¢ rownowazne.

(1) ¢y nie ma (1, X)-WPS.

(2) Istnieje podciqg (e}, Jren standardowej bazy (e))nen w l1, ktory jest o(l1, X)-zbiezny do
elementu e* € {1 takiego, ze ||e*|| = 1 oraz e*(ny) > 0 dla wszystkich k € N.

(8) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna ze “ztq” W,

(4) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawierajgca izometryczng kopie “ztej” Wys.
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Uwaga 4.4.7. Jak wykazano w pracy [19], “zte” hiperptaszczyzny W« i W, w warunkach
(3) i (4) Twierdzenia 4.4.6 nie moga zosta¢ zastapione przez c.

Twierdzenie 4.4.8 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki [20]). Niech X bedzie {,-predualng.
Wowczas nastepujgce warunki sqg rewnowazne.

(1) ¢y nie ma o(1, X)-WPS.

(2) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z pewnqg nieskoriczenie wymiarowq przes-

trzenig A(S).

(8) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawierajgca izometryczng kopie pewnej nieskoriczenie
wymiarowej przestrzeni A(S).

(4) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z {1-predualng hiperptaszezyzng w ¢ zawie-
rajgcq element (1,1,1,...) z przestrzeni c.

(5) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawierajgcea izometryczng kopie €1 -predualnej hiperptasz-
czyzny w ¢ zawierajgeej element (1,1,1,...) z przestrzeni c.

Uwaga 4.4.9. Warunki (4) i (5) Twierdzenia 4.4.8 wynikaja 7z dowodu Twierdzenia 4.1
z pracy [19]. Jak wykazano w pracy [20] przestrzen A(S) w warunkach (2) i (3) Twierdzenia
4.4.8 nie moze zosta¢ zastapiona przez zadng z przestrzeni C'(K). Ponadto wyraz “ilorazowa”
nie moze zosta¢ zastapiony przez “podprzestrzen”.

Zauwazmy, ze Twierdzenie 4.4.8 jest ciekawe w kontekscie zaprezentowanej w rozprawie
nowej charakteryzacji przestrzeni Lindenstraussa majacych WROZ (patrz Twierdzenie 4.2.6).

Przyklad 4.4.10. Wro¢my do ¢;-predualnych hiperplaszezyzn Wos, Wy, Wos 1 W,» rozpa-
trywanych w Przykladach 4.1.6 i 4.2.9. W $wietle Stwierdzenia 4.4.4, (; ma o ({y, W, )-WPS,
natomiast nie ma o (1, W+ )-WPS, o(¢1, W,2)-WPS i o ({1, W,:)-WPS.

1 5 3
Waznym zagadnieniem dotyczacym stabej* wlasnosci punktu statego jest jej stabilnosé.

Przypomnijmy, ze X* ma stabilng stabg® wlasnosé punktu stalego, jesli istnieje v > 0 taka,
ze Y* ma o(Y*,Y)-WPS o ile d(X,Y) < v (patrz [22, Definicja 3.2]).

Twierdzenie 4.4.11 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki, R. Popescu [22]). Niech X bedzie
l1-predualng. Wowczas nastepujgce warunki s¢ rownowazne.

(1) 1 ma stabilng o(¢1, X)-WPS.
(2) (ext Bx+)' C rBx~ dla pewnego 0 <r < 1.

Przejdzmy teraz do ujecia ilo$ciowego rzeczonego zagadnienia. Dla dowolnej przestrzeni
Banacha X takiej, ze X* ma staba*-WPS wprowadzmy nastepujaca stata stabilnosci:

Y(X)=sup{y20:d(X,Y)<v=Y " maoc(Y"Y)WPS},

a jesli zbior, dla ktorego rozwazamy supremum jest pusty, to przyjmujemy v*(X) = 0. Uwaga
ta bedzie obowigzywalta dla wszystkich statych stabilnosci wprowadzonych w dalszej czesci
pracy.

Okazuje sie, ze jesli X jest ¢i-predualna, to wartos¢ powyzszej stalej zalezy jedynie od
r*(X).
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Twierdzenie 4.4.12 (E. Casini, E. Miglierina, ¥.. Piasecki, R. Popescu |22, 21|). Niech X
bedzie (y-predualng. Jesli ¢, ma o(l1, X)-WPS, to

2

Y(X)=1In T*(X)

W naszych rozwazaniach zajmiemy sie zagadnieniem stabilnosci stabej* wtasnosci punktu
stalego w obrebie klas ‘H i F. Nalezy wspomnie¢, ze badania dotyczace stabilnosci stabej*
wlasnosci punktu statego w obrebie ¢i-predualnych zainicjowano w pracy [21]. Mianowicie,
dla dowolnej ¢;-predualnej X takiej, ze ¢; ma o (¢, X)-WPS wprowadzono nastepujaca staltg
stabilnosci:

n'(X)=sup{n=>0:Y"=0,dX,Y)<n=Y"mao(l,Y)WPS}.
Twierdzenie 4.4.13 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki, R. Popescu [21]).
n*(co) = In3.

Podazajac ta sciezka badan, dla kazdej W« € H takiej, ze ¢, ma o(ly, We)-WPS zaj-
miemy si¢ oszacowaniem nastepujacej statej:

Ny (We) =sup{n>0:Y e H,d(W,Y)<n=Y"mao(l,Y)-WPS}.

Interesujaca wlasnoscia w teorii punktow statych, ktora bedzie dla nas uzyteczna podczas
dalszych dywagacji jest prawie stabilna staba* wtasnosé punktu statego wprowadzona przez
L. Piaseckiego [56]. Przypomnijmy, ze X* ma prawie stabilng staba* wlasno§¢ punktu stalego
(w skrocie p. s. o(X*, X)-WPS), jesli Y* ma o(Y*,Y)-WPS o ile d(X,Y) = 0. Wobec tego
mozemy wywnioskowac, ze dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy

stabilna o(X*, X)-WPS = prawie stabilna o(X*, X)-WPS = o(X™, X)-WPS.

Nalezy zaznaczy¢, ze w ogdlnosci implikacje w drugg strone nie zachodza, nawet w obrebie
(;-predualnych. Dowodza temu Przyktady 3.2-3.3 z [55] oraz Przyktady 3.4-3.5 z [56].
Przywotamy teraz kluczowe dla naszych dalszych rozwazan wyniki.

Stwierdzenie 4.4.14 (.. Piasecki [56]). Niech X bedzie (1-predualng takq, Ze standardowa
baza (ef) jest o(ly, X)-zbiezna do e*. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(1) ¢4 ma prawie stabilng o ({1, X)-WPS.

(2) ¢, ma stabilng ({1, X)-WPS.

3) e < 1.

(4) Dla kazdego x* € S;, mamy p(e*,z*) > 0.

(5) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, ze d(X,Y) =0,c ¢ Y.

Stwierdzenie 4.4.15 (L. Piasecki [56]). Niech X = ( A Wx;«)%? gdzie ¥ € By, dla

kazdego 1 =1,...,n, n € N. Wtedy nastepujgce warunki sq¢ réwnowazne.
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(1) ¢4 ma prawie stabilng o ({1, X)-WPS.

(2) ¢, ma stabilng ({1, X)-WPS.

(3) ||zf]| <1 dla kazdego i =1,...,n.

(4) Dla kazdego x* € Sy, orazi=1,...,n mamy p(z},z*) > 0.

(5) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, ze d(X,Y)=0,c ¢ Y.

Stwierdzenie 4.4.16 (L. Piasecki [56]). Niech X = ( ] Wx»f) , gdzie x; € By, dla kazdego
i/ cq
1 € N. Wtedy nastepujgce warunki sqg rownowazne.

(1) €1 ma prawie stabilng o ({1, X)-WPS.
(2) Dla kazdego y* € Sy, oraz dowolnego ciggu (i) w (ext Bx-) mamy ligbn iolgfp(y:‘l,y*) > 0.
(3) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, ze d(X,Y) =0,c ¢ Y.

Uwaga 4.4.17 (L. Piasecki [56]). Ze Stwierdzenia 4.4.4 oraz Twierdzenia 4.4.11, ¢; ma
o(ly, W )-WPS i jednoczesnie ¢, nie ma stabilnej o (f1, W« )-WPS wtedy i tylko wtedy, gdy
le*|| = 11 zbior N* = {n € N:e*(n) > 0} jest skoniczony. Zauwazmy, ze w tym przypadku
z Twierdzenia 2.2.3 i Twierdzenia 2.2.2 mozemy wskaza¢ nieskoriczenie wiele wzajemnie nie-
izometrycznych przestrzeni We=, € Fyy,, takich, ze {1 ma o({1, We, )-WPS i jednoczesnie
nieskoriczenie wiele wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni We. | S Fw.. takich, ze ¢; nie
ma o({y, W;Le)—WPS. Istotnie, przyjmujac € = (—1,—1,—1,...) zbior {W;Z :1 € NU{0}}

sktada si¢ z wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni takich, ze d(We-, W=, ) = 0 oraz {; ma

o(l1, We, )-WPS dla kazdego i € NU{0}. Nastepnie wystarczy rozwazy¢ rodzing ciagow zna-
kow {e, = (ex(n)) : k € NU{0}} takich, ze ex(n) = (—1)(""D/2"] dla dowolnych k € NU {0}
in € N, gdzie [z] oznacza czes¢ catkowita liczby x. Wtedy zbior {W?*oo,ek k€ NU{0}}
sktada sie z wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni takich, ze d(Wex, W;*OO’%) = 0 oraz /;

nie ma o({1, W )-WPS dla kazdego k € NU {0}.

Zauwazmy, ze wobec powyzszej uwagi, rozwazania dotyczace stalej n;, (We-) mozemy ogra-
niczy¢ do przypadku, gdy |le*|| < 1.

Twierdzenie 4.4.18 (A. Gergont, L. Piasecki [29]). Dla kazdego e¢* € int B, mamy

3— el

F(Wes) =In ————.
e ) =

Dowdd. Jezeli e* = 0, to W,- jest izometrycznie izomorficzna z ¢q (patrz punkt (ii) Twierdze-
nia 1.0.4). Ze Stwierdzenia 3.2.3 1 Stwierdzenia 4.4.4 otrzymujemy, ze n5,(co) < In 3. Poniewaz
ni(co) = n*(co) = In3 (patrz Twierdzenie 4.4.13), wiec nj,(co) = In 3.

Zalozmy teraz, ze ||e*|| > 0. Ze Stwierdzenia 4.4.14, jezeli W~ € H jest taka, ze ¢, nie ma
o (b1, Wy )-WPS, to W,« zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Zatem z Wniosku
3.1.5 i
A(Wan, Wes) = lnw.
1+ lex]
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W konsekwencji,

W 3— e
X e* > hl .
77H( ) > 1+ [|e*|
Aby zakoriczy¢ dowod pozostaje nam pokazac, ze d(Wee, Wesjje=) = In HlIeIH i ponownie

zastosowac Stwierdzenie 4.4.14. W tym celu zacznijmy od rozwazenia hiperptaszczyzny W, ,
gdzie
z, = (e*(1),...,€e"(n),0,0,...) €int By,

n

przy czym liczba n € N jest na tyle duza, aby zagwarantowac, ze x} # 0. Rozwazmy od-
wzorowanie T}, : Wys /x| — Woe okreslone dla dowolnego z = (z(1 ) (2),...) € War /jaz
w nastepujacy sposob:

Al

x(7) dla1l<i<mn,

To()(i) = " Tl
o {Waz')ﬁ“;”z;’:le*(j)w(j) dla i > n.

Dla dowolnego n, T,, jest izomorfizmem i ||T,,|| < 1. Aby pokazaé, ze ||T,,|| = 1, wystarczy
rozwazy¢ element
(sgne*(1),...,sgne’(n),1,1,...) € SW*/HJ:

Al

7 drugiej strony, dla dowolnego = = (z(1),z(2),...) € Wy mamy

{a:(z) dla1<i<n,

1

(i) + Bl |Z e (j)z(j) dlai>n.

Latwo wywnioskowac, ze || T, < (3 — ||%|])/(1 + ||«%]||). Aby pokazaé¢ rownosé, wystarczy

rozwazy¢ element
(sgne (1), sgne (), 1, 2l 2l ) € S

Wobec tego || T 1T = (3 — |lz%]]) /(1 + ||=%|). Nastepnie zauwazmy, ze ze Stwierdzenia
4.1.5 wynika, ze przestrzenn W,. .= zawiera izometryczng kopi¢ przestrzeni c. Zatem, w
swietle Twierdzenia 3.1.3, otrzymujemy

N 1
d( xr [l|zk || z*):h’lin'
YAl 3 1+ [z
Poniewaz lim,, . ||z} — €*|| = 0, wiec z Lematu 3.2.2 dostajemy
W W 3— el
d( e*y VVex/|e* ) =In .
/el 1+ [Je*]|

]

Przeprowadzimy teraz analogiczne rozumowanie dotyczace stabilnosci stabej* wtasnosci
punktu statej w obrebie klasy F. Dla kazdej przestrzeni X € F takiej, ze 1 ma o ({1, X )-WPS,
rozwazmy nastepujaca stata:

nNe(X)=sup{n>0:Y e Fd(X,Y)<n=Y"mao((,Y)WPS}.
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Twierdzenie 4.4.19 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla dowolnej przestrzeni X € F
takiej, ze {1 ma o(ly, X)-WPS mamy

3—r*(X)

) =y

Dowdd. Niech przestrzen X € F bedzie taka, ze ¢; ma o(¢1, X)-WPS. Zauwazmy, ze z Twier-
dzenia 4.4.6 i Stwierdzen 4.4.15-4.4.16 wynika, ze jezeli przestrzen Y € F jest taka, ze ¢; nie
ma o({1,Y)-WPS, to zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Zatem z Wniosku 3.1.5

3—r*(X)

dX,Y)> )
&Y= i)

i wobec tego
3 —r*(X)
1+r(X)
Rozwazmy teraz dwa przypadki. Jesli 7*(X) =0, to X = ¢y. Poniewaz ¢ € F, d(c¢,¢p) =1n3
i /1 nie ma o ({1, c)-WPS, wiec otrzymujemy n}(co) = In 3.

Zalormy teraz, e r*(X) > 0. Przyjmijmy, ze X = (X2, fo)co, gdzie z7 € By,, i € N.
Wtedy

nF(X) > In

(ext Bx+)" = {(0,0,...)} U [ J{%(0,...,0,2},0,0,...)}.
=1 T
Polozmy xF = (0,...,0,2%,0,0,...). Niech ¢ € (0,7*(X)) bedzie dowolnie wybrany. Wy-
i—1
bierzmy z}, € (ext By-)' taki, 7e ||z} || = |z} || > r*(X) — . Zdefiniujmy teraz przestrzen Yj,
w taki sposob, ze sktadnik o numerze i w X = ( =1 Wx> zastepujemy przez Wﬁo/”m%”.
(2 CO K7 7
Zauwazmy, ze ze Stwierdzenia 4.4.16, istnieje taka przestrzen Banacha Z, ze d(Y;,,Z) = 0
icC Z. 7Z Twierdzenia 4.4.3 wynika, ze ¢; nie ma o ({1, Z)-WPS. Ponadto zauwazmy, ze
d(X,Y:) < dWar . War oz |)-

Korzystajac z Przyktadu 3.2.4 otrzymujemy

3 — [l I
AWz, W faz ) = In o200
o ot 1+ |7
W konsekwencji,
3—|lzp |l 3—1r*(X)+e

XY, ) <In o Wil ) 2= L) FE
(X Xo) < ) < T =2

Przechodzac z ¢ — 0 dostajemy
3—r*(X)

“(X)<lno 22
77]—'( ) nl—l—T’*(X)

co konczy dowod. Przypadek, gdy X = (Z?Zl fo)gn , gdzie z7 € By,, 1 =1,...,n, dowodzi

sie w analogiczny sposob. O]
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Zauwazmy, ze ze Stwierdzenia 4.4.14, ¢; ma prawie stabilng ({1, W+ )-WPS wtedy i tylko
wtedy, gdy ||e*|| < 1. Ponadto Stwierdzenie 4.4.4 i Twierdzenie 2.2.3 pokazuja, ze dla kazdego
e* € Sy, takiego, ze {1 ma o ({1, W )-WPS, warstwa [W,+| zawiera hiperptaszczyzne W, taka,
ze {1 nie ma o ({1, W,+)-WPS (patrz rowniez Uwaga 4.4.17). W zwiazku z tym w kontekscie
metryki $ciezkowej w H/. definicja prawie stabilnej stabej* wlasnosci punktu statego jest
bardziej stosowna niz definicja stabej* wlasnosci punktu stalego. Wobec tego, dla dowolnej
warstwy [We:] € H/. takiej, ze {1 ma prawie stabilng o ({1, W )-WPS, wprowadzmy nowg
stata:

b (Wee) = sup{n > 0+ [Wae] € H/ o, d5s" ((Wee], [Wae]) <= €1 ma p. 5. o(€1, Wye)-WPS}.

Wyznaczymy teraz doktadne wartosci tej statej.

Twierdzenie 4.4.20 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla dowolnego e* € int By,
mamy

npath([W ]) =2Iln FaETE—TE
- 1+ [lex]]

Dowdd. Twierdzenie jest konsekwencjg Stwierdzenia 4.4.14 i Wniosku 4.3.15dlar=1. [
Podobnie jak w przypadku statej stabilnosci stabej* wtlasnosci punktu statego, rowniez
i tutaj mozemy uogo6lni¢ nasze badania na szersza klase przestrzeni. Dla dowolnej warstwy
[X] € F/. takiej, ze {1 ma prawie stabilng o ({1, X)-WPS, zdefiniujmy nastepujaca stala:
M (X)) = sup{n > 0: [Y] € /o, di([X], [Y]) <n =€ map.s. o((;,Y)-WPS}.
Twierdzenie 4.4.21 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla kazdej warstwy [X] € F/~
takiej, Ze {1 ma prawie stabilng o(l1, X)-WPS mamy
PR (X)) = 2In
77]-‘/ ([ ]) nl—i—?“*(X)
Dowdd. W $wietle Stwierdzen 4.4.15, 4.4.16 i 4.3.20 otrzymujemy
path ¥y > 2ln ————.
77]—'/ ({ D n 1—|—7’*(X)
Rozwazmy teraz dwa przypadki. Jezeli r*(X) = 0, to X = ¢y. Z Wniosku 4.3.21 dla dowolnej
Y] € /. mamy d?f/tl:([co], [Y]) = 2In(1+7*(Y")). Ponownie korzystajac ze Stwierdzen 4.4.15
i 4.4.16 otrzymujemy nga/tf([co]) = In4.
Przejdzmy teraz do przypadku, gdy 7*(X) > 0. Przyjmijmy, ze X = ( ) Wﬁ) , gdzie
v/ co
x; € By, 1 € N. Dla dowolnego ¢ € (0,7*(X)) w doktadnie ten sam sposéb jak w dowodzie
Twierdzenia 4.4.19 skonstruujmy przestrzen Y;,. Ze Stwierdzenia 4.4.16, {; nie ma prawie

stabilnej o(¢1,Y;,)-WPS. Nastepnie przez X; oznaczmy przestrzen X = ( =1 Wxa«) , W kto-
i/ co

rej skladnik o numerze iy zastepujemy przez Wi, dla t € [1,1/]|z} ||] oraz okreslmy krzywa

(L 1/]|2g|l] — F/~ wzorem v(t) = [X,]. Niech 1 < t; <ty < 1/||z} || beda dowolnie

Wybrane. Nagladujac metode rozumowania z Lematu 4.3.11 otrzymujemy oszacowanie:

1+ 2to[|] || — |7, |
dry (7(t),V(t2)) = ﬂ&wﬁﬁ<“wﬁkwmﬁzm< Tt
20
2% | 2[|7, |
71.‘2_15” 71()_‘t2_t1|_
1+t 2L | A
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Stad v jest lipschitzowska i wobec tego prostowalna. Dla dowolnego n € N, rozwazmy na-
1), k=0,1,...,n. Z obliczen

stepujacy podzial przedziatu [1,1/||2}||]: tf =1+ £ (xl |~
0

z Lematu 4.3.11 otrzymujemy

n—1 n—1

Loy = Jim 3 dr. (v (t40) o7 (1)) = Jim >~ d (Xip, o X )
=0 k=0
n—1

N

dim ;;) d (Wi, ar s Wipa )

# 1 HT%‘Hil
- 1+2r|xm||( CE G >)—||:vm||( +k)

- JLIEOZln ﬁ 1
= Ll (1 + Ea)
2
Y ———
L[|l |
Wobec tego dpath([X], [Yi,]) < 2In 1+H < 21ln W Przechodzac do granicy z ¢ — 0,

otrzymujemy

path X < 21 -
T]]—'/N([ D n1+T*(X)7
co konczy dowod. Przypadek, gdy X = ( o W )Z” dla 7 € By, =1,...,n, jest analo-

giczny, wiec go pomijamy. O

Uwaga 4.4.22. Warto zwro6ci¢ uwage na to, jak stale stabilnosci moga sie od siebie r6znic¢
w zaleznosci od tego, w obrebie ktorej klasy przestrzeni sie poruszamy. Jako przyktad po-
rownajmy state stabilnosci dla przestrzeni c¢q. Z Twierdzenia 4.4.12 wynika, ze v*(co) = In 2,
podczas gdy z Twierdzen 4.4.13, 4.4.18 1 4.4.19 otrzymujemy n*(co) = 15, (co) = nx(co) = In 3.
7 drugiej strony, w przypadku stalej stabilnosci opartej na metryce $ciezkowej, n%&‘/tf([co]) =

n;a/th([ 0]) = In4 (patrz Twierdzenia 4.4.20-4.4.21).
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