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Recenzja rozprawy doktorskiej
Pani mgr Marioli Walczyk
pt. ,,Zbiory diametralnie zupetne z pustym wnetrzem”

Rozprawa doktorska Pani Walczyk dotyczy problemu istnienia zbioréw diame-
tralnie zupetnych o pustym wnetrzu w nieskonczenie wymiarowych i refleksywnych
przestrzeniach Banacha. Samo pojecie zbioru diametralnie zupelnego wprowadzit
juz w 1911 r. E. Meissner i jest ono zwiazane z pojeciem zbioru o statej szerokosci
pochodzacym od L. Eulera. W szczegolnosci, w skoniczenie wymiarowych przestrze-
niach Banacha kazdy zbior o statej szerokosci jest zbiorem diametralnie zupetnym
(wynik Meissnera). W 1965 r. Eggleston pokazal jednak, ze zbiér diametralnie
zupely nie musi mie¢ staltej szerokosci, nawet w tréjwymiarowych przestrzeniach
Banacha. W ostatnich latach nastapit wzrost zainteresowania tematyka zbioréow
diametralnie zupelnych poczynajac od dwoch prac z 2006 r., ktérych autorami
sg J.P. Moreno, P.L.. Papini i R.R. Phelps. Autorzy rozszerzyli wynik Egglestona
pokazujac, ze w kazdej przestrzeni Banacha o wymiarze co najmniej trzy mozna
wprowadzi¢ rownowazng norme tak, ze w otrzymanej przestrzeni istnieje zbior
diametralnie zupetny o niepustym wnetrzu, ktory nie ma statej szerokosci. Z ko-
lei w 2015 r. L. Caspani i P.L. Papini udowodnili, Zze oba pojecia sg rownowazne
w przestrzeniach Hilberta, dwuwymiarowych przestrzeniach Banacha i skonczenie
wymiarowych przestrzeniach euklidesowych. Od 2015 r. prowadzone sa badania
nad istnieniem zbiorow diametralnie zupetnych o pustym wnetrzu. Wiadomo, ze
takie zbiory nie istnieja w skonczenie wymiarowych przestrzeniach Banacha, ale
w 2017 r. E. Maluta wykazala ich istnienie w pewnej refleksywnej i lokalnie jed-
nostajnie wypuktej przestrzeni Banacha.

Tematyka rozprawy doktorskiej Pani Walczyk jest wiec aktualna i dobrze wpi-
suje sie w badania prowadzone przez innych autoréow. Jej praca jest bardzo ob-
szerna: liczy 102 strony i sktada sie az z pietnastu rozdziatow i czterech dodatkdow.
Spis literatury zawiera 98 pozycji. Obszernos¢ pracy czesciowo wynika z faktu, ze
w siedmiu rozdziatach (1, 2, 6, 9, 10, 12 i 14) podane sa wiadomosci pomocnicze,
co pochwalam, gdyz utatwia to studiowanie tej pracy, a faktycznie przedstawiany

w niej material wymaga do$¢ zaawansowanej znajomosci analizy funkcjonalnej,
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gtownie w aspekcie geometrii przestrzeni Banacha. Wigkszos¢ rezultatéw rozprawy
zostala juz opublikowana w pieciu artykutach: dwa w Ann. Uniw. Mariae Curie-
Sktodowska Sect. A i po jednym J. Nonlinear Conv. Anal., J. Funct. Anal. (140
pkt. wg punktacji listy ministerialnej) i Taiwanese J. Math. Jednak wszystkie te
artykuly sa wspétautorskie (z udzialem 3 lub 4 autoréw) i nie jest dla mnie jasne,
jaki byt udziat Doktorantki w tych pracach. Czes¢ wynikéw — z rozdzialow 11, 13
i 15 oraz dodatkow 1, 314 — jest przygotowywana do publikacji.

Wobec duzej liczby wynikéw, ogranicze si¢ do omowienia kilku, moim zdaniem,
najbardziej wyrdzniajacych sie. Pierwszy z nich to uogélnienie rezultatu Rainwa-
tera z 1969 r.: twierdzenie 3.2, ktére podaje konstrukcje uogélnionej normy Daya,
przy ktorej przestrzen co(I') staje sie przestrzenig lokalnie jednostajnie wypukta.'
Dowdd jest skomplikowany rachunkowo i zajmuje az 10 stron — jest to najdtuzszy
dowdd w tej pracy. W tym samym rozdziale Doktorantka pokazuje, ze powyzsza
przestrzen ma tez staba wtasnosé Opiala: dowod twierdzenia 3.7 wykorzystuje idee
z artykutu E. Maluty z 2017 r.

W rozdziale 4 na wyrdznienie zastuguje twierdzenie 4.1 dotyczace pewnego prze-
normowania przestrzeni C'([0, 1]), ktérego wazna konsekwencja jest twierdzenie 4.3
orzekajace, ze kazda nieskonczenie wymiarowa i osrodkowa przestrzen Banacha ma
rownowazng norme, przy ktérej otrzymana przestrzen ma jednoczesnie wtasnosé
Kadeca—Klee’ego i wtasnosé Opiala.

W oparciu o uogélniong norme Daya opisang w rozdziale 3, Autorka konstruuje
w rozdziale 5 norme typu Daya w dowolnej osrodkowej, nieskonczenie wymiarowej
przestrzeni Banacha. Wobec generalnie doktadnej w pracy argumentacji dowodo-
wej, przydatoby si¢ uzasadnienie, ze dla dowolnej osrodkowej przestrzeni Banacha
istnieje rozdzielajacy ciag funkcjonatéw punktowo zbiezny do zera. Doktorantka
modyfikuje w tym rozdziale metode M.A. Smitha przypisujac w odpowiedni sposéb
kazdemu elementowi rozwazanej przestrzeni X, element przestrzeni ¢ol'), a na-
stepnie definiujac nowg norme na X jako uogdlniong norme Daya przypisanego
elementu.

Wiyniki rozdziatu 5 zostaty wykorzystane w rozdziale 7, gdzie zblizamy sie juz
do gtéownego rezultatu pracy, tj. twierdzenia 8.3 pozostajac na razie w klasie prze-
strzeni o$rodkowych i refleksywnych. W rozdziale 8 Autorka uwalnia sie od zato-
zenia osrodkowodci pokazujac, ze dla dowolnej nieskonczenie wymiarowej i reflek-
sywnej przestrzeni Banacha istnieje rownowazna norma, przy ktorej przestrzen jest
lokalnie jednostajnie wypukta oraz istnieje zbiér diametralnie zupelny o pustym
wnetrzu. Ten wynik byt zainspirowany przez twierdzenie E. Maluty i P.L. Papi-
niego z 2015 r., ktorzy wykazali istnienie takiego zbioru w dowolnej nieskonczenie
wymiarowej i refleksywnej przestrzeni Banacha majacej staba wtasnosc Opiala

1P0czagtkujqcy czytelnik widzac po raz pierwszy definicje przestrzeni co(I') moégltby zapytaé,
jakie funkcje ciggte naleza do ¢o(R).
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i nie posiadajacej struktury normalnej. Metoda Autorki polegata bowiem na po-
kazaniu, ze kazda nieskonczenie wymiarowa, osrodkowa i refleksywna przestrzen
Banacha mozna tak przenormowac, by spelnione byly zalozenia wspomnianego
wyzej twierdzenia Maluty—Papiniego.

Krétkie, péttorastronnicowe rozdziaty 11 i 13 dotycza problemu istnienia zbio-
row o statej szerokosci i pustym wnetrzu w przestrzeniach Banacha posiadajacych
bezwarunkowsa baze Schaudera. Ostatni rozdzial zawiera 18 przyktadow, ktore po-
rownuja zakres stosowan twierdzen z wczesniejszych rozdziatow.

Co do strony redakcyjnej, to praca napisana jest starannie, chociaz przy tak
duzej objetosci trudno bylo ustrzec sie pewnych usterek. Wymienie kilka z nich,
chociaz nie majg one wptywu na moja, zdecydowanie pozytywna opini¢ o tej pracy.

(1) Str. 5, 1. 15-16: jest ‘z pustym wnetrzem’ i ‘z baza Schaudera’.

(2) Str. 8, L. 8: jest ‘lim, u" < o0’, a powinno by¢ ‘|lim, u"| < o0’

(3) Str. 10, 1.-3: na konicu powinien by¢ kwadrat réznicy, a nie réznica kwadra-
tow.

Str. 17, 1.-4: jest ‘rozowartosciows’.

Str. 21: w 3 miejscach jest ‘réznowartowartosciowa’.

@)

(5)

(6) Str. 95, 1.-6: nalezy dwukrotnie wykresli¢ wyrazenie ‘z =’.

(7) Str. 96: w [2] brak roku wydania.

(8) Drobne usterki (brak spacji, niekonsekwentne uzywanie myslnikow, niepo-
prawna czcionka, brak przecinkow lub kropek) w pozycjach [15, 16, 17, 26
(tu powinno by¢ 1), 27, 32, 33, 35, 57, 58, 60, 73 (rézna pisownia nazwiska
Mil’'man), 92, 98].

(9) Str. 99: w [48] jest ‘iterior’.

Jak wida¢ jednak, musialem czyni¢ duze starania, by znalez¢ jakie$ usterki re-
dakcyjne.

Uwazam, ze praca doktorska Pani Walczyk zawiera wiele nowych, interesuja-
cych, a przy tym wysoce nietrywialnych wynikéw. Doktorantka wykazata sie duza
wiedzg w zakresie zaawansowanych technik analizy funkcjonalnej i umiejetnoscia
rozwijania i modyfikowania metod dowodowych stosowanych przez wybitnych spe-
cjalistow z analizy funkcjonalnej takich jak, m.in., M.I. Kadec, D. van Dulst, J. Ra-
inwater, M.A. Smith, B. Turett, P.L.. Papini i E. Maluta. Podobalo mi sie, ze na
poczatku rozdziatow zawierajacych nowe wyniki Doktorantka ujawnia, jakie prace
byty dla niej inspiracja do rozwiniecia wtasnych metod dowodowych. Nalezy pod-
kresli¢, ze czesto jednak nie byly to proste modyfikacje, a zapewne tez nie byto
tatwo skojarzy¢, ktére metody moga okazac¢ si¢ przydatne przy badaniu konkret-
nego problemu. Mozna by rozwazy¢ wystapienie z wnioskiem o wyrdznienie tej
rozprawy, gdyby byto wiadomo, ze wktad Doktorantki w uzyskanie gtownych wy-
nikow byt odpowiednio wysoki.



Moim zdaniem rozprawa doktorska Pani mgr Marioli Walczyk spelnia
wymogi Ustawy z dnia 14 marca 2003 roku o stopniach naukowych
i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (art.
13, pkt 1), totez wnioskuje o dopuszczenie Pani Walczyk do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.
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