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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Marioli Walczyk

Pani mgr Mariola Walczyk przedstawita rozprawe doktorska pod tytutem

Zbiory diametralnie zupetne z pustym wngtrzem
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Recenzowana praca oparta jest w duzej mierze o wyniki z pigeciu z tych arty-
kutéw (poza trzecim). Tak duza liczba wspétautoréw niestety nie pomaga w usta-
leniu stopnia samodzielnosci badan prowadzonych przez doktorantke. Takze w
pracy dociekliwy czytelnik nie znajdzie tego typu informacji. Sama praca doktor-
ska sklada si¢ z dziewigtnastu rozdzialow, przy czym rozdzialy pierwszy, drugi,
szosty, dziewiaty, dziesiaty, dwunasty i czternasty majq charakter wstepny i nie
zawieraja wynikéw autorstwa pani magister Walczyk, natomiast ostatnie cztery
to dodatki.

Niech C bedzie diametralnie zupeinym podzbiorem przestrzeni Banacha. Je-
zeli przstrzenn ma skoficzony wymiar, to oczywiscie zbiér C' ma niepuste wne-
trze. Sytuacja zmienia si¢ diametralnie, gdy rozwazamy przestrzen nieskonczenie
wymiarowa. Wowczas zbior diametralnie zupelny moze mie¢ puste wnetrze, ale
woweczas jest zbiorem diametralnym (patrz twierdzenie 3.2 z pracy J. P. Moreno,
P. L. Papiniego oraz R. R. Phelpsa Diametrically Maximal and Constant Width
Sets in Banach Spaces oznaczonej [74]). Zatem przestrzenn Banacha nie ma struk-
tury normalnej, czyli nie moze by¢ jednostajnie wypukta. W tej samej pracy poja-
wito si¢ otwarte pytanie o istnienie tego typu zbioréw w przestrzeniach, ktore sa
,tylko” lokalnie jednostajnie wypuktle. Pierwszy pozytywny wynik zawiera praca
E. Maluty A diametrically complete set with empty interior in a reflexive LUR
space (oznaczonej [64]) z 2017 roku, w ktérym autorka wskazata przyktad takiego
przenormowania dla przestrzeni Hilberta /2, dla ktGrego przestrzen jest przestrze-
nig LUR i zawiera zbior diametralnie zupetny o pustym wnetrzu. Praca doktorska
pani Walczyk poSwiecona jest mozliwym uogdélnieniom tego wyniku.

W dalszej czesci przejde do omoéwienia kolejnych rozdzialéw pracy poza kil-
koma majacymi charakter wylacznie wprowadzajacy, jak zostato to juz wyszcze-
gblnione wczesnie;j.

Rozdziat trzeci pracy poswiecono uogélnieniu normy Daya na przestrzeni
co(I) poprzez wprowadzenie ciggu parametréw 3 oraz uogdlnieniu potegi p. Wpro-
wadzona parametryzacja podnosi stopien trudnosci dowodzenia na przyktad lo-
kalnej jednostajnej wypuktosci przestrzeni ¢q(I') z nowo wprowadzona normg
(twierdzenie 3.2), ale nadal opiera si¢ na schemacie z pracy J. Rainwatera Lo-
cal uniform convexity of Day’s norm on ¢(I") (oznaczonej [83]) oraz wiasno-
Sciach szeregéw liczbowych rzeczywistych. W dalszej czgsci pokazano takze, ze
zdefiniowana przestrzen ma stabg wlasno$¢ Opiala, tym razem positkujac si¢ po-
mystem E. Maluty z pracy A diametrically complete set with empty interior in a
reflexive LUR space (oznaczonej [64]). Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze do-
wody zaprezentowane przez panig Walczyk sa bardzo szczegdtowe i precyzyjne,
aczkolwiek pochodzg z pracy wspotautorskiej The generalized Day norm, Part I:



Properties.

Kolejny, choé krétki, rozdziat zawiera dowdd twierdzenia o istnieniu w nie-
skoficzenie wymiarowej oSrodkowej przestrzeni Banacha réwnowaznej normy, z
ktéra przestrzefi ma whasnosci Kadeca-Klee’ego i Opiala, a takze jest jednostajnie
wypukta w kazdym kierunku. Przedstawiony dowod pochodzi tym razem z pracy
Existence of diametrically complete sets with empty interior in reflexive and se-
parable Banach spaces.

Piaty rozdzial zawiera juz uogdlnienia normy Daya w przypadku osrodko-
wych przestrzeni Banacha oraz podstawowe ich wlasnosci, migdzy innymi wia-
sno§¢ Kadeca — Klee’ego (twierdzenie 5.3) oraz staba wtasno$¢ Opiala (twier-
dzenie 5.2) w przypadku, gdy odpowiednie wtasnosci ma przestrzen wyjSciowa.
Twierdzenia te stanowia w pewnym sensie uogélnienia wynikow otrzymanych w
rozdziale trzecim dla przestrzeni ¢y(I") i czwartym, a ich dowody takze sg oparte
na tych samych schematach.

Gtéwne wyniki pracy doktorskiej zawierajg rozdziaty poczawszy od siod-
mego. W tym to rozdziale zawarte jest pierwsze twierdzenie dotyczace istnienia
zbioru diametralnie zupetnego z pustym wnetrzem w przestrzeniach lokalnie jed-
nostajnie wypuklych, a bardziej precyzyjnie, odpowiedZ na pytanie o istnienie W
przestrzeni Banacha takiej normy réwnowaznej, aby z nia przestrzen byta lokalnie
jednostajnie wypukta i miata zbiér diametralnie zupetny o pustym wngtrzu. Roz-
dziat ten zawiera odpowiedZ twierdzaca w przypadku, gdy przestrzen Banacha
jest osrodkowa i refleksywna. Wynik ten pochodzi z pracy Existence of diame-
trically complete sets with empty interior in reflexive and separable Banach spa-
ces. W kolejnym, 6smym rozdziale ten sam wynik w przestrzeni nieoSrodkowe;j,
dzieki zastosowaniu twierdzenia D. Amira i J. Lindenstraussa o istnieniu projek-
cji z podprzestrzeni osrodkowej (patrz Lemat 4 z pracy oznaczonej [2]), udaje si¢
zredukowac do przypadku z wczesniejszego rozdziatu.

W rozdziale dziesigtym wprowadzone zostaje wezsze pojecie zbioru o sta-
tej szerokosci. Kolejny jedenasty rozdziat zawiera twierdzenie o przenormowa-
niu gwarantujagcemu istnienie zbioréw o stafej szerokosci i pustym wngtrzu w
przestrzeni funkcji ciagtych na odcinku [0, 1]. A w trzynastym rozdziale autorka
uogdlnia ten wynik na przestrzenie nieosrodkowe z rozszerzona baza bezwarun-
kowa. Warto wspomnieé, ze wyniki te nie zostaty jeszcze opublikowane.

W ostatnim rozdziale, pigtnastym, autorka przedstawila szerokg klase przykta-
dow przestrzeni, w ktérych mozna stosowaé wyniki przedstawione we wczesniej-
szych rozdziatach. Dokonata takze poréwnania swoich rezultatow oraz wynikow
z innych prac dotyczacych tego samego problemu.

Ponadto, praca zwiera cztery dodatki zawierajace migdzy innymi alternaty wne



dowody podanych twierdzen. Wigkszo$¢ wynikow przedstawionych w tym miej-
scu nie zostata jeszcze opublikowana, co pozwala przypuszczac, ze powstaly sa-
modzielnie.

Mimo duzej staranno$ci przedstawionej pracy doktorskiej, wkradto si¢ do niej
kilka drobnych usterek:

105 Prawa strona nieréwnosci powinna by¢ w postaci (||| — [12:,][)* > 0.

e . P s . . s - l. . PO Z

95¢_7 Niefortunne oznaczenie: Jezeli v = ez (L), tosumy x = Y al
iz =), ,a_x;...Bardziej czytelne bylyby oznaczenia tak jak na stronie
68: x+ oraz v

Konkluzja

Pomimo sporego problemu z ustaleniem faktycznego wktadu wiasnego pani
magister Walczyk, przedstawiong mi pracg oceniam wysoko. Autorka zajmuje si¢
niebanalnymi problemami i otrzymata bardzo duza liczbe interesujacych wyni-
kow. Stad tez wnosze o dopuszczenie mgr Marioli Walczyk do dalszych eta-
pow przewodu doktorskiego.



