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Li\ICS c_lotvcz_v rrrocnych prarł, rviellrich 1iczb (\,IP\\iL) dlił surn zł-lleżril'ch i
łriezalcznych zntiennvch 1osorł,r.clr rrrrłiti-indekso\\rŁln}rch determirristvczrrie 1ub

1osorvo.

\\r' znariej monoglafii o polaclr 1osołł-r,clr1 attio. zzLltt.'azi_':

"Tlte,re are a nll,rrttler of rr.lrn,pellinr]reasort,s for stldyi,rt,g ra'n,r]om,fi,elds, o'ne

of ulh,lr:h is tLt,a,t. tf arld ulhen possżbl,e. rrtultL,pa"rarrt,eter pToce.sses are a n0,-

fuLru,l erten,sźon o.f el:,tstirt,q o,ne-I)(Irarneter prclce.sses. 1,Iore e:l:c'i,ti,nq still are

the llct7i,r,ltts i,ntera,ctio,rts betllleerL, th,e theoru of rrttLltl,pa,r-anr,eteT prrlr:esses a,rtd

othr:r dl,scipl,irtes,i,ncludiny1 ,slrc,lLlabtl,źtultselJ. For el:r1,1rLplc, ( ) real, anr1 ftt,nr:-

tźon1tl a,,rLa1,1lsi,s. a rrlrlr]i,c:um, clJ group theoru. a,nd a,rt,r.ł,lyti(: rlurn,beT theorU. The

mult1po1a"nt,eter p,roccsses al,sr,l arzse in applźetL contel:ts sttch, a,s rn,athem,attrlll

statistics, statisticu"l meclru;nics a,nc] brailL data irn,a,gźng."

Doclajnr1. c1o tego motyr,vac.jc poclane \\, [42]2 clot,czące zblorółv losorvvch:

"T1ę theo7y o,f ra,n,dorn sets is 1_1zeulę:d as a,,nat,u,ral general,izatźo'n oJ Probab'tl-

żty ancl stati,stics on ra"ndort llecto,rs. i.e.. oJrn,,t1,1tillar"iaie statistical a,nr1,|'qsi,s.

1D. Klroshnerrisan. \,Iultipariłrletet processes: ;ln irrtroduction to ra,ndonr fields. SPrin-

gcr,, 2002
2odnośrllki jak r,v Billliogrillii tlvseriacji
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Rrln,dom set tlata can be also u,ieu:ed as ,intprecise/tnl:ompLete obse,ruatio,ns

u:hic:tL a,re freq,uent źn today's technoloq,ical soc,iet,les. As rnodel,s for set-llalued
obseruatźorts as uell as for the process u,nderlying the gatherżrt,g of perr:esltźorn

based informn,tion, t,lźrl r:clarse,ning schernes. ran,dom sets are a neu) type of
datłl. As such,, new matll,erLat,ical, tools for statistical tnferen,c:e arL,d dec,isi,on

nlak,ing need, to be deueloper]. In the,frlretuorrl to ]V[athero,n's book o,n ra,rt,d,clrn,

sets ['/3f . G. IĘa,tsort el:prc:sserl Ltis uis,iorL of .sta,tistzcs as follous:
Modern statistics must be defined as the applications of com-

puters and mathemati_cs to data analysis. It must grow as ne\d ty-
pes of data are considered and as computing technology advances."

Zatlrvazm.v takze. że pr4, baclaniu trł,ierdzeń grarricznl.ch dla pó1 1o591yycł}

tradvcl.jrre rrletoc11. cloił.oclzenia nielriedy zall,oclzą (zob. Chapter 1 rv [32]o)
Przyt,oczcx}€ argllmentv dają q,sta,rczającą rrrotvrvac.ję do badair które sta-
rrorvią treść: clvstertacji rngr ;\. NI. Gduli.

***
Praca skłacla się ze Wstępi_r. pięcir_L rozdziałórł,. rvr,,kazu skr,ótółr, i ozrra-

czeil oraz, bibliografii (53 pozl.cje). \\istęp ztttł-iet;.t rvprorvtlclzerric do tenriltyk|
rnocnych pri_lr,v rł,ielkich 1iczb oraz opis rrajrvazniejszl,ch rvvnikór,v zarł,artvcłl
w kolcjnych rozdziała,cłr. Opisarro ttrkze relacje międzv rózrrl.nri wariatrtanri
suntorł,attia znriennyclr losor,vlrclr. \\,ieclłLrg mnie br:Lk jest jedntrk zatlvan|ze7llL1

rvkł:Lciu ntrtenra,t_ykóiv polskich. clroćll1, okresrr przedwojennelgo, któr1,- jest
7fla(:z,.rc,y. \\,- iiteraturze probabiii-qtycznej jednvm z r:zęśc:tej cr.tor,vtrnych re-

zrritatór,v5 .jcst NlP\ĄiL NIarcinkicrvicza Z,s,gttlLrncla6. Jedrra z pierwszych prrrc

Banaclłra7 clotvczr. N,lPLW clla złlienrtvcłl ortogona,ln__vch. NIazurkielrviclz E łv

1922 pociał NIPL\V niczalezrrie od Cantcllego 9. Rajchtnilnlo, metodą podcią-
gólv, łrdolł,oclrrił jedno z picrłr,szych \,IPL\\I dla zaleznl.ch (ciokłaclnie.j nicclc>

:jrv Bibiiogralii pracy pozycja |391
'1rlp. lemat Krotrcckera dltl pól iosorł.yclr r,a,c:I.rclc]zl rv ograrriczorlvttr zirkrcsie (Pr-oposltion

A.9, s. ,12] lv |:]2])
5ok. 600 rr, (]oogle Scliclla,l
6J, ,\Iarcinliiervicz. ,r\. Zvgrrrrrrrcl. Srrr lcs lbnctions indól;encltllltcs. IiulTd. \{ath. 29 (1937)

60 90
7S. Ba,ilac,lr. Sur la, r.aleuI, lllo,venne cles tblictiorLs orthogonales. Br,r11. Irrtern. l\c:łtL. Pol.

Sci. Lettrcs. Classe Sci. \I,rlh, _\atllr. Scr, _\ 11919) 66 72
3S, \{ilzurkjclvicz. O pervnej rrorve,j lorrnie rtogćllrrierria trł.ierclzenia l3r:rrrortlli'ego, \\ila-

clolrrości Aktuarjalne I (1922) 3 8.
9ht Łps://nlat,llsiristor1-. st-rr tlclren s. ac.lrk/Biogra-pliies/ \ Ilrzriririervicz/

1ilA, \I. R.ajchtrtiłtr, Zaostrzotle prarvo rł,ielkicli ]iczil. N,Iatlresis Polska 6 (l931) 145 1rj1



dalnio skolerołvanvch) zmienn.vch losou.ych 11. NIPWL Ra,jchmana znalazło
trlł,ałe miejsce rł,e współczesnvch poclręcznikach i monograliach 12 13 14 15.

W rozdziale pierłvsz_vrn przedstar,vioiro znane łvl,rriki prac]r |13]16 opubliko-
rvanej lv Probr:tbil,źty a,nd I,[athem,atical Sto,tistics. R,ozpatrvl,vŁinv tu problem
clotycz1. drvurvymiaror,v1,,ch klat rriezależnlrc}r zmiennvch o .jeclnakorv\-m roz-
kładzie. Identvfikor.vane są kiasy zbiorów C takich. ze dla y- e C

(1)

W szczególności st1 to poclzbiorv tl,pu Y : {(,n,l.n,2): (](rL1) ś n, < /("r)},
gdzie 9(r;) ś r ś f (:t). r € ]R. Dlatego. uzl.skane lv_vniki iclą dalej niż rezll-
tatv lrrcllekofera. Klesova i R,vchlikzl odporvicclnio w [28] i [33]. \Ąl-prou.a,dzono
t,rzy roc7ziu. poclzbiorór.ł, Nd dltł ktćlrl-clr .jest spełniorra rór,vnorvażnosć (1)17.

Poclano takze relacje nriędzv t1,-nri roclzirranri jak i przykłady śłviaciczącc o
tvrn. ze lodzin1, te nie załviertl,ją się rł, sobie. Dorł,ocl_v bazuja1 na Trł,icrcizeniu
1z|2B] i[3,t].

Rozdział drrrgi opiela się na prilc\- [16] przl,jętej clo druku lv Lith,uant,art
X,,Irl,thent,rl,tica,l, ,Jclur"na,L Rozrvazar]e są s111]}l,' niezalezn_ych znrlennvclr 1osorł,r.ch
X.,r.tL ) 1irrcleksowal}e zbiorani ]656rłl.yl]}i A, C Ar,,rl,p.\1.., niezaleznvtrri od
X,,itirkinli.zeP(srrp{A,, ł e ,-1"} ś rr,) - 1dlapewnegociąguliczb
dodatnich r-,--.,lE. Głórvrlv rł,l.nik. Trvierclzenie 2.2. jest uogólnierriem rczllltatrt
FIrr i \\ieberŁi z plac]1, [27] na przl,paclek irrcleksowania zbiorami losorł,l,nri. W
tlł.ierclzeniu 2.2 są tak rraprar,vde dr,va trvierclzenitr. Przl.padek abc'), którv dla

11E. Senetzl. A'li,icenterLary historr. of the Ltlrv of Lzirge Nutl];ers. Bernouili 19 (.1)

(2013) 10E8 1121
l2T{. [,. C_]lrr-rng. A cortt,se iri probability i.heory.3rd ed., Acałcletrric Press,2001(Ti1.5.1.2.

p,108)
13Ll . Krerrgel. }-]iriliihlung in die \\itrhrscheililiclrkeitstheorie uncl Statistik, 8. Auflłrgc.

Springer, 2005 (Satz 12,,1. s. 15,1)
1]\t. ,\,I. i:Ltro. J. \Ą,'. SrvilL. Probabilitv theory r.i.itłr app]iczr,tions. 2rLc1 ed.. Sprirrger. 2006

('flr.a, p.61)
1ir'I'. K. Chzrndra,, Larvs of Large Nurrrbers. \trrosa Publishirig Holrse. Ncrł. Ifelhi, 2012

('1'h.3.1.2, p.l3a)
16 D01, 10, 19195/0208-,1,1 47.37, 1.8
17zarrrvtrżtrl1. nickorisekrr.errc,ję u, ozna,czenia,clr. gdl-ż ] ul.stęprrje rł, podrvójnej roli

rnodułu oraz nocy (zbiorLr)
18zaltlr,ażnty rriezgodność rl. ozttaczelriar:h z rozrlzlałenl 1: ' lvvstępuje ł.,, pocllvrijne.j roli

ciagu oraz suplerrium
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,,|, : i1,.... n} jest znanvm tr,vierdzcrricm Ko}mogofowa Brllnka Chunga
Prokhoror,va,Wittmarrna (prawcl7ily_ylrr dia zaleznych ciłlgórv zmienn)rch 1o-

.u11,.vch19 106 (2015) 129 133 ) oruz przl,paclek d/ z rvarunkami (2.13) i (2.14)

bardzo silnie wiązącymi znrienne X,, \\'' clorvocLzie wlrkorzystrrje się nierórł-
ności nrilrtl.ngałorve Brrrkholdera i Dooba co sugerujel ze §, t.u-nr tłvierdzeniu
tliłlri ieszcze pervien potencjał rv zakresie zalezri_vcłr zmienn.vch xr,. poclanv

przykład 2.1 pokazuje, ze rtz.vskanv rvr.nik jest istotrrie lepsz.v oc,l rczultatlt
Hrr i \\iebera.

Rezrrlt at,v r ozc]ziału t rz ecie go st anow-i t1 rrogólnienie w.u-nikórł, uzvskanvc}i
rv [46] plzez Rosalsk_v'ego i Stoicę. Wvniki tc załvarrte są w plac}r |15], która
jest rł- recenzji w Perzocl,ir:rl, hIath,errL,atźcrl, Hltn,ga,rźca. Poclobnie jak \y toz-
dziale 2 zmienne są inclck-sor,r,arie zbioranri losor,lłrrri. prz_v cz,v zbior1. te 5ą

incieksorł,arre kratą Nd. Głóu,r- u,_ynik. Trł.ierdzenic 3.220. jest tez uogótnie-
niern r,lc,ześniejsz1,,clr rezu]i,ltórv z |44), i38] dla dorvolrrie zalezn_vcłr zmiennvch
losolvl.clr o jednalrou,vrn rozkłac]zie. Dou,ód opicr:r się rra Lerrtacie i3.22l oraz
u,sporrrrriarll.n ltcześniej rvariarrcie lenratu kloneckera dla pól 1osołvvch.

RozcIział czrr.aLtv zau.ieril reztlltat\. opubiikor,vanę: u, Publźcatzort es I,Iathe-
anttic:a,r: [14]" \\'1,1iPi llazrrją na prrblilragjac}r |11],|4.1] i dotl,tzą pr-arvie pet-_

ne.j zlliezności logar,vtmiczrrej (ang. lrlrrrost surc clistlibrrtional limiŁ theorems)
clla pó1 1u.61q,cł1 t_vprr proclrrktorł,ego. Co prałvda t\,,tuł rozdzitrłu sugerrtje
zbieżlość do rozliładu r}orll}Łllnego ,jeclnak głórł,n_v rvvnik, Trvierclzenie 4.2.
dotl.cz_v NIPL\ł/ cllłr pó1 losolvl.clr incleksolvarlyc}r zbiorarrri spełniającyrni lvir-
rlinek o nieszarrit-r, 23. Poclane są t:r,kze przvkł:łd1. zastoscx,l,ania Trviercizenitr,
4.2 dla ilrdeksóu, losor,vyclr i zbiezności do mieszanek rozkładórv stłrbrinvch.
L]rr,azarn, zel łl.arto ]<ontvrrrror,r,ać le baclanitl rv kierunku silnie nieszającl,ch.
sti-Lcjorrtrrrrl,ch pó1 losorłrvch (zob, Ch:lpter 29 2])

R,czultat1, plac\r |12]25 opublikorvtlne w Dem,o,n,stratzo X,Iathe,nt,a,ti,ca stano-

1!r}-. ,\Ierlevćcle. }I. Peligr-ac1. S. Utev. I]ttnclirlrral Gaussiatr Approxinratiorr lbr Deperr-
clent S|ructures, Oxibrcl, 2019

2L]lv przrc1- nie closzuktrlenl się t".cześniej definicji s1,1nbolu e,
21zoll, Letrinlił i].6il rv \,I. Loór,c, On alnlost sule collvefgence, Proc. 2rlc1 Berkelc1, Svrn-

posiutłt orL \{trŁh. Sl:ltist. iłrrc1 Pro]lab.. l,niv. C]alil. Press (195i,), pp. 279-303
22DOI, 10.2.178/derrla-2014-0018
23rł, założenlaclr trvierdzerrizr 4.2 brakuje jer,lrrłk stornułołl,anego rvlrrzrźrrie lvartrnklr rlie,

szani:l
21R,. C. Bradley. Tntroductiorr to strong rnixlng cond]lions. !b1. 1 3. Kenclrlck Pless.

Heber Cit1., UT, 2007
25DOI, 10.5,186/p\ID.202 1.8.q62



1.1.-ii} treść rozc]ziałll piątego 1 dot1,,czą twierdzeni:r, typri Bauma-Katza dlrr pó1

1osołvvch będącego rrogólnienierrr r,r,vniku Hak Sunga z publikacji |50]. Głórl-
n1,, rvvrrik. Trvierdzenie 5.2, mór.ł,i o zbiezrrości konrpletne.i dla stochastvczrrie
zclominolł,anvch pó1 ]osorv\,"h26. Dorvody operają się o łvarianty nierór,vno-

ści R.oserrthala i Hoffrrtanrr-JorgensenŁi dlir niezalezn},,ch pól losow_vch i są to
t\rpołve nretod1, przv dorł,odzentu zbteżności kompletnej. \\'arto nadmienić,
zc istnieją odporł.icclłriki t_,vch nierćlwności clla zalezlrlrclr zmienn1,,clr losor,v_vch

(zob. i92a) wskutek czego łv.vdaje się. żezaŁozenla Trł,ierdzenia 5.2 rnogą być
osłabione.

***
Stustrorricowa placa jest składanką pięciu prac napisan\.clr wspó}nie z

prornotorern. I)]:z\r cz1ln trzy prace są jrrz oprrblikołvarre. Nletod.v dołvociórv są
clobrze zna,l}e. D).scrtacja zarviera lł-iele przykładór,v, które łv sposób właścirvy
ilustrujtp prezentolvane lezy. Autorzv prac rv,vkazali się dobrą zrrajonrościz1
przedrniottr. Uzl.skane rezulat.v rrzupełrrii_lją naszą łviedzę o asvrnptotyczn.vcłi
łr,łasnośclaclr mrrlti-inclcksołvan1,-cłr srtm zrrtiennl.ch 1osow1,-clr.

\Iinro tak obszernego materiału liczba usterek i literólve}r nie jest nad-
rnierrlt-l. Nicktóre z nich (nie rnające ztesztzl rviększego 1.pł_vr,vu na ocenę me-
l,\,I or\,(,zną p1,1rcv) zaml..s7,|,zorro poniż,j.

s.7. 1. -1: bralr definicji ę, (zob. s.53)
s.10. 1. -L: cl,|,,, cL, + 13

s.13. 1. -11: oraz łv T. K. C}ranrlr-a. S. Ghosal. Extensions of the strong lalv of
1arge rtunrbers of \Iarcinkienicz ancl Zygmurrd for depenclcrrt variables, Acta
\{ath. Hungar. 71 4 (1996) 327 336.

s.13. 1. -9: tvpu
-s.15, 1. 12: róu,nością
s,40. 1. -8: Burkholder'a
s.4-1. I. -5: łlorelou,skich
s.52, 1. -9: niescentrolvane
s.53, 1. Ą0 c:.i nlezclefiniowane

s.57, l. 1: e, polvitlrio bl.ć: zc-Lefirtiołvane na s.7
S.59, 1. 2: lłektor' losorv1,- }' przl,mrr.jac1,, lł.trrtości lł, Nd

s.59, 1. -1: 3.1 rticzdefiniorvane

s.60, 1. -7: nieróu,ności Nfarkorva clla firnkcji lvvkładniczej

znt-,lcfirricji 5.1 lub rv trv. 5.2 porł,inrro być ziłłożenie o niezalezrLoścl zrnielrrlych X,

&)



s.65, l. -14: fulrkcję cłrriłkter\,,st},czną zbiolu
s,72.I.2: brak ( przeci g oTaz

s.72. ]. 3: brak ( przed g olaz
-.72. 1. 7: brak ( prze,i .J olaz

po /4
po Ał
po Ał

s.83. 1. -17: Prop. 6.7 HoiTmanna-Jorgensentl,

s.85. 1. 2: rrierór,vność \,Iarcinkier,vicza-Z.vgrrrunciil.jest prarvclzir,va cjla p: I

s,89. l. -11: borelolvskimi
s,100. l. .1: \IatScliNet: L Nfolchanol,. Theory of R,aniom, Sefs. Probabilit_v

anc1 its Appiicalions (Nerł. York). Springer, 2005.

***

Urvazarłr. ze rozpla\va cioktorska X,Iocne Pra,ulo |Iri,el,kich Lzczb dla stt,m

zmienrtllcLl Ioso,u,ych ź pól losoulgch spełnia rvvmagarria ltstałv_v o stopniac}r
ntllrliolvych i tr.trtle,ru,,}13lł:l,rl] i rrroze starrolvić poclstarvę c1o rraclania stopniił
n:r,trkor,vego doktora nalik nratenatl,,cznt,ch. Dlatr:gcl wl}oszę o przvjęcie tej

]:ozplal\,,y i dopuszczenie nlgl A. NI. Gduli clo c_lalszych etlrpółv przerł,oclrr

cloktorskiego.

S§"^. ",-9Zbigłrierł, S. Szervcza,k

§.I


