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MPWL dla sum zmiennych losowych i pdl losowych

1. Wstep

Rozprawa doktorska p. mgr Agnieszki Gduli liczy 101 stron. Sktada sie ze wstepu
oraz pigciu rozdzialéw i bibliografii zawierajacej 53 pozycje. Pierwsza czesé¢ wstepu to pod-
stawowe, historyczne fakty dotyczace praw wielkich liczb, w czesci drugiej dosyé szezegdtowe
wprowadzenie w przedmiot rozprawy i umiejscowienie w biezacym nurcie badan praw wiel-
kich liczb. Zasadnicza cze$¢ rozprawy merytorycznie jest bardzo spéjna. Wszystkim wynikom
mozna nadac¢ jedng wspolng ceche — badanie mocnych praw wielkich liczb na podciggach.
Ten cel jest réznie realizowany: poprzez wybér gornej granicy sumowania w pewnym nie-
ograniczonym podzbiorze N? (rozd. 1), sumowanie po losowych podzbiorach N? (rozdz. 2,3 i
4). Wprawdzie ostatni rozdzial pracy dotyczy twierdzenia typu Bauma-Katza dla losowo wa-
zonych sum pol losowych ale tutaj réwniez mozemy zobaczy¢ wynik dla losowych podciagéw
poprzez odpowiedni dobér tablicy wag.

Przedstawione w rozprawie wyniki zostaly opublikowane w nastepujacych czasopismach
Probability and Mathematical Statistics, [13] — rozdzial 1, Lithuanian Mathematical Journal,
[16] — rozdziat 2, Demonstratio Mathematica, [12] — rozdzial 5 oraz prazyjete do druku w
Publicationes Mathematicae, [14] — rozdzial 4.

2. Oméwienie rozprawy

W rozdziale pierwszym rozwazane jest mocne prawa wielkich liczb dla pél losowych gdy
gorny indeks sumowania przebiega nieskonczony podzbiér V' przestrzeni N? - punktéw kra-
towych. Punktem odniesienia dla otrzymanych wynikéw sa prace Rychlika i Klesova, [33]
oraz Indlekofera i Klesova [28]. Uogélnienia idg w kierunku okreslenia jak najobszerniejszej
klasy funkcji, bedacych brzegiem obszaru V, w ktérym, dla dowolnego pola niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie, nastepujace warunki sa réwnowazne
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W poszezegdlnych podrozdziatach wprowadzono klasy C(F;, G;), i = 1,2, 3 gwarantujace,
w wyze] opisanym sensie, rownowaznos¢ warunkow (1) i (2). Wprowadzone klasy mozna scha-
rakteryzowac wlasnosciami brzegu obszaru: 7o maltym rozstepie”, ”skoniczonym wahaniu” i
"rozstepie brzegu uzaleznionym od wartosci funkcji”. W czytaniu tego rozdzialu przeszka-
dzal mi brak rygoru definiowania zbioréw C (£}, G;) , klarownego przekazu kiedy rozwazamy
grafy, kiedy i jakie funkcje. O tym szczegdtowiej w uwagach konicowych. Ostatni podrozdziat
poswiccony przykitadom, ktére pokazuja wzajemne relacje miedzy zdefiniowanymi klasami.
Oczywiscie otrzymane wyniki okreslaja obszerniejsze klasy funkcji niz w cytowanych pracach
[28] i [33] ale nie znalaztem zadnej dyskusji na ile jest to nietrywialne uogélnienie.

Na koniec wazna uwaga natury ogoélnej. Cytowany na poczatku rozdzialu wynik Guta,
twierdzenie 1.1, gwarantowal | ze jesli gorny indeks sumowania zmiennych losowych nalezy
do obszaru

Vo ={(n1,...ng): 67 'n; < n; < 6n;, dla wszystkich 1 <i < j <d}, 0>1,
j

to granica w (1) istnieje i jest skonczona p.p. wtedy i tylko wtedy, gdy E|X]| istnieje. To
znaczy otrzymano MPWL (prawo iterowanego logarytmu, réwniez) przy zalozeniach jak dla
ciagu zmiennych losowych i to jest esencja tego wyniku, lepszego nie mozna otrzymacé. W
rozprawie watek dyskusji o momentach zmiennych losowych, ktory jest istots rozwazania
MPWL w sektorze, zostal zupetnie pominiety.

Rozdzial drugi rozpoczyna si¢ od wyniku Hu i Webera [27] (tw. 1.1), ktérego trescia
jest MPWL dla ciggdéw zaleznych zmiennych losowych. Gléwna wartoscig tego wyniku jest
ostabienie zatozen dotyczacych wariancji i struktury zaleznosci - kowariancji. W rozpra-
wie wynik ten jest przeformutowany dla sum czesciowych branych po losowych zbiorach
indekséw - na wzor i podobienstwo gltéwnego wyniku rozdziatu 2 — i ma to formg twierdze-
nia - twierdzenie 2.1. Pominigto zatozenia o zaleznosci miedzy ciagiem zbioréw losowych
{A,,n > 1} i ciggiem zmiennych losowych {X,,n > 1}. Rozumiem wiec, ze to przeformu-
towanie twierdzenia jest $wiadomym zabiegiem pozwalajgcym poréwnywaé gléwny wynik
rozdziatu z wynikiem Hu i Webera. Moim zdaniem zdecydowanie wymaga to komentarza.
W konsekwencji pojawiaja sie dalsze pytania pozostajgce bez odpowiedzi. Twierdzenie 2.2
rozprawy sformutowane jest dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych, podczas gdy wynik
Hu i Webera dla zmiennych losowych zaleznych. Dlaczego wiec poréwnujemy oba wyniki?
Wydaje sie to bezzasadne. Nie zmienia to faktu, ze otrzymano nowe MPWL, dla momentéw
rzedu 2q, q > 1. W dowodzie twierdzenia 2.2 gtéwnym narzedziem jest metodyka dowodze-
nia MPWL wprowadzona przez Fazekasa i Klesova [11], tutaj uzyta w wersji z indeksowaniem
losowymi zbiorami, rowniez w wersji ”losowej” zastosowano nieréwnos$é Burkholdera i Do-
oba. Podobnie jak powyzej, przynajmniej szkic uzasadnienia dlaczego wersje losowe tych
wynikow mozemy stosowac¢, powinien sie znalez¢, chociazby pokazujgc, ze doktorantka ma
swiadomo$¢ braku automatyzmu w przenoszeniu tych twierdzen, zwtaszcza, ze w publikacji
tez sa pominiete wszelkie uzasadnienia, poza odestaniem do pracy [11], a doktorantka nie
ma zadnej pracy samodzielnej. Tym bardziej rozprawa nie powinna by¢ thumaczeniem publi-
kacji na jezyk polski. Z kolei w innym miejscu rozprawy jest podane wyjasnienie stosowania
nierownosci Czebyszewa.



W rozdziale trzecim, rozwazania ponownie wracajg do problematyki pol losowych w kon-
tekécie MPWL. Na poczatku przytoczony jest wazny wynik Rosalskiego i Stoicy [46], z 2010
roku, uogélniajacy klasyczne juz MPWL Martikainena i Pietrova [38] dla zmiennych loso-
wych o jednakowym rozktadzie i dowolnej strukturze zaleznosci. Gtéwny wynik tego rozdziatu
to twierdzenie 3.2, rodzaj zalozen wskazuje na analogon twierdzenia Martikainena i Petro-
va dla sum zmiennych losowych, z wielowymiarowym indeksem, sumowanych po zbiorach
losowych. Wniosek 3.1 pozwala otrzymacé twierdzenie 2.2 a wniosek 3.2 wraz zalozeniami
(3.1) i (3.2) daja cytowane twierdzenie Rosalskiego i Stoicy. Dowéd glownego wyniku oparty
jest na dwoch dosy¢ prostych lematach 3.1 i 3.2. Pierwszy z nich to wlasnosci przyrostow
pdl losowych, dowiedziony indukeyjnie, drugi méwiacy o zbieznosé szeregu nieujemnych pol
losowych gdy szereg momentéw jest zbiezny. Prawo wielkich liczb w twierdzeniu 3.2 nie wy-
maga istnienia pierwszego momentu, twierdzenie 3.3 otrzymuje takie zalozenie i pokazuje
wplyw centrowania na MPWL. Prosta konsekwencja twierdzenia 3.1 jest twierdzenie 3.4,
ktore podaje "nielosowe” MPWL dla sum postaci

Sn(€) =Y ex Xy,

k<n

gdzie € = {e,,n € N9} jest polem losowym, dwupunktowych zmiennych losowych o jedna-
kowym rozktadzie i wartosciach 0 lub 1. Taka suma moze by¢ interpretowana jako wynik
obserwacji, ktore sa skuteczne z pewnym prawdopodobienstwem.

Rozdzial czwarty jest poswiecony prawie pewnemu centralnemu twierdzeniu granicznemu,
z gtéwnym wynikiem podanym w twierdzeniu 4.2. W dowodzie wykorzystane jest twierdze-
nie 4.1 bedgce wersja twierdzenia 2.1 autorstwa Fazekasa i Rychlika [11]. Otrzymany wynik
jest nowy i ciekawy ale trudno mi zaakceptowac tak nieprecyzyjny komentarz, cytuje
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Rozumiem, ze autorka ma na mysli cytowane prace: Fazekas, Rychlik [11] 1 Noszély, Témacs[43].
Pierwsza z tych prac podaje bardzo ogélny wynik dla elementéw losowych w przestrzeni Ba-
nacha (przypominam, ze twierdzenie z tej pracy pozwala dowie$¢ tw. 4.2) i trudno to pordw-
nywa¢ z twierdzeniem 4.2 rozprawy, otrzymanym dla niezaleznych zmiennych losowych. Nie
wiem do jakiego fragmentu pracy [43] odniesione sa uwagi o uogdlnieniu. Sadze, ze warto byto
sie odniesé do innych, nowszych wynikéow, na przyktad: Terekhova (2009) Almost sure limit
theorems for random sums of multiindex random variables, Chuprunov i Terekhova (2010)
Almost sure versions of limit theorems for random sums of multiindex random variables lub
kilku innych.

Rozdziat pigty sktada sie z trzech czesci i wstepu, w ktérym podano ogdlne informacje
o kompletnej zbieznosci oraz wynik Soo Huk Sunga [50], twierdzenie 2. Cze$¢ pierwsza za-
wiera gtéwny wynik, ktory jest uogoélnieniem cytowanego twierdzenia typu Bauma-Katza,
w trzech kierunkach: zamiast ciggu zmiennych losowych rozwazane jest pole zmiennych lo-
sowych {X,,n € N9}, zakres sumowania po obszarze catej przestrzeni indekséw N? lub po
sektorze Vp i co najwazniejsze wprowadzenie losowosci tablicy wag {a,;,n,i > 1}, ktore te-
raz staja sie wspoélnie ograniczonymi przez stata zmiennymi losowymi. Ten ostatni kierunek
uogdlnien powoduje, ze nawet w przypadku d = 1, otrzymany wynik jest nowym i wyznacza
nowe zadania dla zbieznosci i szybkosci zbieznosci losowo wazonych MPWL. Zdecydowana
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wigkszos¢ wysitkow innych badaczy byta skupiona na relaksacji zatozen o deterministycznej
tablicy wag lub pola losowego {X,,,n € N}. Druga cze$é¢ rozdziatu zawiera lematy pomoc-
nicze, niektére z nich to dobrze znane nieré6wnosci: Hoffmanna-Jgrgensena lub Rosenthala,
w wersji dla pol losowych, lub oszacowanie momentéw obcietych zmiennych losowych. Czeéé
trzecia zawiera dowody gtéwnego wyniku i wnioskéw, oparte na lematach z poprzedniej cze-
sci, nierownosciach Marcinkiewicza i Jensesna oraz ¢, nieréwnosci. Wyniki przedstawione w
tym rozdziale uwazam za interesujgce.

Uwagi ogélne

Bardzo przeszkadza mi dosy¢ czesty brak precyzji w formulowaniu twierdzen, klarownosci
definicji, opiséw 1 komentarzy. Oto kilka przyktadéw.

1.

(W

Definicja 1.4 — brak informacji co oznacza symbol f(z) a uwagi o f pojawiaja sie
dopiero p6zniej, komentarz ponizej.

Przed definicjami zbioréw Fj, G;, i = 3,4,5 méwimy, ze bedziemy okredlaé¢ zbiory
funkcji ale juz na tej samej stronie - 114, str. 25, mamy

w dowodzie twierdzenia 1.6 ... 7 funkcje f i g odpowiednio z rodzin funkcji Fy i G4, moga
by¢ nieciggle. Jesli na przyktad f(z, —0) = yo < y1 = f(z, + 0), to "uzupetniamy”
definicje, ktadac f(xo) = [yo,y1] (caly przedzial [yo,y;1])” Jaka definicje? Potem jest
deklaracja ” Oczywiscie od tej chwili I' = {(z, f(z)),z € R} nie jest funkcja ale ciggltym
grafem, a f jest relacja,. Jednakze, o ile nie bedzie to prowadzié¢ do nieporozumien, dalej
bedziemy pisa¢ nieformalnie ”funkcja f7. 1 dalej w tekscie znéw brak konsekwencji.

Na tej samej stronie, Wtasnos¢ G. ”...graf jest ciggly i jesli 1 < 29, to f(z,) < f(23)”.
Skoro f jest relacja to absolutnie nalezy doprecyzowaé ostatnig nieréwnosé.

Inne uwagi tego typu zostaly wymienione w zasadniczej czeéci recenzji.

Inne drobne uwagi

. W zalozeniu tw. 2.6 zamiast ”...oraz spetniajagcym warunek (2.6). 7, powinien byé:

...oraz spelniajacym warunek (2.2).

W tw. 2.2 zalozono E|X,| < co,n € N, natomiast zalozenia (2.10) i (2.11) wymagaja
istnienia momentéw absolutnych rzedu 2¢q, ¢ > 1.

Tw. 3,2 — raczej nalezy unikaé¢ podawania oznaczen w tresci twierdzenia. zwlaszcza. ze
b J ; ;)
juz wezesniej zostaty podane w wykazie.

Jest "Latwo sprawdzi¢, ze warunek (3.19) wynika z (3.20)... 7 powinno by¢é raczej
7...warunek (3.19) wynika z (3.2)... 7

. W twierdzeniu 5.2 brak zalozenia |a,;| < M, p.p. dlan, i € V dla pewnej dodatniej

statej M.



Konkluzja

Dorobek publikacyjny doktorantki oceniam jako zupetnie zadowalajacy. Wida¢ duzg sta-
ranno$¢ w przygotowaniu rozprawy, pewnie dlatego nie zauwazylem zbyt wielu literowek,
drobnych pomylek w dowodach lub bibliografii. Doceniam tez starania doktorantki aby roz-
prawa miala charakter dobrego przewodnika po wynikach, podano duzo wnioskéw i co wazne
liczne przyktady. Natomiast bardzo przeszkadza mi, to co podkreslatem wezesniej: catkiem
niemalo miejsc z brakiem: precyzji lub niezbednych wyjasnien. Gtéwnym obszarem teorii
prawdopodobienstwa, w ktérym doktorantka wykazata si¢ wiedzg i umiejetnosciami pracy
twoérczej sa Mocne Prawa Wielkich Liczb w roznych aspektach sumowania zmiennych loso-
wych po zbiorach losowych aczkolwiek dowody wykorzystuja idee pochodzace z prac innych
autorow (jest to zawsze rzetelnie odnotowane).

Podsumowujgc, uwazan, ze opiniowana rozprawa doktorska wypelnia ustawowe i zwycza-
jowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Wnioskuje o dopuszczenie mgr Agnieszki
Gduli do dalszych etapéw, przewodu doktorskiego.




