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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Stawomira Borzdynskiego

Pan mgr Stawomir Borzdynski przedstawit rozprawe doktorska pod tytulem

Twierdzenia o punktach statych dla potgrup odwzorowan nieliniowych wzgledem
stabych topologii
Fixed point theorem for semigroups of nonlinear mappings in weak topologies

Na wstepie nalezy nadmienic, ze jest to druga recenzja pracy doktorskiej pana
mgra Borzdyniskiego. Pierwsza wersja omawianej pracy, zgodnie z sugestia jed-
nego z recenzentéw zostata dnia 3. lutego 2020 roku skierowana przez Komisje
d/s Przewodu Doktorskiego mgra Stawomira Borzdynskiego do poprawy. Cho-
dzito glownie o kwestie jezykowe.

Czegs$¢ wynikow przedstawionych w omawianej rozprawie zostala juz opubli-
kowana w trzech artykulach autorstwa Doktoranta, w tym w dwoch napisanych
wspdlnie z promotorem dr hab. Andrzejem Wisnickim, prof. UP:

e S. Borzdynski, A. Wisnicki, A common fixed point theorem for a commu-
ting family of weakx continuous nonexpansive mappings, Stud. Math. 225
(2) (2014), 173-181 (w dalszej czgsci oznaczona [BoWi]).

e S. Borzdynski, A. Wisnicki, Applications of uniform asymptotic regularity
to fixed point theorems, J. Fixed Point Theory Appl. 18 (4) (2016), 855-866
(w dalszej czgsci oznaczona [BoWi2]).

e S. Borzdynski, Common fixed point theorems for nonexpansive mappings
using the lower semicontinuity property., Colloq. Math. 154 (2) (2018),
157-165 w dalszej czgsci oznaczona [Bo]).
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Jednakze w rozprawie wyniki te sg czgsto przedstawione w uogélnionej wersji.

Praca sktada si¢ z pigciu rozdziatéw. Dwa pierwsze maja charakter wstepny i
dotycza omowienia przedstawionych wynikéw (Rozdziat 1) oraz podstawowych
wlasnosci potgrup odwzorowan zwiazanych z przemiennoscia (Rozdziat II). Cen-
tralng czgS$¢ przedstawionej rozprawy stanowia kolejne dwa rozdziaty zawiera-
jace gléwne wyniki mgra Borzdynskiego. Ostatni, piaty rozdzial zostal poswie-
cony omowieniu przedstawionych we wczesniejszych rozdziatach wynikéw w
Swietle czeSciowej weryfikacji prawdziwosci hipotezy Lau postawionej w pracy
[A. Lau i Y. Zhang, Fixed point properties for semigroups of nonlinear map-
pings and amenability, Journal of Functional Analysis 263 (2012) 2949-2977]
(por. takze [A. Lau 1 W. Takahashi, Invariant means and fixed point properties for
non-expansive representations of topological semigroups, Topological Methods in
Nonlinear Analysis 5 (1995) 39-57]) 1 dotyczacej rownowaznosci dopuszczania
lewostronnie niezmienniczej Sredniej i istnienia punktow statych dla kazdej repre-
zentacji tej potgrupy.

W dalszej czeSci niniejszej recenzji zostang omowione najistotniejsze wyniki
poszczegolnych rozdzialéw z oczywistym pominigciem pierwszego i drugiego.

W rozdziale trzecim pan mgr Borzydynski skupit si¢ na wtasnosciach rodzin
S odwzorowan regularnie nieoddalajacych, przy czym odwzorowania regularnie
nieoddalajace sa tutaj rozumiane jako te, ktére spetniaja warunek Brucka postaci

Tz — Tyl < ||z —y) + a(Tx — Ty)|l, a=1-—a«a

(poréwnaj Definicje 6 w pracy [R.E Bruck, Nonexpansive projectionson subsets
of Banach spaces, Pacific J. Math. 47 (2) (1973), 341-355] i Definicje 6 w [EE.
Browder, Convergence theorems for sequences of nonlinear operators in Banach
spaces, Math. Zeitschrift 100 (1967), 201-225]) i w literaturze przedmiotu nazy-
wane sg firmly nonexpansive mappings. Najistotniejsze wyniki zawarto w twier-
dzeniach 3.3.3, 3.3.4, 3.3.51 3.3.7, w ktdrych to dowodzona jest asymptotyczna
regularno$¢ wspomnianej juz rodziny S oraz rodzin odwzorowan S zdefiniowanej
jako
S={al+aT:TecS ac(1/21)}.

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze zgodnie z informacja z rozdziatu I wyniki
przedstawione w twierdzeniach 3.3.5 i 3.3.7 sa autorstwa Doktoranta a nie Pro-
motora, z ktérym wspdlnie opublikowat dwie prace [BoWi] oraz [BoWi2] zawie-
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rajace czesciowe wyniki tego typu.

Najbardziej obszerny, bo liczacy bez mata trzydziesci stron, rozdziat czwarty
poswigcono istnieniu 1 wlasnoSciom idempotentéw oraz retrakcji (ciggtych idem-
potentéw) na zbiory wspdlnych punktéw statych rodzin odwzorowan S. W pierw-
szym podrozdziale (podrozdziat 4.2) przedstawiono dowdd istnienia idempotentu
dla przemiennej rodziny odwzorowan afinicznych i 7—ciagtych. Warto przy tym
podkresli¢, ze ciaglo$¢ otrzymanego idempotentu wymaga natozenia dodatko-
wych zalozen na rodzing S — poréwnaj twierdzenie 4.2.10 oraz wyniki otrzymane
w publikacji [BoWi]. Niestety, z zalaczonych informacji wynika, ze nie jest to
samodzielny wynik Doktoranta. Niemniej jednak w kolejnym podrozdziale Dok-
torant samodzielnie analizuje mozliwos¢ rozszerzenia wlasnosci skonczonych re-
trakcji na przypadek nieskoniczony, oczywiscie przy zalozeniu silnej lub stabej
zwartos$ci zbioru. Zaprezentowany sposob postgpowania pozwala na dowodzenie
twierdzen dla szerokiego spektrum zatozen dotyczacych rodziny odwzorowan S
jak na przyktad nieoddalania (patrz twierdzenie 4.3.7), regularnego nieoddalania
(poréwnaj twierdzenie 4.3.8) czy afinicznosSci (poréwnaj twierdzenie 4.3.6).

W kolejnym podrozdziale pan mgr Borzdynski przeprowadzit dowéd istnie-
nia nieoddalajacej retrakcji na FizS w przypadku, gdy dziedzina jest wypuktym,
ograniczonym podzbiorem przestrzeni Banacha, ktory ponadto jest zwarty wzgle-
dem pewnych typow topologii (poréwnaj twierdzenie 4.4.10). Twierdzenie to po
raz pierwszy ukazato si¢ w samodzielnej pracy Doktoranta, co pozwala przyjac,
ze jest to jego samodzielny wynik. W dalszej czgsci tego samego podrozdziatu
Doktorant przeanalizowat zwiazki z istnieniem centrum Czebyszewa w przypadku
topologii *-stabej topologii normy, co prowadzi do innego dowodu twierdzenia
4.4.10 dla zbioréow zwartych wzgledem normy (poréwnaj twierdzenie 4.4.19).
Stwierdzenie, ze jest to mocniejszy wynik jest w tym miejsc pewnym naduzy-
ciem, bo zalezy czy poréwnujemy wspomniane twierdzenie z przypadkiem topo-
logii, w ktorej norma jest pélciagla z dotu czy tez z *-staba topologia (poréw-
naj twierdzenie 4.4.15). Ostatni podrozdziat z obszernego (nie tylko pod wzgle-
dem stronicowym) rozdziatu czwartego pokazuje czym mozna zastapi¢ zalozenie
o przemiennosci rodziny S (poréwnaj twierdzenie 4.5.5) w przypadku stabej topo-
logii (niefortunnie w rozprawie w tym momencie pojawia si¢ w-zwartos¢ zbioru
zamiast po prostu jego stabej zwartosci).

Bardzo krétki rozdziat piaty to proba czesciowej odpowiedzi na pytanie o praw-
dziwos¢ hipotezy Lau z pracy [A.T.-M. Lau, Y. Zhang, Fixed point properties for



semigroups of nonlinear mappings and amenability, J. Funct. Anal. 263 (2012),
2949-2977] oraz analiza wynikéw innych autoréw dotyczacych tego samego pro-
blemu.

Przedstawiona powyzej analiza §wiadczy o duzej dojrzatosci naukowej Dok-
toranta i pozwala z optymizmem patrze¢ na jego przyszto$¢ jako matematyka.
Niemniej, pan mgr Borzdynski w swojej rozprawie nie ustrzegt si¢ pewnych istot-
nych mankamentow, ktore aczkolwiek nie decyduja o poprawnosci prezentowa-
nych wynikéw. Zostana one oméwione w dalszej czgsci recenzji.

Dowdd twierdzenia 3.3.5 dotyczacego uniwersalnie jednostajnej asymptotycz-
nej regularnosci rodziny odwzorowan generowanych przez ustalony parametr o
oraz rodzine wszystkich odwzorowan afinicznych opiera si¢ na kilku prostych
rownoSciach — poréwnaj strona 43, linijki 21 — 26. Niestety, o ile sama teza twier-
dzenia jest stuszna, to w dowodzie pojawiaja si¢ spore nieScistosci. Mianowicie,
réwnowazno$¢ 43%2 oraz 43%* wynika bezposrednio z zaloZenia o afinicznosci od-
wzorowan z S. Natomiast réwno$é¢ 43*2-43% wymaga, aby odwzorowanie byto
addytywne, a kolejna réwno$¢ 43%—43%! wymaga jednorodnosci stopnia pierw-
szego odwzorowania 7". Obu tych wlasnosci nie mozemy wywnioskowac z zato-
zen.

W twierdzeniu 4.3.8 (patrz strona 61 i 62) pojawia si¢ rodzina regularnie nie-
oddalajacych odwzorowan zdefiniowanych na zwartym podzbiorze przestrzeni
metryczne]. Tymczasem sama definicja tego typu odwzorowain wymaga co naj-
mniej, aby przestrzen byta geodezyjna (poréwnaj przyktadowo prace Davida Ariza-
Ruiz, Laurentiu Leustean, Genaro Lopez-Acedo, Firmly nonexpansive mappings
in classes of geodesic spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 366(8) (2014), 42994322,
ktora byta bodajze pierwsza praca, w ktorej rozwazane byty odwzorowania regu-
larnie nieoddalajace na przestrzeniach geodezyjnych) — natomiast w przedstawio-
nej w rozprawie doktorskiej definicji 3.2.1 zatozono, ze przestrzen jest przestrze-
nig Banacha.

Ponadto w pracy stwierdzono drobne usterki:
61, brakuje domknigcia nawiasu;
2713 zgodnie z lematem 2.3.8 powinno by¢

p(T7HA) = u(A) =1,



28, skoro o funkcji rozrozniajacej punkty zaktadamy a priori, Ze jest nieujemna,
to w dowodzie lematu 3.1.2 nieréwnosci powinny miec tg sama postac jak
w twierdzeniu 3.1.5;

68, zamiast lemat 4.3.7 powinno by¢ twierdzenie 4.3.7;

859 W bibliografii dla pracy [Da3] brakuje tytutu artykutu: powinno by¢ M. M.
Day, Ergodic theorems for Abelian semigroups, Trans. Amer. Math. Soc. 51
(2) (1942), 399-412.

Konkluzja

Pomimo pewnych bardzo drobnych niedociagnigc, rozprawa pana mgra Borz-
dynskiego zastuguje na bardzo dobrg ocene. Autor zajmuje si¢ niebanalnymi pro-
blemami 1 otrzymat bardzo wiele interesujacych i zastugujacych na uznanie wy-
nikow. Stad tez wnosze o dopuszczenie mgra Stawomira Borzdynskiego do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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