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Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr Joanny Markowicz

,Wybrane wlasnosci i zastosowania sum prostych przestrzeni Banacha”

Rozprawa doktorska mgr Joanny Markowicz poswiecona jest badaniu geometryceznych wiasno-
$ci sum prostych przestrzeni Banacha i ich zastosowan w geometrii przestrzeni interpolacyjnych
generowanych za pomocg metody Srednich. W sklad rozprawy wchodzg rezultaty zawarte w czte-
rech wspolautorskich pracach z promotorem prof. Stanistawem Prusem. Dwie prace zostaly
opublikowane: w Journal of Nonlinear Convex Analysis (praca [49]) i Annales Universitatis
Mariae Curie-Sklodowska, sectio A (praca [50]). Natomiast do druku zostata przyjeta praca [51]
w Mathematische Nachrichten oraz praca [52] w Journal of Topology and Analysis.

Rozprawa sklada sie ze wstepu oraz czterech rozdzialow. Rozdzial pierwszy zawiera kluczowe
definicje z geometrii przestrzeni Banacha, w tym definicje modutu wypukloséei i jednostajnej
wypuklosci oraz modutu gtadkosci i jednostajnej gladkosci, a takze pewne znane twierdzenia
pokazujace ich zastosowania. W podrozdziale 1.3 dyskutowana jest wlasnosé Opiala i jednostajna
wlasnosé Opiala w przestrzeni Banacha X wzgledem topologii 7 na X . Zdefiniowano nowy modut
sx,- na [0,1], ktory charakteryzuje te wlasnosci: sx (c) := inf{l — liminf, o |z, — z||} dla
¢ € [0,1], gdzie infimum jest brane po wszystkich ograniczonych ciagach (z,) w X takich, ze
liminf, oo |0 < 11 2, 5 z, gdzie ||z| > c. Przestrzeri X ma staba (odpow. jednostajna)
whasnosé Opiala wzgledem topologii 7 wtedy i tylko wtedy, gdy sx -(c) > 0 dla kazdego ¢ € [0, 1]
(odpow. sx-(c) > 0 dla kazdego ¢ € (0,1]). Gléwne wyniki podrozdziatu 1.3 sa udowodnione
przy zalozeniu, ze topologia 7 na przestrzeni Banacha X jest dopuszczalna (tzn. 7 jest stabsza
niz topologia normowa i norma w X jest ciggowo dolnie polciagla wzgledem 7) i zbior Np(1)
ciggéw (z,) w X zbieznych do 0 wzgledem topologii 7, dla ktérych ||z,| > 1 dla wszystkich
n jest niepusty. Przy tym zalozeniu o topologii 7 mgr Markowicz dowodzi (Twierdzenie 1.3.3),
ze jesli X ma stabg whasnosé Opiala wzgledem topologii 7, to sx - jest funkcja ciagly na [0, 1),
natomiast ¢ — sx -(c)/c jest niemalejacg funkcjg na (0,1). Ponadto udowodniono (Twierdzenie
1.3.4), ze jesli X ma stabg wlasnodé Opiala wzgledem 7. to zachodza réwnodci podajace relacje
miedzy modutem s x,- 1 modulem rx . (wprowadzonym przez P. K. Lina, K. K. Tana, H. K. Xu
w pracy opublikowanej w Nonlinear Analysis w 1995 roku).

W rozdziale drugim rozprawy autorka bada kratowe warianty modutéw wypuklosci i gtadkosci
dla krat Banacha. Jesli X jest kratg Banacha, to modutem monotonicznosci (odpow. porzgdkowej
gtadkosci) kraty X nazywamy funkcje 6 x : [0,1] (odpow. pp, x) okreslong wzorem &, x(€) =



mf{l -z —yl;z,y € X,0 <y <z |z| <1yl = ¢} dla e € [0,1] (odpow. pp x(7) =
sup{|lz V ry|| = 1; z,y € B(X), z,y > 0} dla 7 € [0,1]). Krate X nazywamy jednostajnie

monotoniczna (odpow. porzadkowo jednostajnie gtadka), gdy dm x(€) > 0 dla kazdego € € (0, 1]
(odpow. lims_o+ Eﬂi%‘—t) = 0). W omawianym rozdziale wyliczono modul monotonicznosci 6, x
dla kraty Banacha X = (R% || - ||) z norma ||(z1, z2)|| := max {|z1| + $|a2], 3|z1| + |z2|} dla
(z1,72) € R?, ktory pokazuje, ze &, x nie jest funkejg wypukla. Na podstawie tego faktu autorka
rozprawy wnioskuje, ze nie jest prawdziwy wzor 8, x (1) = sup{e7 — ppm, x+(€); 0 < e < 1} z pracy
[38] (opublikowanej w Collectanea Mathematicea 44 (1993), 155-165). Korzystajac ze znanej
zasady lokalnej refleksywnosci dla krat Banacha podaje poprawne dowody formut z pracy [38]:
O, x* = Om,X 1 Pm, X+ = Pm,X-

W trzecim rozdziale rozprawy badane sg geometryczne wlasnosci ogélnych sum prostych
Y = (3 ,er Xi)p, gdzie {Xi}ier jest rodzing przestrzeni Banacha, natomiast E jest krata
bazowa nad zbiorem indekséw [. Autorka rozprawy dowodzi (Twierdzenie 3.2.1), ze jesli 6 =
infier 6x,, to 8y (€) > supg;, . min {OE(é) 0p(0(y)(e—£—7)/2) —S/Q}s gdzie 4y oznacza modul
jednostajnej wypuklodci przestrzeni Banacha X. W podrozdziale 3.3 mgr Markowicz podaje
warunki dostateczne na to, aby suma prosta Y = (3_,.; X;)g posiadala stabg wlasnos¢ Opiala
i wlasnogé Opiala. Ponadto dowodzi, ze jesli krata bazowa FE jest jednostajnie monotoniczna
oraz s(c) = infer sx,(c) > 0 dla kazdego ¢ € (0,1), to sy(c) > 0m,p(55(5)) > 0 dla kazdego
c € (0,1). W konsekwencji przestrzei ¥ ma jednostajng wlasnosé Opiala. W podrozdziale
3.4 gtowny rezultat (Twierdzenie 3.4.2) glosi, ze jesli dla kraty bazowej E nad zbiorem I kat
Riesza a(F) < 2 oraz R = sup;c; R(X;) < 2, to R(Y) < R(2 — a(F)) + 2(a(£) — 1). Tutaj
R(X) := sup{liminf,_,
supremum jest brane po wszystkich x € B(X) oraz wszystkich ciggach (x,) w B(X) stabo

x + x,||} oznacza indeks Garcii-Falseta przestrzeni Banacha X, gdzie

zbieznych do 0 w X.

Ostatni rozdziat rozprawy zawiera rezultaty dotyczace wlasnosdei geometrycznych przestrzeni
interpolacyjnych Lionsa—Peetrego K, ¢(X, E') wzgledem pary Banacha X = (Xy, X1), generowanej
za. pomocy, kraty Banacha I nad Z ze znormalizowang bezwarunkows baza, ze stalg bezwarunkows,
1 oraz parametry p € (1,00) i § € (0,1). Udowodniono (Twierdzenie 4.2.1) przy technicznym
warunku na F, ze jedli F jest jednostajnie wypukla i jedna z przestrzeni Xg lub X jest jednostajnie
wypukla, to przestrzen K, (X, F) jest jednostajnie wypukta. Techniczny dowdd tego twierdzenia
opiera sie na opisanym powyzej Twierdzeniu 3.2.1. Nalezy zwrdcié uwage, ze oszacowanie w linii
9 na stronie 70 nie musi by¢ prawdziwe. Po jego usunieciu istotne dla dowodu oszacowanie w linii
10 jest poprawne po zastgpieniu w linii 8 i 10 symbolu z° przez z°(i) oraz w linii 8 symbolu
x! przez x'(4). Ponadto w linii 12 zamiast z° powinno by¢ 2°(7) oraz w linii 14 we wzorach na
ciggl Z 1 § pierwszy wspolezynnik e powinien byé usuniety. W rozdziale czwartym podobajg
mi sie Twierdzenia 4.3.2 1 4.3.3, ktore dotycza wlasnosci Opiala i jednostajnej wlasnosci Opiala.
W pierwszym z nich podano warunki dostateczne na to, aby przestrzen interpolacyjna K,o(X, E)
miala wlasnosé Opiala. W drugim twierdzeniu podano oszacowanie modulu s K, PIZy pomocy

moduléw sy, i sy, oraz modutu monotonicznosci kraty bazowej E.

1

Ocena rozprawy. Rozprawa doktorska mgr Joanny Markowicz zostala zredagowana mery-
torycznie poprawnie. Obszerny wstep zawiera istotne definicje oraz rezultaty z teorii geometrii
przestrzeni Banacha. W rozprawie badane sg wazne w geometrii przestrzeni Banacha wlasnoéci:
wypuklosé, gltadkosé i ich odpowiedniki, niekwadratowosé, wlasnosé Opiala i wlasnosé Garcii-
Falseta. Wiadomo, ze te wlasnosci maja wazne zastosowania w teorii punktow statych odwzorowan



nieoddalajgcych oraz zagadnieniach zwigzanych ze strukturg normalng przestrzeni Banacha. Mgr
Joanna Markowicz znakomicie motywuje swoje badania i prezentuje pewne znane wyniki, ktore
pokazujg, ze Swietnie orientuje sie w obszarze swojej tematyki badawczej. Umiejetnie prezentuje
istote zagadnienn w teorii geometrii przestrzeni Banacha i jest bardzo dobrze zorientowana w lite-
raturze zwigzanej z tematyka badawcza. Autorka rozprawy uzyskane wyniki buduje na bardzo
dobrej znajomosci wezesniej znanych rezultatow oraz dowodow i dodaje swoj istotny wktad.
Pewne rezultaty nawigzuja do znanych wynikéw dotyczacych np. jednostajnej monotonicznosci
oraz jednostajnej wypuklosci i je wzmacniajg. Niektore dowody sg techniczne, co wynika z faktu,
ze badanie wlasnosci geometrycznych w wielu przypadkach wymaga specjalnych technik dowodo-
wych. Prezentacja dowodow uzyskanych rezultatow zawartych w rozprawie jest solidna i w mojej
opinii jest na wysokim poziomie. Za wartosciowe uwazam rezultaty o oszacowaniach modutow
charakteryzujacych odpowiednie wlasnosci geometryczne przestrzeni Banacha. Uzyskane wyniki
o geometrycznych wlasnosciach uogélnionych sum prostych przestrzeni Banacha i ich zastosowanie
do udowodnienia rezultatow o wlasnosciach Opiala w przestrzeniach interpolacyjnych Lionsa—
Peetrego skonstruowanych za pomocg, abstrakeyjnej metody rzeczywistej uwazam za oryginalne.
Reasumujac stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgr Joanny Markowicz wnosi wartosciowy wkiad
do geometrii przestrzeni Banacha oraz teorii przestrzeni interpolacyjnych.

Konkluzja. Uwazam, ze rozprawa doktorska mgr Joanny Markowicz spelnia wymagania okreslone
w Ustawie o stopniach i tytule naukowym. Wnosze wobec tego o przyjecie rozprawy i dopuszczenie
mgr Joanny Markowicz do dalszych etapow przewodu doktorskiego.




