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Wstep

Rownania catkowe stanowia bardzo wazna gataz analizy nieliniowej, ktora znaj-
duje liczne zastosowania w wielu réznych dziedzinach opisujacych i modelujacych
zjawiska spotykane w tzw. $wiecie rzeczywistym i wystepujace w wielu naukach
przyrodniczych, jak réwniez w wielu dziedzinach majacych charakter inzynierski
i techniczny. Nalezatoby tutaj wymieni¢ m.in. takie dziedziny jak mechanika, hy-
drodynamika, termodynamika, astronomia, fizyka matematyczna, biologia i ekono-
mia. Zasieg zastosowan teorii rownan catkowych znacznie powieksza sie szczegolnie
w ostatnich latach.

Ujmujac rzecz z historycznego punktu widzenia nalezatoby tutaj wspomnieé¢
przede wszystkim fundamentalne prace szwedzkiego matematyka 1. Fredholma,
ktory na przetomie XIX i XX wieku stworzyt teorie opisujaca dosé glebokie fakty
dotyczace tzw. liniowych rownan catkowych Fredholma. Nastepne wazne rezultaty
dotyczace liniowych réwnan catkowych nalezatoby przypisa¢ V. Volterze, ktorego
prace dotyczyly m.in. rownan catkowych, ktore nazwano jego nazwiskiem.

Niewatpliwe zastugi w rozwoju teorii rownan catkowych ma niemiecki mate-
matyk A. Hammerstein, ktory w latach trzydziestych ubiegtego stulecia uzyskat
podstawowe rezultaty [26] dotyczace nieliniowych rownarn catkowych zwanych row-
naniami Hammersteina.

Wyeczerpujacy przeglad rozwoju teorii réwnan catkowych az do lat sze$édziesia-
tych XX wieku zostal przedstawiony w monografii [27|, ktorej autorami sa wybitni
matematycy rosyjscy. W monografii tej mozna znalez¢é dane bibliograficzne doty-
czace m.in. wyzej wspomnianych prekursoréw teorii réwnan catkowych.

Warto zwréci¢ uwage na bardzo istotny fakt, ze réwnania catkowe sa niejako
wtorna teoria w stosunku do teorii rownan rézniczkowych (zwyczajnych i czast-
kowych). Wiele wynikow uzyskanych w teorii rownan catkowych ma niewatpliwie
swoj poczatek w teorii rownan rézniczkowych. Kwestie te sa dos¢ obszernie omo-
wione w czterotomowej monografii W. Pogorzelskiego [33] (por. rowniez [32]).
Z nowszych opracowan zwigzanych z zasygnalizowang tematyka nalezaloby tutaj
wymieni¢ np. [11, 17, 20].

W wielu problemach rozwazanych w matematyce i jej zastosowaniach tatwo



jest spotka¢ zagadnienia dotyczace ukladéw réownan catkowych. Wiekszosé tych
zagadnien mozna ujac przy pomocy podobnego aparatu, jak pojedyncze réwnania
catkowe. Jednakze sytuacja znacznie si¢ komplikuje i staje sie bardzo odmienna
przy rozwazaniu nieskoriczonych uktadéw réownan catkowych. Spowodowane jest
to wieloma czynnikami zwigzanymi gléwnie ze znacznym stopniem komplikacji
tego zagadnienia. Mianowicie, rozwigzan nieskonczonych uktadéw rownan catko-
wych nalezy poszukiwaé¢ w postaci ciagdéw funkcyjnych, a wiec pojawia sie kwestia
poszukiwania odpowiedniej przestrzeni zawierajacej takie ciagi oraz aparatu mate-
matycznego, ktory umozliwitby przeprowadzenie odpowiednich rozwazan w takich
przestrzeniach.

Warto zwrdci¢ tutaj uwage na pewne problemy, w ktorych pojawiaja sie nie-
skoniczone uktady rownan catkowych. Do takich probleméw nalezy niewatpliwie za-
liczy¢ proces tzw. semidyskretyzacji stosowany przy znajdywaniu rozwiazan pew-
nych typow rownan rozniczkowych czastkowych (por. [20, 21]). Warto rowniez
wspomnie¢ o tym, ze w ostatnich latach nieskoriczone uktady réwnan catkowych
pojawily sie w zwigzku z rozwazaniami dotyczacymi zagadnienn brzegowych dla
nieskoniczonych ukladow rownan rozniczkowych [12, 30].

Jednakze teoria nieskonczonych ukladéw réwnan catkowych jest niewatpliwie
teorig bardzo mtoda, ktoérej rozwdj rozpoczat sie wzglednie niedawno. Do tej
pory pojawito sie stosunkowo niewiele prac po§wieconych tematyce nieskonczonych
uktadow rownan catkowych (por. [5, 8, 9, 13, 14, 19]). Okazuje sie, ze tematyka
zwigzana z nieskonczonymi uktadami réwnan catkowych jest doéé¢ trudna i wymaga
pokonania wielu trudnogci.

Niniejsza rozprawa doktorska jest poswiecona gtownie tematyce nieskoriczonych
ukladéw rownan catkowych. Celem pracy jest zbadanie warunkéw wystarczajacych
dla rozwigzalnosci takich ukladow w klasie ciggow funkcyjnych okreslonych na
polprostej rzeczywistej R, = [0, 00) i takich, ze dla dowolnie ustalonej liczby z tej
polosi otrzymujemy ciag liczbowy ograniczony. Okazuje sie, ze zagadnienie takie
jest rozpatrywane po raz pierwszy w dwoch pracach [6, 15], ktore dopiero co zostaly
opublikowane i na ktérych opiera sie niniejsza rozprawa doktorska.

Dla realizacji wspomnianego wyzej celu stworzony zostal odpowiedni aparat



matematyczny bazujacy na pojeciu miary niezwarto$ci. Ujmujac rzecz precy-
zyjniej, w przedktadanej pracy skonstruowano odpowiednie miary niezwartosci
w przestrzeni BC(R,, F') ztozonej 7z funkeji okreslonych na potprostej Ry, o warto-
Sciach w zadanej przestrzeni Banacha F. O funkcjach tych zaktada sie dodatkowo,
ze sa ciggle i ograniczone na R, .

Miary niezwartosci w przestrzeni BC'(R,, E') zostaly po raz pierwszy skonstru-
owane we wspomnianych wyzej pracach [6, 15] i okazaly sie by¢ dos¢ wygodnym
narzedziem do badania istnienia rozwigzan nieskoniczonych uktadéw réwnan cal-
kowych ogolnej postaci. Konstrukcja tych miar niezwarto$ci bazuje na tym, ze
w przestrzeni Banacha E zadana jest a priori pewna, dowolna miara niezwartosci
(zdefiniowana aksjomatycznie).

Nalezaloby tutaj wspomnieé, ze poprzednio opublikowane prace zwiazane z te-
matyka nieskoniczonych uktadéw rownan catkowych, dotyczyly nieskonczonych
ukladow rownan calkowych na przedziale ograniczonym [0,7]. Zaledwie jedna
praca [5] podejmowata tematyke istnienia rozwiazan nieskoriczonych uktadow row-
nan catkowych w przestrzeni BC(R,, E), ale przy zalozeniu, ze w przestrzeni Ba-
nacha F zadana jest tzw. regularna miara niezwartosci, ktora jest dodatkowo
rownowazna bardzo wygodnej mierze niezwartosci Hausdorffa. Okazuje sie, ze
w takiej sytuacji mozna w do$¢ prosty sposdb skonstruowaé¢ miare niezwartosci
w przestrzeni BC(R,, E), ktora jest wygodna w stosowaniu. Niestety w wielu
przestrzeniach Banacha regularne miary niezwartos$ci, rownowazne mierze Haus-
dorffa nie istniejg. Niniejsza rozprawa doktorska poswiecona jest wltasnie miarom
niezwartosci i nieskonczonym uktadom réwnan catkowych w takich wlagnie prze-
strzeniach BC(R4, E).

Przedktadana rozprawa doktorska sktada sie, poza Wstepem, z pieciu rozdzia-
tow. Rozdzialy 11 2 zawieraja fakty pomocnicze wykorzystywane w dalszym ciggu
rozprawy. W szczegolnosci Rozdzial 2 omawia znang juz w literaturze przedmiotu
teorie miar niezwartosci Kuratowskiego, Hausdorffa oraz miary zdefiniowane ak-
sjomatycznie, jak rowniez wiele faktow dotyczacych tej teorii.

Rozdzial 3, majacy rowniez charakter pomocniczy, zajmuje si¢ miarami nie-

zwartosci w przestrzeni BC([0, 7], E) przy zalozeniu, ze w E zadana jest dowolna



miara niezwartosci zdefiniowana aksjomatycznie. Ponadto, w tym rozdziale omo-
wione sa miary niezwartosci w przestrzeni BC(R,, F) skonstruowane przy za-
tozeniu, ze w przestrzeni Banacha FE zadana jest regularna miara niezwartoSci
rownowazna mierze Hausdorffa. Wykorzystane tutaj zostaly rezultaty pracy [5].
Zasadnicze rezultaty pracy doktorskiej, wspomniane poprzednio, zostaly przed-
stawione i omoéwione w Rozdziatach 4 i 5. Rezultaty te dotycza konstrukeji miar
niezwartosci w przestrzeni BC' (R, E) przy zalozeniu, ze w przestrzeni E zadana
jest miara niezwartodci zdefiniowana aksjomatycznie. W tych rozdziatach znaj-
duja sie rowniez twierdzenia o istnieniu rozwigzan nieskonczonych uktadow row-
nan catkowych, ktore naleza do przestrzeni BC(Ry, E) (konkretnie do przestrzeni
BC(R4,l)). Odpowiednie przyktady ilustruja przedstawione rezultaty. Jak juz
wczesniej zostalo wspomniane, rezultaty przedstawione w Rozdziatach 4 i 5 opie-

raja sie na wynikach prac [6, 15].



1 Preliminaria

W tej pracy beda uzywane standardowe oznaczenia. Mianowicie, przez symbol
R bedzie oznaczany zbior liczb rzeczywistych, podczas gdy N prezentuje zbior liczb
naturalnych. Ponadto oznaczono Ry = [0, 00).

Podstawowym obiektem rozwazanym w pracy bedzie przestrzen Banacha E
z normy || - ||g. W niektorych sytuacjach norma bedzie oznaczana przez || - ||.
Element zerowy przestrzeni F bedzie oznaczony przez 6.

W tej pracy bedziemy zajmowac sie przestrzeniami Banacha nad ciatlem liczb
rzeczywistych R mimo, ze wiekszo$¢ rozwazanych tutaj poje¢ ma sens w zespolone;j
przestrzeni Banacha, a nawet w przestrzeni metrycznej.

Przez B(xz,r) (B(z,r)) bedzie oznaczona kula otwarta (domknieta) o srodku
w z i promieniu r. Symbol B, bedzie uzywany, aby oznaczy¢ kule B(6,7), oraz
analogicznie symbol B, bedzie stosowany zamiast B(6,7).

Jezeli X, Y sa podzbiorami przestrzeni Banacha F, wtedy beda uzywane stan-
dardowe symbole X + Y, AX (A € R), aby oznaczy¢ operacje algebraiczne na

podzbiorach F. Dziatania te sg zdefiniowane nastepujaco
X+Y={z+y:zeXyeY} IMN={I:zeX}

Przez X oznaczono domkniecie zbioru X. Symbol convX bedzie uzywany do
oznaczenia otoczki wypuktej zbioru X, czyli zbioru wszystkich wypuktych kom-
binacji elementéw zbioru X. Z kolei symbolem Conv X oznaczono domknieta
otoczke wypukia zbioru X, to jest najmniejszy w sensie inkluzji zbiér wypuktly
i domkniety zawierajacy X. Inaczej mowiac jest to domkniecie zbioru wszystkich
wypuklych kombinacji elementéw zbioru X, czyli Conv.X = convX.

Symbol || X ||g bedzie oznaczal norme zbioru X, tzn.
| X|lg =sup {||z||r:z € X}

Przy zalozeniu, ze zbior X jest niepusty i ograniczony w przestrzeni F, srednica
zbioru X bedzie oznaczona przez diam X.
Jezeli (E,d) jest przestrzenia metryczna, X dowolnym niepustym podzbiorem

przestrzeni E, a x € E, to symbol dist(x, X) bedzie oznaczal odlegtosé¢ punktu od
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zbioru, okreslona wzorem
dist(z, X) = inf {d(z,y) : y € X }.

Z kolei symbol B(X,r) bedzie oznaczal kule otwarta o srodku w zbiorze X

i promieniu 7, okreslong wzorem
B(X,r)={z € E : dist(z, X) < r}.
Ponadto, zachodzi zaleznos¢
B(X,r)=X+B,=X+rB;.

Dalej, przez 9 oznaczono rodzine wszystkich niepustych i ograniczonych pod-
zbiorow przestrzeni E, a przez Mg jej podrodzine sktadajaca sie ze wszystkich
zbioréw relatywnie zwartych. Z kolei symbol 91% niech oznacza rodzine zlozona
z tych zbioréw z rodziny Mg, ktore sa domkniete.

Dalej, niech X,Y € 9Mp. Symbol d(X,Y) oznacza¢ bedzie niesymetryczna

odlegto$¢ Hausdorffa pomiedzy X, a Y, wyrazong wzorem
d(X,Y)=inf{r: X C B(Y,r)}.

Wielkos¢ d(X,Y) jest dobrze okreslona nawet jesli zbior Y nie jest elementem
rodziny 9 g, lecz jest niepusty.
Z kolei symetryczna odlegtos¢ Hausdorffa miedzy zbiorami X oraz Y bedzie

oznaczona symbolem D(X,Y), gdzie
D(X,Y) = max {d(X,Y), d(Y;, X)}.

Warto zauwazy¢, ze symetryczna odlegtosé Hausdorffa jest pseudometryka na
rodzinie Mg, oraz jest metryka na rodzinie M9,. Co wiece] jest to metryka zu-
petna [29].

Jezeli Z jest rodzing zbioréw przestrzeni E, to symbol dist(X, Z) oznaczal

bedzie odlegto$¢ Hausdorffa zbioru X od rodziny Z. Jest ona dana wzorem
dist(X, Z) = inf{D(X7 Z): 7€ Z}.
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W dalszej czedci tej pracy zostanie wykorzystanych kilka twierdzen pomocni-

czych. Wgrod nich znajduje sie bardzo wazne twierdzenie o punkcie statym typu
Darbo |7, 18].

Twierdzenie 1.1. Niech p bedzie ustalong miarg niezwartosci w przestrzeni Ba-
nacha E. Zatozmy, ze ) jest niepustym, ograniczonym, domknietym & wypukiym
podzbiorem przestrzeni E oraz Q) @ Q — Q jest cigglym operatorem takim, ZzZe
istnieje stata k € [0,1) dla ktorej u(QX) < ku(X) dla dowolnego niepustego pod-
zbioru X zbioru ). Wtedy istnieje co najmniej jeden punkt staly operatora (@)

w zbiorze ).

Uwaga 1.2. Mozna pokazaé, ze zbior Fix () wszystkich punktow statych operatora

@ nalezacych do zbioru € jest elementem jadra ker 1 (por. [7]).

Ta prosta obserwacja jest bardzo istotna w charakteryzacji rozwigzan rozwaza-
nego uktadu rownan operatorowych (catkowych), ktorych istnienie udowodniono

w tej pracy z pomocg Twierdzenia 1.1.

Lemat 1.3. Niech A bedzie gestym podzbiorem przestrzeni metrycznej . Ponadto
niech f bedzie odwzorowaniem zbioru A w przestrzen metryczng E'. Ciggle odwzo-
rowanie f : E — E' takie, ze f(z) = f(z) dla v € A istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego x € E istnieje granica y_)lgic’rzleAf(y) w przestrzeni E'. Odwzorowa-

nie [ jest wyznaczone jednoznacznie.

Lemat 1.4. Niech [ bedzie odwzorowaniem przestrzeni metryczne] E w zupetng
przestrzer, metryczng E'. Granica  lim Af(y) 1stnieje wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Y—T,yc

wahanie (oscylacja) odwzorowania f w punkcie © wzgledem A wynosi 0.

Twierdzenie 1.5. [Twierdzenie o rozszerzeniu funkcji [22]] Niech A bedzie gestym
podzbiorem przestrzeni metrycznej E. Ponadto niech [ bedzie jednostagnie cigglym
odwzorowaniem ze zbioru A w zupetng przestrzen metryczng E'. Wiedy istnieje
odwzorowanie ciggle f z przestrzeni E w przestrzen E' takie, ze f(x) = f(x) dla

x € A. Co wiecej odwzorowanie f jest jednostajnie ciggte.



Dowdd. Korzystajac z Lematu 1.3, oraz Lematu 1.4, aby udowodnié¢ istnienie f, na-
lezy wykazaé, ze wahanie (oscylacja) odwzorowania f w dowolnym punkcie z € E
wzgledem A wynosi 0.

Z zalozenia o jednostajnej cigglosci odwzorowania f wynika, ze dla kazdego
e > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla wszystkich y,z € A takich, ze d(y,z) < §
zachodzi d'(f(y),d(z)) < /3. Rozwazmy dowolny punkt z € E, oraz otoczenie
tego punktu B(z,0/2). Wtedy dla wszystkich punktow y, z € B(z,§/2) zachodzi,
ze d(y,z) < d(y,x)+d(z,z) <5/2+0/2 =0, awtedy d'(f(y),d(z)) < /3. Zatem
dla kazdego = € E $rednica zbioru f(A N B(x,d/2)) wynosi co najwyzej €/3, co
pokazuje, ze spetnione jest zalozenie.

Rozwazmy nastepnie dowolne punkty s,t € F takie, ze d(s,t) < §/2. Wtedy
z Lematu 1.3 wyciagamy wniosek, ze istnieje punkt y € A taki, ze d(s,y) < 0/4
oraz d'( f(s), f(y)) < /3, oraz istnieje punkt z € A taki, ze d(t,2) < 0/4 oraz

d'(f(t), f(2)) < /3. Z nieréwosci trojkata mamy
d(y,z) <d(y,s) +d(s,t) +d(t,z) <6/4+5/2+0/4=04.

7Z tego, ze y,z € A oraz d(y, z) < 6 mamy, ze d'(f(y), f(z)) < ¢&/3.

Ostatecznie

d'(f(s), F(1)) < d(F(s), f(y)) +d (fly), f(2)
+d(f(2), f(t) <e/3+¢e/3+¢/3=¢.

To dowodzi, ze f jest jednostajnie ciagta. O
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2 Miary niezwartosci - teoria ogdlna

Ten rozdzial przedstawia klasyczne miary niezwartosci, to jest miare Kuratow-
skiego i miare Hausdorffa. Omowione zostang ich wlasnosci i zaleznosci miedzy
nimi. Zostanie wprowadzona ponadto aksjomatyczna definicja pojecia miary nie-

zwartosci, a takze omowione bedg wtasnosci takich miar.

2.1 Klasyczne miary niezwartosci

Z historycznego punktu widzenia pierwsza miare niezwartosci zdefiniowat w la-
tach trzydziestych ubieglego stulecia polski matematyk, profesor Kazimierz Kura-
towski [28].

Mianowicie, jezeli (M,d) jest zadana przestrzenia metryczna zupelng, a X
jest niepustym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni M, to miare niezwartosci
Kuratowskiego definiuje sie w nastepujacy sposob

a(X) =inf{e > 0: X moze by¢ pokryty skonczona rodzina zbiorow
X1, Xo, ..., X, takich, ze diam X; <e dla 1 =1,2,...,m}.
Prawda jest, ze a(X) > 0 dla kazdego niepustego i ograniczonego podzbioru

X przestrzeni M. Ponadto z definicji wynika, ze
a(X) < diam X,

gdzie symbol diam X oznacza $rednice zbioru X.
Funkcja « jest ponadto monotoniczna ze wzgledu na relacje inkluzji, tzn. ma

miejsce nastepujaca implikacja
XCY=aX)<aY) (2.1)

dla dowolnych podzbioréw niepustych i ograniczonych XY przestrzeni M.

Ponadto zachodzi nastepujaca réwnowaznosé
a(X) =0< X jest relatywnie zwarty. (2.2)

Udowodniona zostanie teraz jeszcze jedna wtasnos$é funkcji a. Niech jak po-

przednio (M, d) oznacza dowolng przestrzen metryczna zupelna.
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Lemat 2.1.1. Dla dowolnych X,Y € 9y ma miejsce rownosé
a(X UY) =max{a(X),a(Y)}.

Dowdd. Poniewaz X C X UY oraz Y C X UY, zatem z (2.1) mamy
max{a(X),a(Y)} < a(XUY). (2.3)

Dla dowodu nieréwnosci odwrotnej zaléozmy, ze max{a(X),a(Y)} = o(X) = r,
r 2 0. Wtedy zgodnie z definicja funkcji o, dla dowolnie ustalonego € > 0, zbior
X mozna pokryé skonczong liczbg zbioréw Aj, As, ..., Ay takich, ze diam A; <
r+edlai=12,...,k Poniewaz o(Y) < r, wiec réwniez zbiér Y mozna po-
kry¢ skoriczong liczba zbiorow Agiq, Ak, ..., A, takich, ze diam A; < r + ¢ dla
i=k+1,k+2,...,n. Oznacza to, ze

a(XUY)<r+e.
Stad, wobec dowolnosci liczby € > 0 wnioskujemy, ze
a(XUY) <r=max{a(X),aY)}.
Powyzsza nieréwnos$¢ w potaczeniu z (2.3) konczy dowod. O

Najistotniejszg wlasnoscig miary niezwartosci a jest uogoélnione twierdzenie

Cantora. Profesor Kazimierz Kuratowski udowodnit je w 1930 roku.

Twierdzenie 2.1.2. Niech (M,d) bedzie przestrzeniq metryczng zupetng. Niech
ponadto (X)) bedzie ciggiem zbiordw niepustych, ograniczonych i domknietych
przestrzeni M. Jezeli (X,,) jest ciqgiem zstepujgcym, tzn. Xpp1 C X, dla

n = 1,2,..., oraz takim, Ze lim a(X,) = 0, to wtedy przeciecie ciggu (X,),
n—oo

tzn. z2bior Xoo = [ Xn jest niepusty.

n=1
Dowdd. Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n wybierzmy ze zbioru X, do-
wolny punkt z,,. Rozwazmy zbior {z1, zs, ...} zlozony ze wszystkich takich punk-
tow. Z faktu, ze ciag (X,,) jest zstepujacy wynika, ze dla dowolnie ustalonej liczby
n € N mamy, ze
{Tn, Tng1, ... } C Xn. (2.4)
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Ustalmy teraz dowolnie liczbe € > 0. Wtedy, z zalozenia, znajdziemy liczbe natu-
ralna n taka, ze a(X,) < e. Dalej korzystajac z (2.2), (2.4) oraz Lematu 2.1.1 oraz
faktu, ze zbior skonczony w przestrzeni metrycznej jest zbiorem zwartym, dostaje
sie nierOwnos¢

a({xl,:z:Q, . }) = oz({xl, Toy .oy Tyo1} U{Zn, Tog, ... })

= max {a({xl,xg, . ,xn_l}), a({xn, Tngts .- })}

= oz({xm Tpgl, .- }) < a(X,) e

Stad, wobec dowolnosci liczby € > 0 wynika, ze

a({xl,xg, . }) =0,

a to oznacza, ze zbior {x1,xs,...} jest relatywnie zwarty. Zatem 7z ciagu
{z,} = {x1,29,...} mozna wybra¢ podciag {xy,} = {k,, Tk, ...} zbiezny do
pewnego punktu z € M.

Poniewaz k, > n dlan = 1,2,..., wiec korzystajac z faktu, ze ciag zbiorow (X,,)

jest zstepujacy wnioskujemy, ze
{xk”’ xk'nﬂ ) xkn+27 e } C Xn

Wobec domknietosci zbioru X,, oznacza to, ze x € X,,. Zatem majac na uwadze
dowolno$¢ liczby naturalnej n wnioskujemy, ze z € X,, dlan = 1,2,... . Stad
wynika, ze x € X, a to oznacza, ze zbior X, jest niepusty.

Koniec dowodu. [

W latach 70-tych i 80-tych ubieglego stulecia powstato dos¢ duze zaintereso-
wanie zarowno miarg niezwartosci Kuratowskiego, jak i pewnymi uogdélnieniami,
czy tez innymi wariantami tej miary. Na szczegblnag uwage zastuguje zdefiniowana
pod koniec lat 60-tych XX wieku, w pracach |24, 25|, funkcja x zwana miara nie-
zwarto$ci Hausdorffa. Funkcja ta jest okreslona na rodzinie 901, w nastepujacy
sposob

X(X) =inf{e > 0: X ma skonczonag ¢ — sie¢ w M}. (2.5)

Wykazane zostanie teraz, ze miary a Kuratowskiego i x Hausdorffa sa réwno-

wazne. W tym celu przyjeto nastepujaca definicje rownowaznosci miar.
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Definicja 2.1.3. Miary uq, puo w przestrzeni M sa rownowazne, gdy istniejg state

dodatnie ¢y, co takie, ze
crpn (X) < pa(X) < e (X)),
dla wszystkich zbiorow X C M.

Lemat 2.1.4. Miary niezwarto$ci Kuratowskiego o oraz Hausdorffa x sqg réwno-

wazne.

Dowdd. Jezeli definicja (2.5) zostanie zapisana w postaci

X(X) = inf {5 > 0 : istnieje skonczony zbior

{x1,20,..., 2.} C M taki, ze X C UB(xi,e)},

=1

to biorac pod uwage fakt, ze diam B(y,r) < 2r dostajemy, ze
a(X) < 2x(X).

Z kolei poniewaz kazdy zbior A o srednicy roéwnej d zawiera sie w kuli o $rodku

w dowolnym punkcie zbioru A i promieniu réwnym d, zatem mamy

V() < a(X) < 2v(X), (2.6)

dla dowolnego zbioru X € 9M,,;. Oznacza to, ze miary niezwarto$ci Kuratowskiego

i Hausdrorffa sa réwnowazne. O]

Ponadto zachodzi zalezno$¢ analogiczna jak w (2.2), tzn.
X(X) =0 < X jest relatywnie zwarty.

Miara niezwartosci Hausdorffa x jest roéwniez monotoniczna ze wzgledu na relacje

zawierania, tzn.
X CY = x(X)<xY)
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dla dowolnych zbiorow X,Y € 9M,,.

Miara ta ma rowniez wlasno$¢ maksimum, co oznacza, ze

X(X UY) = max{x(X),x(Y)}

dla dowolnych zbioréw X, Y € IN,,.
Bardzo wazna obserwacja jest to, ze miare niezwarto$ci Hausdorffa xy mozna
wyrazié¢ jako odlegltos¢é Hausdorffa zbioru X od rodziny 1), relatywnie zwartych

podzbioréow przestrzeni M. Dla dowolnego zbioru X € 9, zachodzi réwnosé
X(X) = dlSt(X, ‘)TM).

Zalozmy, ze przestrzen metryczna M jest przestrzenia Banacha. Wtedy roz-
wazane powyzej miary niezwarto$ci Kuratowskiego i Hausdorffa maja dodatkowe
wazne 1 uzyteczne wlasnosci zwigzane z liniowg struktura przestrzeni Banacha. Za-
lozmy zatem, ze (E, || - ||) jest przestrzenig Banacha oraz, ze «, y sa odpowiednio
miarami niezwarto$ci Kuratowskiego i Hausdorffa w przestrzeni £. Wtedy dla do-

wolnych zbiorow XY € 9y oraz dla dowolnej liczby A € R zachodza nastepujace

zaleznosci
a(X+Y) <a(X)+aY),
X(X +Y) <x(X) +x(Y),
a(AX) = |A (X)),
X(AX) = Al x(X)

Ponadto dla dowolnego zbioru X € 95 maja miejsce rownosci

a(ConvX) = a(X),

X(ConvX) = x(X).
Miara niezwartosci Hausdorffa x jest bardzo istotna z punktu widzenia zasto-
sowan. Wynika to z faktu, ze w niektorych przestrzeniach Banacha mozna wyrazié¢

miare Hausdorffa y wzorami powigzanymi ze struktura rozwazanych przestrzeni

Banacha. Na przyktad, w ciagowych przestrzeniach Banacha ¢y, [, (1 < p < o0)
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oraz w przestrzeni funkeji C([a, b]) znane sa wzory wyrazajace miare niezwartosci
Hausdorffa |7, 11]. Na przyktad w przestrzeni Banacha C([a,b]) funkeji rzeczy-
wistych, okreslonych i ciagtych na przedziale [a,b], wyposazonej w standardowa

norme supremum zachodzi zaleznosé [7|

1
X(X) = 5w0(X)7 (2.7)
dla kazdego zbioru X € Me(jap)- Wielkosé wy(X) jest okreslona wzorem
wo(X) = limw(X,e),

e—0

gdzie w( X, ) jest tak zwanym modulem ciagtosci zbioru X. Wyraza sie on wzorem
w(X,e) =sup {w(z,e) v € X},

gdzie
w(z,e) =sup {|z(t) — z(s)| : t, s € [a,b],]t — s| < e}

jest modutem ciaglosci funkeji x, gdzie x € X.

Ponadto, w przestrzeniach Banacha ¢ i L”(a,b) znane sa wzory na regularne
miary niezwartoSci rownowazne mierze Hausdorffa x [7, 11] (por. tez [1]). Warty
zauwazenia jest fakt, ze nie sa znane wzory tego typu dla miary niezwartosci
Kuratowskiego « |2, 7, 11]. Jednak, w wielu przestrzeniach Banacha nie sg znane
roOwniez wzory wyrazajgce miare niezwartosci Hausdorffa y. Nawet wiecej, nie
mozna podaé¢ wzoréow dla tzw. pelnych miar niezwartosci [7, 11] (definicja pelnej
miary niezwarto$ci zostanie podana w nastepnym podrozdziale). W zwiazku z tym,
W tej pracy ograniczono sie do miar niezwartosci w sensie Definicji 2.2.1, ktore nie
sa pelne (por. [7, 11, 2]). W niniejszej pracy beda rozwazane miary niezwartosci

tego typu.

2.2 Miary niezwarto$ci w ujeciu aksjomatycznym

W tym podrozdziale zostanie wprowadzona aksjomatyczna definicja pojecia
miary niezwartodci, tworzaca podstawy do naszych rozwazan. Ponadto, przybli-
zone zostang fakty zwiazane z teorig miary niezwartosci, ktore sa blisko powigzane

7 rozwazaniami prowadzonymi w tej pracy.
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W dalszych czesciach pracy bedzie uzywana nastepujaca definicji tego pojecia
w przestrzeni E (por. |7, 11]).

Definicja 2.2.1. Funkcja p : Mg — R, jest nazywana miara niezwartos$ci w prze-

strzeni I jezeli spetnia nastepujace warunki:
(i) Rodzina ker u = {X € Mg : u(X) = 0} jest niepusta i ker p C Ng.

(it) X CY = pu(X) < u(Y).

(1v) u(Conv X) = p(X).
(V) pAX + (1= A)Y) < Ap(X)+ (1 —N)p(Y) dla X € [0,1].

(vi) Jezeli (X,,) jest ciagiem zbioréw domknietych z 9 takich, ze X,.; C X,
dlan = 1,2,... i jezeli JLIEOI”L(X”) = 0, wtedy zbior X, = N X, jest
niepusty. i

Rodzina ker u wystepujaca w warunku (7) bedzie nazywana jadrem miary nie-
zwartosci u. Warto zauwazy¢, ze zbior X, opisany w warunku (vi) jest elementem
rodziny ker p. Jest to konsekwencja zawierania X, C X, dlan =1,2,... i wa-
runku (i7), ktory implikuje nier6wnosé pu(Xo) < u(X,) dlan = 1,2,... . Stad
mamy, ze u(Xy) = 0. Zatem X € kerpu. Ta prosta obserwacja jest bardzo
istotna w zastosowaniach.

Norma zbioru || X||g = sup{||z||g : © € X} oraz $rednica zbioru diam X =
sup{||z — yllg : =,y € X} sa prostymi przykladami miar niezwartosci zgodnie
z Definicja 2.2.1. Warunki (7)-(vi) spetniaja rowniez opisane w poprzednim pod-
rozdziale miara Kuratowskiego «, oraz miara Hausdorffa xy. Tym samym sa one
miarami niezwartosci wedtug Definicji 2.2.1.

W dalszych rozwazaniach zal6zmy, ze p jest miarg niezwartoséci w przestrzeni F.

Miara p jest nazywana subliniowsg | 7] jezeli spetnia nastepujace dodatkowe warunki

(vid) p(X +Y) < p(X) + p(Y),
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(viii) p(AX) = [Ap(X) dla X € R.
Jezeli miara niezwartosci p spelnia warunek

(1) p(X UY) = max{p(X), p(Y)},

to wtedy mowi sie, ze p ma wlasno$¢ maksimum. Wreszcie nalezy przypomnied,

ze miara p taka, ze ker u = Mg jest nazywana petna [7].

Definicja 2.2.2. Jezeli u jest subliniowa i pelna miara niezwartosci z wlasnoscia

maksimum, to p jest nazywana miara regularna.

Miary niezwartosci a Kuratowskiego i y Hausdorffa sg regularne. Z kolei norma
zbioru i $rednica zbioru nie sa regularne, poniewaz w szczegblnosci nie sg petne.
To znaczy, ze jadra tych miar sa wlasciwymi podzbiorami rodziny Mg zbiorow

relatywnie zwartych.

Lemat 2.2.3. Zalozmy, zZe p jest regularng miarg niezwartoSci w przestrzeni Ba-

nacha E. Wtedy dla dowolnego zbioru X € Mg prawdziwe jest oszacowanie
1(X) < er x(X),
gdzie c; = pu(By), a x to miara niezwartosci Hausdorffa.

Dowdd. Ustalmy dowolnie € > 0. Nastepnie pokryjmy zbioér X skoriczong liczba
kul B(ag,7), k =1,2,...,n tak aby r < x(X) 4+ . Wtedy

B(ak,r)> = max {p(B(ax, 7)) : k=1,2,...,n}
= rp(B(ax, 1)) < (x(X) +&)u(B(6,1)).

Korzystajac z tego, ze ¢ byl wybrany dowolnie, uzyskuje sie zadana nier6wnosc.

Koniec dowodu. O

Stad powstaje naturalne pytanie czy dowolna, regularna miara niezwartosci p

jest rownowazna mierze y. Uwzgledniajac powyzsza nieréwnosé, to zagadnienie
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mozna przedstawi¢ inaczej. Mianowicie interesujace jest czy istnieje stata co > 0
taka, ze

¢ X(X) < p(X),

dla kazdego X € Mg.

Problem ten, ktory do 2018 roku byt otwarty, zostal rozwigzany przez czterech
matematykow chinskich w pracy [1]. Okazuje sie, ze odpowiedz na to pytanie jest
negatywna. W dowolnej nieskoriczenie wymiarowe] przestrzeni Banacha F istnieje

regularna miara niezwartosci, ktéra nie jest rownowazna mierze Hausdorffa y.
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3 Miary niezwartosci w przestrzeni funkcji cigglych
C([0,T], E) oraz pewna klasa miar niezwarto$ci

w przestrzeni BC(R,, F)

Ten rozdzial jest poswiecony omoéwieniu miar niezwartosci w wybranych prze-
strzeniach funkcyjnych Banacha. Beda to odpowiednio: przestrzen funkcji okreslo-
nych i ciaglych na [0, 7] o wartosciach w przestrzeni Banacha E, tj. C([0,7], E),
przestrzen rzeczywistych funkcji okreslonych, ograniczonych i ciaglych na R,
tj. BC(R,,R) oraz przestrzen funkcji okreslonych, ograniczonych i ciaglych na
R, o wartosciach w przestrzeni E, tj. BC(R,, F).

3.1 Miary niezwarto$ci w przestrzeni C([0,7], F)

Dla dalszych celéw nalezy przypomnieé¢ kilka faktow dotyczacych miary nie-
zwartosci w przestrzeni Banacha C([a,b], E). Zalozmy, ze E jest nieskoriczenie
wymiarowa przestrzania Banacha, a p jest miara niezwartosci w E. Rozwazmy
przestrzen Banacha C' = C([a, b], F) skladajaca sie z funkcji okreslonych i ciagtych
na przedziale [a, b] o wartosciach w przestrzeni E. Ta przestrzen jest unormowana

w standardowy sposob

lzllc = sup {lz(®) : t € [a,b]}.

Dla dowolnego X € 9, bedzie uzywane oznaczenie X (t) = {z(t) : z € X}.
Zbior X (t) dla ustalonego t jest podzbiorem przestrzeni E i bedzie nazywany
przekrojem w punkcie .

Konstrukcja miary niezwartosci w przestrzeni C' jest oparta na nastepujacym

uogolnieniu twierdzenia Arzéli-Ascolego [7].

Twierdzenie 3.1.1. Zbior X € Mo jest relatywnie zwarty wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie funkcje nalezgce do X sq jednakowo ciggte na przedziale [a,b] i dla

dowolnego t € |a,b] zbior X (t) jest relatywnie zwarty w przestrzeni E.

Nastepnie, chcac skonstruowaé zapowiedziana miare niezwartosci, ustalmy do-

wolny zbior X € 9. W konstrukeji miary uwzglednione zostana dwa sktadniki.
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Pierwszy bedzie opisywal w jakim stopniu zbiér X spetnia warunek jednakowej cia-
glosci funkcji nalezacych do X. Natomiast drugi sktadnik bedzie okredlat zwartoscé
przekrojow X (t) w przestrzeni E.

Ustalmy zatem € > 0. Dla dowolnie wybranej funkcji x € X definiujemy modut

ciggtosci funkcji x poprzez
w(z,e) =sup {||z(t) — z(s)||g : t,s € [a,b], |t —s] <e}.
Nastepnie definiujemy

w(X,e) =sup{w(z,e) :x € X},
wo(X) = li_r}%w(X, £).

Niech p bedzie dowolng miarg niezwartosci w przestrzeni F. Uzyte bedzie wtedy

oznaczenie
A(X) = sup {u(X (1) : € [a,0]}.
Ostatecznie przyjmijmy
pr(X) = wo(X) + (X)), (3.1)
gdzie oznaczenie I = [a, b].

Nastepnie mozna sformutowaé nastepujace twierdzenie [7].

Twierdzenie 3.1.2. Funkcja p; zdefiniowana wzorem (3.1) jest miarg niezwarto-

sci w przestrzeni C = C([a,b], E).

Pelny dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w [7]. Poniewaz jest dos¢ ob-

szerny, nie bedzie tutaj przytoczony.

3.2 Miary niezwartosci w przestrzeni BC(R.)

Ten podrozdziatl poswiecony jest oméwieniu miary niezwartosci w przestrzeni
funkcji rzeczywistych, okreslonych, cigglych i ograniczonych na dodatniej potosi
rzeczywiste] R

Faktem jest, ze w niektorych przestrzeniach Banacha nie jest znany pelny opis

rodziny zbioréw relatywnie zwartych w tych przestrzeniach. Inaczej méwiac, nie
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sg znane kryteria relatywnej zwartosci zbiorow powigzane ze struktura danej prze-
strzeni. Nalezy przypomnieé¢ |7, 23|, ze w klasycznych przestrzeniach Banacha
C(la,b]) oraz LP(a,b) znane sa wygodne kryteria relatywnej zwartosci takie jak,
omo6wione w poprzednim podrozdziele, kryterium Arzéla-Ascoli dla C([a, b]) oraz
kryterium Riesza-Kotmogorowa w LP(a,b) odpowiednio.

Sytuacja komplikuje sie, gdy rozwaza sie¢ wspomniang przestrzen BC(R,,R),
tj. przestrzen Banacha funkcji rzeczywistych, okre$lonych, ciagtych i ograniczo-
nych na R,. Przestrzeni ta bedzie oznaczana krotko BC(R,). Okazuje sie, ze
w tej przestrzeni wspomniane kryterium Arzéla-Ascoli nie jest réwnowaznoscig.
W zwigzku z tym mozliwe jest uzywanie wytacznie warunkéw wystarczajacych dla
relatywnej zwartosci. Jednakze na bazie tych warunkéw mozna oprzeé¢ konstrukcje
dos¢ wygodnej miary niezwartosci w przestrzeni BC(R, ).

Niech zatem symbol BC(R,), oznacza jak juz wspomniano, przestrzen Ba-
nacha funkcji rzeczywistych = = x(t), okreslonych, ciaglych i ograniczonych na
dodatniej potosi rzeczywistej R, . Przestrzen ta jest wyposazona w standardowa
norme supremum

|zl Bor,) = sup {|z(t)] : t € Ry}

Ustalmy dowolnie niepusty i ograniczony podzbior X przestrzeni BC(R,). Wy-
bierzmy liczby € > 0, oraz T > 0. Ponadto ustalmy dowolnie funkcje z € X.
Nastepnie definiujemy tak zwany modul ciagtosci funkeji = na przedziale [0, 7],

oznaczony przez w’ (x,€), nastepujacym wzorem
w'(z,e) =sup {|z(t) — z(s)| : t, s € [0, T, |t — s| < e}.
Nastepnie okreslamy
w'(X,e) = {w'(z,e): 2 € X}.

Wielko$¢ ta moze by¢ traktowana jak modut ciggtosci zbioru X na przedziale [0, T1.
Biorac pod uwage fakt, ze funkcja ¢ — w? (X, €) jest niemalejaca wnioskujemy, ze
istnieje skonczona granica liné w?(X,e). Zatem niech

e—

wd (X) = limw’ (X, ¢).

e—0
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Nastepnie okreslamy wielko$é¢ wo(X) w nastepujacy sposob
wo(X) :Tli_rgowT(X).

Warto zauwazy¢, ze wielkosé wo(X) nie jest miara niezwartosci w przestrzeni
BC(R,). W celu wykazania tego stwierdzenia rozwazmy zbior X = {z,, : n € N},
gdzie x, sg funkcjami z przestrzeni BC(R, ) zdefiniowanymi nastepujaco

£(t) = { sin(t+n—1r dla te€[n—1,n]
0 dla Ry\[n—1,n].
Zbior X jest niepusty i ograniczony, czyli X € Mpow,). Wielkosé wy(X) jest
rowna zero, ale zbior X nie jest relatywnie zwarty w przestrzeni BC(R,). Jest
tak poniewaz ||z, — x| =1dlan #m, n,m e N.

Rozwazmy nastepnie funkcje a(X), b(X) oraz c(X) okreslone na rodzinie Mpe(r, )

w nastepujacy sposob

a(X) = lim {sup{sup{]w(t)\ it > T}}},

b(X) = lim {sup{sup{\x(t) —z(s)| i t,s = T}}},

¢(X) = lim sup diam X (¢),

t—o00

gdzie X(t) = {z(t) : = € X}, a symbol diam X (¢) oznacza $rednice zbioru X (t).

Dalej, na rodzinie Mpc(r, ) definiujemy wielkosci jiq, p1s, oraz i, nast¢pujaco

fa = wo(X) + a(X), (3.2)
1y = wo(X) + b(X), (3.3)
e = wo(X) + e(X). (3.4)

Prawdziwe jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.1. Funkcje g, wy, oraz p., okreslone wzorami (3.2)-(3.4) od-
powiednio, sqg miarami niezwartosci w przestrzeni BC(R,). Ponadto, dla kazdego

zbioru X € Mpor,) zachodzq ponizsze nierdwnosci

X(X) < (X)), (3.5)
X (X) < pe(X), (3.6)
(X)) < 20a(X),  pre(X) < 2pa(X) (3.7)



Dowdd. Podany zostanie dowod tego twierdzenia (por. [10]), poniewaz pewne idee
tego dowodu sa wykorzystywane w dowodach Twierdzen 3.3.3 i 4.1.4, bedacych
jednymi z podstawowych twierdzen tej pracy. Najpierw wykazana zostanie nie-
rowno$¢ (3.5). W tym celu oznaczmy r = up(X), oraz r; = wo(X), 2 = b(X),
r =1 + ry. Zauwazmy, ze funkcja T — wl jest niemalejaca. Zatem wl (X) < ry
dla kazdego T' > 0. Z drugiej strony, mozemy znalez¢ Ty > 0 takie, ze

22)}?{) { sup {|z(t) — z(s)| : t,s > TO}} <ry+e, (3.8)

gdzie € > 0 jest dowolnie ustalone.

Ustalmy teraz dowolnie liczbe T, T" > Ty i rozwazmy zbior Xo = {x|jon :
r € X}, gdzie symbol x| oznacza obciecie funkcji x do przedzialu [0,7].
Biorac pod uwage zaleznos¢ (2.7), ktora wyraza miare niezwartosci Hausdorffa x
w przestrzeni C([0,7]) mozemy znalez¢ (%rl + 5) - sie¢ Ty, Ta, ..., Ty, zbioru Xr

w przestrzeni C([0,7]). Zatem dla dowolnego = € X istnieje k € {1,2,...,m}

takie, ze
1
|z(t) — Zk(t)| < g te (3.9)
dla t € [0,T7.
Rozwazmy nastepnie rozszerzenie xy, funkcji T (k= 1,2,...,m) na caly prze-

dzial R, okreslone w nastepujacy sposob

Tk(t) dla ¢t € [O,T]

Oczywiscie zp € BC(R,). Zauwazmy nastepnie, ze biorac pod uwage (3.8) oraz
(3.9) dla dowolnego ¢t > T otrzymujemy, ze

|2(t) = 2r(t)] < J(t) — 2(T)] + [2(T) — zx()]

1
<rg+e+ |J}(T) — fk(Tﬂ <ryg+ 57”1 + 2e.
Zatem otrzymujemy, ze

|z(t) —zp(t)| <71 +120+2e =71+ 2¢
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dla kazdego t > 0. Oznacza to, ze funkcje {z1,xa, ...,z } tworza (r 4 2¢) - sie¢

zbioru X w przestrzeni BC(Ry). Stad wyprowadzamy ponizsze oszacowanie
X(X) <7+ 2e.

Ostatecznie, uwzgledniajac to, ze € zostalo wybrane dowolnie wnioskujemy, ze
spelniona jest nier6wnosé (3.5).

Aby udowodni¢ nier6wnos¢ (3.6), podobnie jak poprzednio ustalmy r = p.(X),
1 = wo(X), ro = ¢(X), oraz r = r; + ro. Ustalmy dowolnie ¢ > 0. Nastepnie
wybierzmy liczbe T' > 0 tak, zeby

diam X (t) <ry+¢ (3.10)
dla t > T. 7 drugiej strony, korzystajac z wcze$niejszych rozwazan, wnioskujemy;,
ze

wa (X) <7y

Zatem korzystajac z zaleznosci (2.7) stwierdzamy, ze istnieje (3r1 + £) - sie¢
T1, T2, ..., Ty zbioru X w przestrzeni C([0,T7]).

Stosujac standardowe wlasnosci przestrzeni metrycznych mozemy znalezé funk-
cje Y1, Y2, - Ym € X takie, ze funkcje 7, = yilo (K = 1,2,...,m) tworza
(r1 + 2¢) - sie¢ zbioru Xrp.

Teraz ustalmy dowolnie funkcje © € X. Mozemy znalezé k € {1,2,...,m}
takie, ze

z(t) =7 ()] <71+ 2

dla t € [0,T]. Rownowaznie mozemy napisaé, ze
|2(t) — yu(t)] <71+ 2e (3.11)

dla t € [0,T7.
Nastepnie, biorac dowolng liczbe t > T, na podstawie (3.10) otrzymujemy, ze

|z(t) — yr(t)| < diam X (t) < rq +¢. (3.12)
Laczac zaleznosci (3.11) oraz (3.12), dla t € R, mamy, ze
|z2(t) — yr(t)] < max{ry,ro} +2¢ <ry +19+ 2 =1+ 2.
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To pozwala nam stwierdzi¢, ze funkcje {y1, o, . .., Ym } tworza (r+2¢) - sie¢ zbioru
X. Poniewaz liczba € zostata wybrana dowolnie, zatem nieréwnosé (3.6) jest spel-
niona.

Zauwazmy, ze z prostej nier6wnosci
jz(t) — (s)| < [x()] + [z(s)], t,5 € Ry

wynikaja wprost nieréwnosci (3.7).

Uwzgledniajac wykazane nieréwnosci (3.5)-(3.7) stwierdzamy, ze funkcje 1.,
oraz p. speliaja aksjomaty (i) oraz (vi) Definicji 2.2.1. Dowody dla aksjomatow
(17)-(v) pomijamy.

Koniec dowodu. O

Warto wspomnie¢, ze miary niezwartosci p, oraz py, okreslone wzorami (3.2)
oraz (3.3) sa subliniowe i maja wtasnos¢ maksimum. 7 kolei miara . okreslona
przez (3.4) nie ma wilasnosci maksimum, chociaz tez jest subliniowa. Wszystkie
te trzy miary niezwartosci nie sg regularne. To stwierdzenie jest konsekwencja
podanego nizej opisu ich jader.

Zauwazmy zatem, ze jadro ker u, sktada sie ze wszystkich ograniczonych pod-
zbiorow X przestrzeni BC(R, ) takich, ze funkcje ze zbioru X sa lokalnie jedna-
kowo ciagle na R, i daza do zera w nieskoniczonosci z ta sama predkoscia (tzn.
jednostajnie ze wzgledu na zbior X). Podobnie, jadro ker y, zawiera ograniczone
podzbiory X takie, ze funkcje z X sa lokalnie jednakowo ciggte na R, i daza do
granicy w nieskonczonoéci z tg samg predkoscia. Wreszcie jadro ker p. sktada sie
z ograniczonych, zbioréw X takich, ze funkcje nalezgce do X sa lokalnie jednakowo
ciagte na R, i grubos¢ wiazki utworzonej przez wykresy tych funkcji zmierza do
zera w nieskoniczonogci.

Zauwazmy ponadto, ze ker u, C ker p, oraz ker u, C ker p.. Nie ma jednak

zwiazku zawierania miedzy ker u; a ker pi..

Uwaga 3.2.2. Zauwazmy, ze zbior X = {sint,cost}, jako skonczony, jest zwarty
w przestrzeni BC(R. ), ale nie jest elementem zadnego z jader ker p,, ker iy, ker ..

To pokazuje, ze faktycznie miary te nie sa regularne.
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Rrozwazona zostanie teraz inna miara niezwartosci w przestrzeni BC(R.).
Miara ta powiazana jest z koncepcja krancowej monotonicznoscei funkeji [3].

Oznaczmy zatem przez B(R.) przestrzeni funkcji rzeczywistych, okreslonych
i ograniczonych na R, (niekoniecznie ciaglych), wyposazona w standardowa norme
supremum. Przestrzeii BC'(R, ) jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni B(R ).

Nastepnie dla danej funkcji z € B(R,), oraz dla ustalonej liczby 7" > 0 defi-

niujemy wielkosci
dr(z) = sup {|z(s) — z(t)| — [x(s) —z(t)] : T < t < s},

ir(z) = sup {|z(s) — z(t)] — [z(t) —2x(s)] : T <t < s}.

Wielkos¢ dr(z) jest to tak zwany modul zmniejszania funkeji = na przedziale
[T,00), z kolei ir(z) reprezentuje modul wzrostu z na tym samym przedziale
[T, 00).

Nastepnie dla X € Mpr, ) ustalmy

dr(X) =sup {dr(z) : v € X},

ir(X) =sup {ir(z) 1z € X}.

Funkcje T'— dr(x) oraz T — ir(x) sa nierosnace na R,. W zwiazku z tym
istnieja granice

deo(z) = lim dr(x),
T—o00
ioo(z) = lim ip(z).
T—00
Podobnie, biorac pod uwage, ze funkcje T — dp(X) oraz T — ip(X) sa niero-

sngce na R, stwierdzamy, ze istniejg ponizsze granice

doo(X) = lim dp(X),

T—o0

ino(X) = lim ip(X).

T—o00
Bedziemy mowi¢, ze funkcja x € B(R,) jest krancowo niemalejaca jezeli doo () = 0,

oraz kraiicowo nierosnaca jesli i (z) = 0.

27



Faktem jest, ze zadna z funkcji d.., czy i nie jest miarg niezwartosci w prze-
strzeni B(R,) [3|. Jednakze funkcje te moga by¢ uzyteczne w konstrukeji miary
niezwartosci w przestrzeni BC(R, ).

Prawdziwy jest ponizszy lemat [3].

Lemat 3.2.3. Niech X € Mpr,) oraz niech doo(X) = 0 lub io(X) = 0. Wtedy

kazda funkcja v € X ma skoriczong granice w nieskoriczonosci.

Nastepnie wykorzystana zostnie miara niezwartosci p. okreslona wzorem (3.4).

Zatem dla dowolnie ustalonego zbioru X € Mpc(r,) ustalmy
Ha(X) = pe(X) + doe(X),
1i(X) = pe(X) + iso(X).
Wyzej zdefiniowane funkcje py oraz p; sa miarami niezwarto$ci w przestrzeni
BC(R,) w sensie Definicji 2.2.1.

Dla dowodu tego faktu trzeba skorzystaé¢ z wtasnosci funkcji do, oraz i, a takze

z nier6wnosci
1a(X) 2 pe(X),  ma(X) = pe(X),
ktore sa prawdziwe dla kazdego X € Mpor,).

Zauwazmy ponadto, ze miary pg, p; sa subliniowe, ale nie maja wtlasnosci
maksimum. Jadro ker py sktada sie z ograniczonych podzbioréw X przestrzeni
BC(R.) takich, ze funkcje z X sa lokalnie jednakowo ciagle na R, grubos¢ wiazki
utworzonej przez wykresy tych funkcji zmierza do zera w nieskonczonosci, oraz
funkcje z X sa krancowo niemalejace na R, . Podobna charakteryzacja ma miejsce

dla ker p;.

3.3 Miary niezwartosci w przestrzeni BC(R,, F') generowane
przez regularne miary niezwartos$ci w przestrzeni F réw-

nowazne mierze Hausdorffa

Zatozmy, ze E jest dowolna, nieskonczenie wymiarows przestrzenia Banacha,
z norma || - ||g. Nastepnie rozwazmy przestrzen BC(R,, F) funkcji x = x(t) okre-

slonych, ciggtych i ograniczonych na R, o wartoéciach w przestrzeni E. Przestrzen
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BC(R,, E) niech bedzie wyposazona w standardowa norme supremum || - ||oo:

el = sup { (O] : ¢ € Ry }.

Ponadto, dla danego T" > 0 rozwazymy przestrzen Cr = C([0,7T], E) skladajaca
sie 7z funkcji okreslonych i ciaglych na przedziale [0, T'| o wartosciach w przestrzeni
E. Przestrzen Cr rowniez bedzie wyposazona w norme supremuim 0znaczang przez
I Iz, edzie [l2]lx = sup{=(2)] < ¢ € [0, T]}.

Ustalmy dowolnie zbior X € Mpewr, ), oraz liczby ¢ > 0, T > 0. Dla
dowolnej funkcji z € X okreslamy modul ciagtosci tej funkcji na przedziale [0, 77,

tj. wielkoé¢ w” (z,¢), przyjmujac
wT(x,g) = sup {H:c(t) —xz(s)||g:t,s €10, T], |t —s| < 8}.

Nastepnie definiujemy warto$¢ w? (X, e), jest to tak zwany modul ciaglosci zbioru

X na przedziale [0,77]. Jest on wyrazony wzorem
w'(X,e) =sup {w’ (z,2) 1z € X}.

Poniewaz funkcja ¢ — w? (X, ¢) jest niemalejaca i nieujemna, zatem istnieje skon-
czona granica lin% wl(X,¢e). Przyjmijmy oznaczenie
E—r
T T
X)=1 X, e).
wp (X) = limw™ (X, ¢)

Funkcja T — wi (X) jest niemalejaca. Ponadto dla kazdego € > 0 oraz T' > 0 ma
miejsce nier6wnos¢
wT(X7 8) < 2||X||BC(R+,E)7

gdzie
1Xllne, 5y = sup { Iellpe. ) } = sup {sup {ll2(t)]l5 ¢ € Ry} .
zeX reX
Stad wynika, ze istnieje granica 71im wl (X). Ostatecznie, niech
— 00
wo(X) = lim wl (X). (3.13)
T—00

Lemat 3.3.1. Wartosé¢ wo(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje nalezqce do X

sq lokalnie jednakowo ciggle na przedziale R, .
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Dowdd. Niech X € Mpc(r. k), oraz niech funkcje zbioru X beda lokalnie jedna-

kowo ciggte na R,. Zatem spelniony jest warunek

V VAV VYV [s—t/<=a(s) - a)l|e <]

TeR; >0 6>0 xz€X s,t€[0,T]

Ustalmy dowolnie T' € R, oraz € > 0, a takze dobierzmy 6 wedlug definicji lokalnej
jednakowej ciagtosci. Wtedy dla dowolnej funkcji x € X, oraz dla wszystkich
s,t € [0,T] takich, ze |s — t| < ¢ zachodzi, ze ||z(s) — z(t)||r < €. Zatem

w'(z,8) = sup {||lz(s) —z(t)||p : s,t € [0,T],[s — | <6} <
Poniewaz powyzsza nieréwnos$¢ zachodzi dla dowolnych = € X, zatem
w'(X,8) =sup{w (z,0) 1z € X} <e¢
Korzystajac z tego, ze w! (X, ) jest rosngca dla § € R, mamy, ze
wi (X) = (lsiil%wT(X, J)<e

Ta nieré6wnos$¢ jest spetniona dla dowolnego 7' € R, otrzymujemy wiec

wo(X) = lim wj (X) < e.

T—oo

7 faktu, ze € > 0 byto wybrane dowolnie wnioskujemy, ze wy(X) = 0.

Przeciwnie zalozmy teraz, ze wo(X) = Tlim wl(X) = 0. Poniewaz funkcja
—00

T — wl(X) jest niemalejaca zatem dla kazdego T € R, mamy, ze wl(X) =

(lsir% w?(X,8) = 0. Zatem dla dowolnie ustalonego ¢ > 0 istnieje §y > 0 taka, ze dla
_>

0 < dg prawdziwa jest nier6wnosé
wh(X,6) =sup{w’(z,0) v € X} <¢
Stad otrzymujemy, ze dla kazdego x € X spelniona jest nier6wnosé
w'(z,8) = sup {||lz(t) — z(s)||p : t,s € [0, T, [t — 5| <6} <
Ostatecznie dla wszystkich ¢, s € [0, T takich, ze |t — s| < § mamy, ze
lz(t) —z(s)]le <e,

co pokazuje, ze funkcje nalezace do X sa jednakowo ciagte na R,. O
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Zalozmy dalej, ze p = p(X) jest dang miarg niezwarto§ci w przestrzeni E.
Dla dowolnie ustalonej liczby t € R, oznaczmy przez X(t) przekrdj zbioru X
w punkcie ¢, tzn. X(t) = {z(t) : x € X}. Tak okreslony zbior jest podzbiorem
przestrzeni E.

Nastepnie, dla ustalonego 7' > 0 oznaczmy

fir(X) = sup {p(X (1)) : t € [0, T7}. (3.14)

Zauwazmy, ze funkcja T' — Ji;(X) jest niemalejaca i ograniczona z gory. Ograni-
czono$¢ tej funkeji wynika z faktu, ze X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni
BC(R,, E) i zachodzi zaleznos¢

IX(Ole < [ Xl pew,,p < o0
dla kazdego t € R,.. Mozemy zatem okresli¢ nastepujaca wielkosé
Fao(X) = lim Fip(X). (3.15)
—00

Nastepnie, dla ustalonego T' > 0 definiujemy
ar(X) = sup { sup { |z(t)|z : t > T}}.
xe

Zauwazmy, ze funkcja T — ar(X) jest nierosnaca, zatem istnieje skonczona gra-
nica
Uoo(X) = lim ap(X). (3.16)

Dalej, dla T' > 0 okreslmy wielko$é¢
br(X) = 2161)1? { sup {[|z(t) — z(s)|| : t,5 > T}}
Poniewaz funkcja T'— br(X) jest nierosnaca, wiec istnieje skonczona granica
boo(X) = lim bp(X). (3.17)
Nastepnie, dla ustalonego t € R, definiujemy
diam X (t) = sup {||z(t) — y(t)||p : z,y € X }.
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Polozmy dalej
¢(X) = limsup diam X (¢). (3.18)
t—r00

Rozwazmy teraz funkcje jiq, fis, i okreslone na rodzinie Mpeor, gy nastepujaco

Ha(X) = wo(X) + Tiag (X) + auo(X), (3.19)
i(X) = wo(X) + T (X) + oo (X)), (3.20)
15(X) = wo(X) + g (X) + ¢(X). (3.21)

Pokazemy, ze jezeli miara niezwartosci u w przestrzeni F jest miara regularng,
rownowazna mierze Hausdorffa, to funkcje okreslone wzorami (3.19)-(3.21) sa mia-
rami niezwartosci w przestrzeni BC(Ry, F). W tym celu nalezy przypomnie¢ naj-
pierw pewien rezultat Nussbauma [31], ktory zostanie wykorzystany w procesie

dowodzenia.

Lemat 3.3.2. [31] Niech ar(X) oznacza miare niezwartosci Kuratowskiego w prze-
strzeni Cp = C([0,T], E). Wtedy

max {%%T(X)@T(X)} <ar(X) < 2wl (X) +ar(X), (3.22)

gdzie wielko$¢ ar jest okreslona przez wzor (3.14).

Zauwazmy, ze taczac nieréwnosci (3.22) oraz (2.6) otrzymujemy oszacowanie

L wT(X)] (X)) 2l (X) 47 (X)] (323)

dla kazdego T" > 0.

Teraz zostanie sformulowane zapowiedziane twierdzenie.

Twierdzenie 3.3.3. [5] Jezeli p jest miarg niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni
Banacha E, tzn. p = xg, to wtedy funkcje xa, X», 010z X¢, okreslone wzorami
(3.19)-(3.21) sq miarami niezwarto$ci w przestrzeni BC(R,, E). Ponadto praw-

dziwe sq¢ nierownosci

X(X) < 2x(X) (3.24)
X(X) < 4xe(X) (3.25)
Xb(X) < 2Xa(X)7 XC(X) < QXa(X> (326)



dla dowolnego zbioru X € Mpowr, k), gdzie X oznacza miare niezwartosci Haus-
dorffa w przestrzeni BC(R,, FE).

Dowdd. Wykazana zostanie najpierw nieréwno$é¢ (3.24). W tym celu ustalmy
dowolnie zbior X € Mpemr, p) 1 oznaczmy r = xp(X). Niech r; = wo(X),
Ty = Xoo(X), 73 = boo(X). Oczywiscie r = ry + ro + 3. Korzystajac z defini-
cji (3.13) oraz (3.14) mamy

wo (X) <, (3.27)
Xr(X) <72 (3.28)

dla ustalonego T' > 0. Z drugiej strony, dla dowolnie ustalonego ¢ > 0 uwzgled-
niajac (3.17), znajdujemy Ty > 0 takie, ze dla wszystkich T' > Ty zachodzi

br(X) <r3+e.
Biorac pod uwage powyzsza nier6wnosé i definicje funkcji by mamy
sup {[|«(t) — z(s) - t,s > To} <rs+e (3.29)

dla dowolnej funkcji z € X.
Ustalmy dowolnie T', T' > Ty. Wtedy uwzgledniajac (3.23), (3.27), oraz (3.28)
otrzymujemy nieré6wnos¢
xr(X) < 2rp +79.
Whioskujemy stad, ze dla dowolnie ustalonej liczby 6 > 0 mozemy znalezé¢
(2r1 + ro +0) - sie¢ Ty, T, ..., Ty zbioru X w przestrzeni C([0,T], E). Ozna-
cza to, ze dla dowolnej funkcji x € X istnieje k € {1,2,...,m} takie, ze

lz(t) = Zu(®)llp < 2r1 + 12+ 0 (3.30)

dla t € [0,T7.
Rozwazmy teraz rozszerzenie xy funkcji T (k= 1,2,...,m) na przedziale R

okreglone nastepujaco

oult) = { _Tk(t) dla t € [0, 7],
(L’k(T) dla t>T.
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Funkcja x, € BC(R,, E) (k=1,2,...,m). Dalej uwzgledniajac (3.29) oraz (3.30)
dla dowolnego ¢ > T' mamy

[z(t) — zu(®)|e < l2(t) = 2(T)|e + l(T) — 2 ()] &
<T3+€+||$(T>—fk(T>HE<7’3+5+27‘1+7’2+(5
<2r1 +2ry+2r3+e+0 < 2r+e+06.

7 powyzszego oszacowania wynika, ze funkcje xy, zg, ..., x,, tworza (2r +¢& +0) -

sie¢ zbioru X w przestrzeni BC(R,, E). W rezultacie dostajemy
X(X)<2r+e+0.

Biorac pod uwage dowolno$¢ liczb € oraz ¢ otrzymujemy

co dowodzi (3.24).
Aby udowodni¢ nieré6wnos¢ (3.25), podobnie jak poprzednio, ustalmy r = y.(X),
r = wo(X), re = Xoo(X), 73 = ¢(X), r = 1 + 72+ r3. Nastepnie ustalmy dowolnie
liczbe € > 0. Wtedy, znajdujemy liczbe Ty > 0 taks, ze dla ¢t > Tj spelniona jest
nieré6wnosé
diam X (t) <73 +e. (3.31)
Dedukujac jak poprzednio stwierdzamy ponadto, ze dla dowolnie ustalonego T > Tj,

zbior X rozwazony w przestrzeni C([0, 7], E), tzn. zbior

YT = {$|[07T] T E X},

ma dla dowolnego ¢ > 0 skoriczong (2r1+7r9+9) - sie¢ ztozong z funkcji Ty, T, . . ., Ty,
nalezacych do przestrzeni C([0,7], E).
Wybierzmy nastepnie dowolne funkcje vy, 4, ..., yn € X takie, ze dla kazdego

i€{1,2,...,m} nierownos¢
lyi(t) —Zi(t) || g < 2r1 +ra+ 0 (3.32)
jest spetniona dla t € [0, T7.
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Ustalmy dalej dowolna funkcje = € X. Nastepnie znajdzmy ¢ € {1,2,...,m}
takie, ze

l2(t) = Zi(t)|le < 2ri + 12+ 0 (3.33)

dla dowolnego t € [0, T]. Nastepnie uwzgledniajac (3.32) oraz (3.33) mamy, ze
() = yi)lle < lla(t) = T2 + [[7:(8) —y(O)lle < 2(2r1 +72) +20 (3.34)

dla dowolnego ¢ € [0, 7.
Teraz, taczac (3.31) oraz (3.34), dla dowolnej liczby ¢ € R, otrzymujemy

|z(t) — yi(t) || p < max {2(2r1 +12) + 26, 73+ ¢}
<Ari+2ry+r3+e+20 <4r+e+0.

Z powyzszego oszacowania wynika, ze funkcje wyq,vo,...,yn tworza skoiczong

(4r + & + 26) - sie¢ zbioru X w przestrzeni BC(R,, E). Mamy zatem, ze
X(X) < 4xe(X) + e + 20.

Zatem, uwzgledniajac dowolnosé liczb e oraz ¢, nieréwnos¢ (3.25) zostata wyka-
zana.

Zauwazmy teraz, ze pierwsza z nierownosci wystepujaca w (3.26) jest konse-
kwencja nierownosci ||z(t) — z(s)||lg < ||z(¢)||g + [|z(s)|| &, ktora jest prawdziwa
dla wszystkich liczb t,s € R,. Z kolei druga nieréwnos¢ w (3.26) wynika z osza-
cowania ||z(t) — y(t)||lg < [|[z(t)||g + ||y(t)| &, ktore spelnione jest dla wszystkich
funkcji x,y € BC(Ry, F) oraz dla kazdego t € R..

Na podstawie udowodnionych nieréwnosci (3.24)-(3.26) mozna wykazaé, ze
funkcje xa, Xo, Xc Spetniaja aksjomaty (i) oraz (vi) Definicji 2.2.1. Dowody praw-
dziwosci dla pozostatych aksjomatow (i) — (v) wynikaja z wlasnosci sktadnikow
W05 Xoos Goos oo, Oraz c. Ostatecznie stwierdzamy, ze funkcje x,, x», Oraz x. sa mia-
rami niezwartosci w przestrzeni BC(R,, E).

Koniec dowodu. O

Zauwazmy, ze miary Xq, Xs, Xe S8 subliniowe. Ponadto miary y,, oraz x, maja

wlasno$¢ maksimum. Wszystkie te miary niezwartosci nie sg petne.
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Jadro miary y, sklada sie z ograniczonych podzbioréw X przestrzeni BC(R,, E)
takich, ze funkcje z X sa lokalnie jednakowo ciagle na R, i daza do zera z ta
sama predkoscia. Ponadto przekroje X () sa relatywnie zwarte w przestrzeni £
dla kazdego t € R,. Jadro miary y, jest analogiczne z ta réznica, ze funkcje
x € X € kerx, daza do skorniczonej (niekoniecznie zerowej) granicy. Wreszcie ja-
dro ker x. sktada si¢ z tych zbiorow X € Mpcr, g, dla ktorych funkcje z X sa
lokalnie jednakowo ciagle na R, przekroje X (t) sa relatywnie zwarte w E dla
kazdego t € R, a grubos¢ wiazki utworzonej przez wykresy funkcji z X dazy do

zera w nieskonczonosci.

Uwaga 3.3.4. Zauwazmy, ze jezeli w konstrukeji sktadnika 7., wyrazonego wzo-
rem (3.15), zamienimy miare Hausdorffa x, na miare Kuratowskiego «, lub na inna
dowolng regularng miare niezwartosci p rownowazng mierze Hausdorffa, to Twier-
dzenie 3.3.3 pozostaje prawdziwe. W konsekwencji funkcje piq, s, i okreslone

wzorami (3.19)-(3.21) sa miarami niezwarto$ci w przestrzeni BC(Ry, E).
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4 Miary niezwartosci w przestrzeni BC(R,, E) ge-
nerowane przez dowolng miare niezwartosci w prze-

strzeni F

W tym rozdziale zostana przedstawione miary niezwartosci skonstruowane
w przestrzeni funkcji okreslonych, cigglych i ograniczonych na dodatniej potosi
rzeczywiste] R, o wartosciach w przestrzeni Banacha E. Przeprowadzony bedzie
dowd6d istnienia takich miar w przypadku, gdy w E zadana jest dowolna, nieko-
niecznie regularna miara niezwartosci. Ponadto podamy wzory opisujgce zbudo-

wane miary w przypadku, gdy F jest przestrzenig ciggdéw ograniczonych /...

4.1 Konstrukcja miar niezwarto$ci w przestrzeni BC(R,, F)

generowanych przez dowolng miare zadang w E

Zatozmy, ze E jest dana, nieskoriczenie wymiarowa przestrzeniag Banacha,
a i jest dowolng miarg niezwarto$ci zadang w tej przestrzeni.
Warto nadmieni¢, ze rozwazania tego podrozdzialu zachowuja swoj sens jezeli prze-
strzenn F jest skonczenie wymiarows przestrzenia Banacha.
Nastepnie, rozwazmy przestrzenn Banacha BC(R, F') sktadajaca sie z funkcji okre-
Slonych, ciaglych i ograniczonych na R, o warto$ciach w przestrzeni F/. Przestrzen

BC(R,, E) bedzie wyposazona w standardowa norme supremum

7]l = sup {2 (t)[| : t € Ry},

gdzie symbol || - || oznacza norme w przestrzeni E.

Rownoczesnie z przestrzenia BC(R,, E') bedziemy rozwazaé przestrzen Cp =
C([0,T], E), gdzie T > 0 jest dowolne, z normg ||z|| = sup {||z(¢)||g : t € [0,7]}.
Ta przestrzen byta opisana w podrozdziale 3.1.

Zauwazmy, ze jezeli wezmiemy funkcje x € BC(R4, E), wtedy obciecie x|jo 1
funkcji = do przedziatu [0, T] jest elementem przestrzeni Cr.

W dalszej czesci ustalmy dowolny niepusty, ograniczony zbior X, X € BC(R,, E).
Nastepnie, dla dowolnie ustalonej funkcji x € X i dla ¢ > 0 definiujemy modut
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cigglosci w™(x, ) w nastepujacy sposob
w™(z,e) = sup {||z(t) — z(s)||p : t, s € Ry, |t — s| < e} (4.1)

Ponizszy lemat przedstawia zwiazek modutu ciagglosci z pojeciem jednostajnej cig-

glosci funkcji.

Lemat 4.1.1. Wartos¢ lil% w>(z,e) jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja
e—

x = x(t) jest jednostajnie ciggta na przedziale R,
Z drugiej strony zauwazmy, ze dla dowolnego 7' > 0 mamy
wh(z,e) <w™(z,¢), (4.2)
gdzie w” (z, €) oznacza modul ciaglosci obcigcia x|j 1) W przestrzeni Cr tzn.
w'(z,e) =sup {||z(t) — z(s)||p : t, s € [0, T, |t — s| < &}.

Dodatkowo, dla dowolnej funkcji z € BC(R,, E) mamy, ze lir%wT(x,e) = 0 dla
e—
kazdego T' > 0. Jednak w ogo6lnosci nie jest prawda, ze lir% w®(x,e) = 0. Aby to
e—

pokazaé¢ rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 4.1.2. Rozwazmy przestrzein BC(R,) = BC(R,,R). Wezmy funkcje
x = x(t) w tej przestrzeni zdefiniowana na przedziale [0,1] w ten sposéb, ze jej
wykres jest trojkatem rownoramiennym z podstawa réwna przedziatowi [0, 1] i wy-
sokoscia rowna 1. Analogicznie, definiujemy funkcje x na przedziatach [1,1 + %],
1+ %, 1+ % + %] itd. Wtedy, dla dowolnego ¢ > 0 mamy, 7e w™(x,¢) = 1. Stad
mamy, ze }:1_1% w>(z,e) = 1. Jednak z drugiej strony mamy, ze (11_13% wl(z,e) = 0dla

dowolnego T" > 0.
Dalej biorac pod uwage wzor (4.1), dla X € Mper, p) definiujemy:

w™(X,e) =sup {w> (z,e) : x € X},
wg (X)) zli_l%woo()(, £). (4.3)

Lemat 4.1.3. Wartosé wi®(X) jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje ze

zbioru X sq jednakowo ciggte na R.
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Pomijamy dowod tego lematu.

W dalszej czesci rozwazmy funkeje fi,, okreslong na rodzinie Mpo(r, , g) wzorem
Fao(X) = lim fip(X), (4.4)
—00

gdzie
fin(X) = sup {u(X (1) : £ € 0,77},

Zauwazmy, ze istnienie granicy we wzorze (4.4) jest konsekwencja faktu, ze funkcja
T — Tp(X) jest niemalejaca i ograniczona z gory na R,. Rzeczywiscie, poniewaz
zbior X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni BC (R, E), zatem istnieje stata
c > 0 taka, ze

sup {||lz(t)||p:t € Ry} < ¢

dla kazdego x € X. Zatem, ustalajac dowolnie t € R, wnioskujemy, ze
sup {[|z(t)||g:z € X} <ec.

To implikuje, ze miary niezwartosci p(X(¢)) sa ograniczone z gory dla t € R..

Nastepnie dla T" > 0 potézmy
ar(X) = sup { sup { |z(t)|z : t > T}}.
xe

Funkcja T' — ap(X) jest nierosnaca i ograniczona na R, zatem istnieje skoriczona

granica

Uoo(X) = lim ap(X). (4.5)

T—o0
W dalszej czesci wezmy pod uwage inne wielkoSci powiazane z mierzeniem

zachowania funkcji ze zbioru X w nieskoriczonosci. Mianowicie, dla T" > 0 niech:

br(X) :sup{sup{H:c(t) —z(s)||lg:t,s > T}},

boo(X) = lim by (X). (4.6)

Nastepnie dla ¢t € R, definiujemy

diam X (t) = sup {||z(t) —y(t)|g : v,y € X}
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oraz
¢(X) = limsup diam X (¢). (4.7)

t—o00

Ostatecznie, taczac (4.3) - (4.7), mozemy zdefiniowaé nastepujace wielkosci:

pa(X) = w5t (X) + To (X) + ace(X), (4.8)
fin(X) = Wi (X) + oo (X) + oo (X)), (4.9)
pe(X) = Wi (X) + oo (X) + c(X). (4.10)

Teraz zostanie sformutowany glowny rezultat niniejszego rozdziatu.

Twierdzenie 4.1.4. Niech p bedzie miarg niezwarto$ci w przestrzeni Banacha E.
Wtedy funkcje pia, p i pe zdefiniowane wzorami (4.8) - (4.10) odpowiednio, sq
miarami niezwarto$ci w przestrzeni BC(R,, E) oraz zachodzg nastepujgce nierdw-

nosct

dla dowolnego zbioru X € Mpc(r, E)-

Dowadd. Najpierw rozwazmy rodziny ker u,, ker py, 1 ker p.., ktore sg jadrami funkeji
Las Wy Oraz p. odpowiednio. Zauwazmy, ze rodzina ker y, jest niepusta poniewaz
zawiera zbior sktadajacy sie z funkcji, ktora jest rowna 6 na R,. Ta sama argu-
mentacja pokazuje, ze rodzina ker y. jest niepusta. Podobnie, rodzina ker py, jest
niepusta, poniewaz zawiera zbiory ograniczone sktadajace sie z funkcji statych na
przedziale R, .

Nastepnie pokazemy, ze ker u,, ker u, oraz ker p,. sa podrodzinami rodziny
Npow,, ). W tym celu rozwazmy rodzing ker ;. Nastepnie wezmy zbior
X € ker uy,. To oznacza, ze uy(X) = 0. Stad, uwzgledniajac (4.9) and (4.2) wnio-
skujemy, ze dla dowolnie ustalonego T' > 0 mamy, ze wi (X) = 0 oraz fip(X) = 0.

To implikuje, ze
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gdzie pr jest miarg niezwartosci wystepujaca we wzorze (3.1) i Twierdzeniu 3.1.2,
gdy przyjmiemy I = [0,T] oraz pr zamiast py. W Swietle wspomnianego Twier-
dzenia 3.1.2 dedukujemy, ze zbior X| 1) (obciecie zbioru X do przedziatu [0, T7)
jest relatywnie zwarty dla dowolnie ustalonego 7' > 0.

Nastepnie, uwzgledniajac wzor (4.9) mamy, ze by (X ) = 0. Stad na podstawie
wzoru (4.6) wyciagamy wniosek, ze dla dowolnie ustalonego € > 0 mozemy znalezé
takie T' > 0, ze

br(X) < (4.11)

DO ™

Dalej, opierajac si¢ na fakcie, ze zbior X|o ] jest relatywnie zwarty w przestrzeni
C([0,T1, E), mozemy znalez¢ skonczong 5 - sie¢ y1, 4, . . ., Ym zbioru X|p 7 nale-
zaca do zbioru X|j 1 tzn., y; € X dlai=1,2,...,m (por. Twierdzenia 3.1.1
oraz 3.1.2).

Nastepnie dla ustalonego i € {1,2,...,m} rozwazmy przedtuzenie y, funkcji y;

zdefiniowane na R, w nastepujacy sposob

B y;(t) dla te0,T]
yi(t) =
Ustalmy dowolnie funkcje x € X. Nastepnie uwzgledniajac powyzej wykazane
fakty, dla ¢ € [0, 7] mozemy znalez¢ i € {1,2,...,m} takie, ze
_ €
lz(®) = 5:@)lle = ll2(t) —w)ls < 5 (4.12)
dla t € [0, T]. Natomiast dla ¢ > T, biorac pod uwage (4.11) oraz (4.12) mamy, 7e

l2(@) = 3:lle < ll2(t) — 2(T)llp + 2(T) = 7,(1) ]| =

€ € €
<= T)—y,(T <-+=-==¢
< el - BUT)s < 5+
Zatem funkcje vy,Ys,...,Y,, tworza skonczona e - sie¢ zbioru X w przestrzeni

BC(Ry, E). Zatem X € Npc(r, k), a to z kolei oznacza, ze ker i, C Npor, k)

Zauwazmy teraz, ze w Swietle nieréwnosci
l(t) = z(s)lle < [0l + [|2(s)] e

mamy, ze

boo (X) < 2a40(X),
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gdzie wielkoSci aoo 1 boo 8 zdefiniowane przez (4.5) oraz (4.6) odpowiednio. Zatem,
biorac pod uwage wzory (4.8) i (4.9) opisujace funkcje p, i pp wnioskujemy, ze

spelniona jest pierwsza nieréwnos¢ twierdzenia:
pup(X) < 2p10(X).

Rownoczesnie z tej nieréwnosci uzyskujemy, ze ker u, C Npor, k)

Analogicznie z nieré6wnosci

() = yW)lle < =@z + ly@)lle,

ktora jest prawdziwa dla wszystkich x,y € BC(Ry, F) oraz t € R, otrzymujemy
druga nieré6wnos¢ wskazana w twierdzeniu. Jednakze, z tej nieréwnosci nie wynika,
ze ker pi. C Npomr, B).-

W celu pokazania shusznosci tego stwierdzenia ustalmy dowolny zbior
X € kerp.. Uzywajac argumentacji podobnej jak wyzej wyciaggamy wniosek, ze
dla dowolnego T > 0 zbior X|jo1) jest relatywnie zwarty w przestrzeni C([0, 7], E).
Ponadto uwzgledniajac, ze u.(X) = 0 wnioskujemy, ze ¢(X) = 0, gdzie wielkos¢
c(X) jest zdefiniowana wzorem (4.7).

Stad wynika, ze dla dowolnego ustalonego ¢ > 0 mozemy znalez¢ T > 0 takie, ze

¢(X) < (4.13)

DN ™

Korzystajac z zalozenia, ze zbiér X|o 1 jest relatywnie zwarty w przestrzeni
C([0,T], E), mozemy wybraé¢ funkcje y1,vo, . .., ym € X takie, ze tworzg one skori-
czong € - sie¢ zbioru X w przestrzeni C([0,7], E). Stad, dla dowolnego z € X

mozemy znalez¢ i € {1,2,...,m} takie, ze
l2(t) —vit)||s < e

dla t € [0,T]. Skoro z,y; € X, to uzywajac (4.13) wnioskujemy, ze
() —yi()|le < e

dla kazdego t > T

Podsumowujac zauwazamy, ze funkcje yq, s, . . . , ¥, tworza skoniczong e-sie¢ zbioru
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X w przestrzeni BC(R,, E). Stad otrzymujemy, ze X € Npor, k), co pokazuje
zgdane zawieranie ker p. C Mpor,,E)-

Zauwazmy, ze stwierdzenie, ze funkcje ., up oraz p. spetniaja warunek (i7)
Definicji 2.2.1 jest spelnione wprost z definicji tych funkcji.

Teraz udowodnimy, ze funkcje p,, pp oraz p. speliaja warunek (7i7) Defini-
cji 2.2.1. W tym celu ustalmy zbior X € Mpe(r, p) 1 0znaczmy (X ) = r, gdzie
r =11+ 19+ 13 oraz w(X) = 11, O (X) = r2, ax(X) = 73. Nastepnie roz-
wazmy domkniecie X zbioru X. Oczywiscie uq(X) < pa( X ), pp(X) < (X))
oraz pt.(X) < pe(X). Aby udowodni¢ nieréwnoéci przeciwne ustalmy = € X.
W szczegolnosci oznacza to, ze istnieje ciag (x,) C X taki, ze x, — x dla n — oo.

Stad, biorac dowolne ¢ > 0 znajdujemy liczbe naturalna ng taka, ze

[ (t) — ()]l e <

dla wszystkich ¢ € R, oraz dla n > ny.

(4.14)

Wl M

Dalej zauwazmy, ze 7z rownosci wi®(X) = r; wnioskujemy, ze istnieje § > 0 taka,
. € . ..
ze we(r,,0) <r+ 3 dlan =1,2,... . To implikuje, ze

€
lza(t) = @n(s)le <71t 3

dla wszystkich ¢, s € Ry takich, ze |t — s| < 0 oraz dla wszystkich n € N.
Stad, ustalajac t,s € R, takie, ze |t — s| < 0 i opierajac sie na (4.14), dla n > ny

otrzymamy

[2(t) = x(s)l[e < |l2(t) = 2n(®) |5 + [[2a(t) = za(s)l|e

Hlan(s) —2()lp < 5 +mi+Z+z=ri+e
To implikuje, ze
we(x,0) <ry +e.
W rezultacie mamy, ze
(X 5) ™+ E.

Zatem, otrzymujemy nastepujace oszacowanie
w(X)<n
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co pokazuje, ze w(X) < wF(X). To implikuje z kolei rownosé wP(X) =
we(X).

Zauwazmy dalej, ze rownosé i ( X ) = i, (X) jest konsekwencja wzoru (4.4)
i faktu, ze u jest miarg niezwarto$ci w przestrzeni FE.

Wykorzystujac rownosé as(X) = rs oraz wzor (4.5), dla dowolnie ustalonego

e > 0 mozemy znalez¢ T > 0 takie, ze

g
CLT(X) < T3 + 5

To implikuje z kolei, ze

£
ly@®lle <75+ 3 (4.15)

dla wszystkich y € X oraz dlat > T.
Dalej ustalmy = € X. Jak juz zostalo powiedziane wcze$niej mozemy znalez¢ ciag
(x,) C X taki, ze
leat) = =)z < 5
dlat € Ry idlan > ng. Laczac powyzsze stwierdzenia z nieréwnoscia (4.15), dla

dowolnego t € R, i dla n > ng mamy, ze

€
lz®)lle < llz(t) = zu(®)lle + llza(®)lle < 5+ 13+ 5 =13 +e.

DO ™

To implikuje, ze

CLT(7> <rs4e.

Stad dla T" — oo otrzymujemy
Uoo( X ) <13+¢

co dowodzi nieréwnoéci as(X ) < ano(X). Oczywiscie to implikuje réwnosé
oo (X) = oo ( X).

ROWNO0S¢ boo( X ) = boo(X) mozemy pokaza¢ w podobny sposob.

Pokazemy teraz, ze prawdziwa jest réwnosé c(X) = c(X). W tym celu
oznaczmy 1y = c¢(X). Uwzgledniajac wzor (4.7) wnioskujemy stad, ze dla do-

wolnie ustalonego € > 0 mozemy znalezé T > 0 takie, ze
diam X () < 4 + % (4.16)
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dlat>T.
Nastepnie, ustalmy dowolnie elementy z,y € X. Wybierzmy ciagi (z,,), (y,) C X
w ten sposob, ze istnieje liczba naturalna ng taka, ze

€ 9

H%@—$@M<§7H%@—me<g (4.17)
dla t € R, oraz dla n > ng. W $wietle oszacowania (4.16) wnioskujemy, ze
£
fat) — a0l < 7+ 2 (1.18)

dlaneNorazdlat > T.
Teraz taczac (4.17) oraz (4.18), dla n > ng i dla t > T otrzymujemy

l2() =y(Dlle <l2(t) = 2Ol + [[2a(t) = ya Ol + llya(t) = y(O)lle

<Sir4o4s +e
—+ryt+ -+t o= .
S3 Tty g

Oczywidcie to implikuje, ze diam X (t) < 74 + ¢ dla t > T. Stad mamy zadana
rownosé c( X ) = c¢(X).

Wykazemy teraz, ze spelniony jest warunek (iv) Definicji 2.2.1.
Zauwazmy najpierw, ze z faktu, ze p jest miara niezwartosci w przestrzeni F
wynika, réwnosé¢

Tioe(Conv X) = 71,0 (X)

dla dowolnie ustalonego zbioru X € Mpc(r, k)
Z drugiej strony pamietajac, ze wielko$ci w™, ar, by oraz c sa subliniowe w sto-

sunku do operacji algebraicznych w przestrzeni BC'(R,, E') wyciagamy wniosek,

w>(conv X, e) = w™(X,¢),

ar(conv X) = ar(X),

br(conv X) = bp(X),
c(conv X) = ¢(X)

dla dowolnych ¢ > 01 T > 0. To pozwala nam wywnioskowa¢, ze wi®(conv X) =
W (X), as(conv X) = ax(X), oraz by (conv X) = boo(X). Stad, w swietle wa-

runku (i47) Definicji 2.2.1 wnioskujemy, ze funkcje p,, i oraz pi. sa niezmiennicze
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wzgledem domkniecia wypuktego. Zatem te funkcje spetniaja warunek (iv) Defi-
nicji 2.2.1.
Analogicznie mozemy pokazaé, ze funkcje g, pp 1 pte spelniaja warunek (v).
Pozostato wykaza¢, ze funkcje p,, pp oraz . spetiaja warunek (vi) Defini-
cji 2.2.1.
W tym celu ustalmy ciag zbioréw domknietych (X,,) z rodziny Mper, k) takich, ze
X1 C X, dlan=1,2,... oraz nll_{go ta(Xn) = 0. Z réwnosci (4.8) otrzymujemy,

ze
lim wg®(X,) =0, (4.19)
n—0o0
lim 7 (X,) = 0, (4.20)
n—oo
nh_g}o oo (Xp) = 0. (4.21)

Dalej, korzystajac z (4.3) wnioskujemy, ze dla dowolnego h > 0 spetniona jest

nastepujaca nier6wnosé
we(Xpy1, h) < w™(X,, h)

dlan=12,....

Zatozmy dalej, ze (t;) jest ciagiem nieujemnych liczb rzeczywistych, gestym
w przedziale R, . Nastepnie rozwazmy ciag funkcji x,, = z,(t) dla t € Ry takich,
zex, € X,dlan=1,2,... . Uzywajac metody przekatniowej bez straty ogélnosci
mozemy zalozy¢, ze ciag (x,) jest punktowo zbiezny na zbiorze punktow ciagu (¢;).

Wreszcie, definiujemy funkcje x., na zbiorze punktow ciagu (¢;) nastepujaco

n—o0
dla kazdego + = 1,2,... . Pokazemy, ze funkcja z., jest jednostajnie ciagla na
zbiorze punktow ciagu (t;).
W tym celu zauwazmy, ze dla dowolnie ustalonych indeksow ¢, oraz dla do-

wolnej liczby naturalnej n mamy

[ 200 (t:) = Zoo(t5) ]| 2
S zoo(ti) = za(t)lle + l2n(t) = 2n(t) e + [l2a(t;) = 2oo(t;)] 6
S oo (ti) = 2t + W™ (X, [ti = 45]) + [[2n(t5) — 2o (t;) || -
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Stad dla n — oo otrzymujemy, ze
[ (t) = 2oc(t)l < lim w™(X, [t — 1)) (4.22)

Z powyzszego oszacowania oraz (4.19) wynika, ze funkcja x., jest jednostajnie
ciagta w punktach ciagu (t;).

Teraz, stosujac Twierdzenie 1.5 wnioskujemy, ze funkcja x,, moze by¢ rozsze-
rzona w jedyny sposob do funkcji jednostajnie ciagtej na R,. To rozszerzenie

rowniez bedziemy oznaczaé przez ... Z nierownosci (4.22) mamy, ze
|Too(t) — Too(8)||g < lim w™ (X, |t — s]|) (4.23)
n—oo

dla dowolnego t,s € R,.

Pokazemy teraz, ze funkcja z,, jest granica jednostajna ciagu funkcji (z,).
W tym celu ustalmy dowolnie liczbe € > 0. Uwzgledniajac rownosé (4.19) mozemy
znalezé liczbe naturalng ng taka, ze
€
4
dla n > ng. Stad, na podstawie (4.3), istnieje liczba § > 0 taka, ze

w (Xn) <

19 g
(X h) < S+ =2
wHXnh) S 747 =5

dla kazdego h takiego, ze 0 < h < ¢ oraz dla n > ny.

W konsekwencji otrzymujemy nier6wnosc

lim w™(X,,h) <

n—oo

(4.24)

Do ™

dla h takich, ze 0 < h <.
Nastepnie wybierzmy ¢; w ten sposob, ze |t —¢;| < h. Wtedy mamy
€00 () = (t) | 2 < 120 (t) — oo (t))]|
+ 1200 (ty) — 2u(t) | £ + |20 (t5) — 20 (t) || -
Stad w Swietle nier6wnosci (4.23) oraz (4.24) otrzymujemy
[ €00 (t) — 20 (t)]
< lim w¥(Xo, ) 4 () — 20(85) [+ (X, )

€ oo
< 5t llese(ty) = walty)lle + @™ (Xa, b).
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Z powyzszego oszacowania wynika, ze

lim |2, (1) = 2o ()] < €

n—00

dla wszystkich ¢ € R,. Stad dostajemy, ze
Jim |z, = Zoo|| Boqe, By = 0. (4.25)

Powyzsza rownos$¢ oznacza, ze funkcja ., jest jednostajna granicag ciggu funkcji
(x,) na przedziale R,. W szczegolnosci z (4.25) wnioskujemy, ze 2, jest punktem
domkniecia wszystkich zbiorow X,, (n =1,2,...) . Stad otrzymujemy wniosek, 7e
Too € Xy dlan=1,2,... . Zatem przeciecie X, = ﬁ X, jest niepuste.
Ostatecznie, laczac uzyskany wniosek z réwnoéc?zjrlrli (4.20) oraz (4.21) wnio-
skujemy, ze funkcja p, spelnia warunek (vi) Definicji 2.2.1.
W analogiczny sposob dowodzimy, ze funkcje py, oraz p. spelniaja warunek (vi)
Definicji 2.2.1.
Zatem funkcje p,, pp oraz u. sa miarami niezwartosci w przestrzeni BC(R,, E).

Koniec dowodu. O

Nastepnie opiszemy jadra miar niezwartosci p,, iy oraz . zdefiniowanych wzo-
rami (4.8), (4.9) oraz (4.10), odpowiednio.
Po pierwsze zauwazmy, ze jadro ker u, miary u, sktada sie ze wszystkich ograniczo-
nych podzbioréw X przestrzeni BC(R,, E) takich, ze funkcje z X sa jednostajnie
ciggle i jednakowo ciaglte na R, (innymi stowami mozna powiedzieé, ze te funkcje
sa jednakowo jednostajnie ciggte na R ). To ostatnie stwierdzenie jest rownowazne
temu, ze funkcje ze zbioru X sa jednakowo ciggle na poétosi R,. Ponadto, funkcje

ze zbioru X zmierzaja do zera z ta sama predkoscia, tzn. jednostajnie ze wzgledu

VAV VY le@)s <e

e>0 T>0 t2T xeX

na zbior:

Oprocz tego wszystkie przekroje X (¢) zbioru X naleza do jadra miary niezwarto-
ci p w przestrzeni Banacha E. W szczeg6lnosci, wspomniane przekroje X (t) sa

relatywnie zwarte w E.
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Podobnie, jadro ker u;, miary u, sktada sie ze wszystkich ograniczonych podzbiorow
X przestrzeni BC(R,, F) takich, ze funkcje z X sa jednakowo ciagle na potosi R,
oraz wszystkie przekroje X (t) zbioru X sa zawarte w jadrze miary niezwartosci u
w przestrzeni F. Ponadto wszystkie funkcje z X zmierzajg do granic w nieskon-
czonosci jednostajnie ze wzgledu na zbior X.
Wreszcie jadro ker . miary p. zawiera wszystkie ograniczone podzbiory X prze-
strzeni BC'(R,, E) ktore sa jednakowo ciaglte na R oraz wszystkie przekroje X ()
zbioru X sa elementami jadra ker p w przestrzeni Banacha F. Dodatkowo grubosé
wiazki utworzonej przez wykresy funkcji z X zmierza do zera w nieskoriczonosci.
Zauwazmy dalej, ze miary niezwartosci p,, pp oraz p. zdefiniowane wzorami
(4.8) - (4.10) nie sa pelme. To oznacza, ze jadra kerp,, ker u, oraz ker . sa
podrodzinami wlasciwymi rodziny Npor, k).
Chcac to pokazaé rozwazmy ustalony niezerowy wektor o € E. W przestrzeni

BC(Ry, FE) rozwazmy funkcje x = x(t), y = y(t) zdefiniowane nastepujaco:
x(t) = xgsint, y(t) = x,cost

dla t € R,. Niech zbior X = {z,y}. Oczywiscie zbior X jest zwartym podzbio-
rem przestrzeni BC(R,, E), poniewaz jest skoniczony. Ponadto tatwo wykazaé, ze
weC(X) = 0 oraz fio(X) = 0, gdzie wielkosci wi® i fi, sa zdefiniowane przez (4.3)
oraz (4.4) odpowiednio.

Z drugiej strony biorac pod uwage wielkosci ao,, bo Oraz c opisane odpowiednio

wzorami (4.5), (4.6) oraz (4.7) widzimy, ze

too(X) = [|70]l5  boo(X) = 20l ,  e(X) = V20|l
Zatem, korzystajac ze wzorow (4.8) - (4.10) otrzymujemy

1a(X) = lolle,  1o(X) = 2|lollz,  He(X) = V20|

Zatem zbior X nie nalezy do zadnej z rodzin ker u,, ker p;, oraz ker ji..
W dalszej czesci warto wspomnieé, ze miary niezwartosci p, i p, zdefiniowane
wzorami (4.8) oraz (4.9) maja wlasno$¢ maksimum podczas gdy miara p. nie ma

tej whasnosci. Ponadto jesli zalozymy, ze miara p w przestrzeni Banacha FE jest
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subliniowa, to wtedy wszystkie miary p,, pp oraz p. sa subliniowe w przestrzeni
Banacha BC(R,, E).

Uwaga 4.1.5. Przypomnijmy, ze w przypadku gdy miara niezwartosci y w prze-
strzeni Banacha E' jest miara Hausdorffa x (lub Kuratowskiego, lub dowolna regu-
larna miara rownowazna mierze Hausdorffa), to mozemy okresli¢ miare niezwarto-
$ci w przestrzeni Banacha BC(R., E), wzorami (3.19)-(3.21). Dokonuje sie tego
przez zastapienie pierwszego skladnika wg® bardziej ogélnym wy. W podrozdziale
3.3 znajduje sie wyprowadzenie réwnosci, ktore tu przypomnimy. Mianowicie dla

X € Mpewr, ,p) oraz dlac >0, r € X, T" > 0 mamy ponizsze rownosci:

wt(

) =sup {[|z(t) — x(s)|lp : t,5 € [0, T, [t — s| < e},
w'(X,e) =sup {w' (z,¢) 1z € X},
wo (X) =
wo(X) =

x,€

X hmw (X,e),

X) = hm 1wy F(X).
Oczywiscie, z nierownosci (4.2) wnioskujemy, ze
wo(X) < wiP(X).

Ponadto, wy(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje nalezace do X sa lokalnie
jednakowo ciagle na przedziale R, .

Zatem miary niezwartosci fi,, pp, oraz p. okreslone na przestrzeni BC(R,, E)
wzorami (3.19)-(3.21) sa rézne i bardziej ogolne od miar (4.8)-(4.10).

Nalezy pamietaé jednak, ze w przypadku, gdy nie znamy wzoréw wyrazajacych
miare niezwarto$ci Hausdorffa w przestrzeni Banacha E (lub regularna miare row-
nowazng mierze Hausdorffa), wtedy konstrukcja miary w przestrzeni BC(R,, E)
na podstawie wzoréw (3.19)-(3.21) jest niemozliwa. Ponadto miary niezwartosci,
ktore zostaly zaprezentowane w tym rozdziale, wyrazone wzorami (4.8) - (4.10),
okazuja sie by¢ bardziej wygodne z praktycznego punktu widzenia (por. nastepny

rozdziat).
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4.2 Formuly dla miar niezwartosci w przestrzeni BC(R,, ()

Biorac pod uwage dalsze zastosowanie miar niezwartoSci fi,, fp OTaz . W teorii
nieskonczonych uktadéw réwnan catkowych, rozwazymy jako przestrzen Banacha
F przestrzen ciagowa [, sktadajaca sie ze wszystkich ciagéw ograniczonych (z,,).
Nasze rozwazania bedg dotyczyly ciagdéw rzeczywistych. Oczywiscie przestrzen [,

bedzie wyposazona w klasyczna norme supremum

]l = l[(@n)ll = sup {|za| :n = 1,2,... },

gdzie x = (z,,) € lo.

Warto przypomnie¢ |7, 11], ze nie jest znany wzor wyrazajacy miare niezwarto-
$ci Hausdorffa (lub Kuratowskiego) w przestrzeni lo,. W zwiazku z tym nie mozna
zastosowa¢ w tym wypadku teorii rozwinietej w pracy [5].

Rozwazmy zatem przestrzenn BC(R,, ) ktora bedziemy oznaczaé¢ symbolem
BCy, sktadajaca sie z funkcji x : Ry — [, ciagltych i ograniczonych na R,. Takie

funkcje mozna zapisa¢ w formie

2(t) = (zn(t)) = (21(8), 22(1), )

dla kazdego t € R, gdzie ciag (x,(t)) jest elementem przestrzeni [, dla kazdego

ustalonego t. Norma funkcji z = x(t) = (z,(t)) jest zdefiniowana réwnoscia
Il = sup {[l2(t) o+ € B} = sup {sup {Ja, (5] : m = 1.2, }}.
teR4

Dalej zaprezentowane beda wzory wyrazajace miary niezwartosci pig, ftp Oraz
[l W pOWigzaniu z miarami niezwartoSci w przestrzeni ..

Na poczatku ustalmy zbior X € Mpc,,. Dla € > 0 oraz dla dowolnej funkcji
x(t) = (x,(t)) nalezacej do zbioru X rozwazmy modul ciaglosci w™(x, ) zdefinio-
wany wezesniej wzorem (4.1), ktory teraz prezentujemy w nastepujacej postaci

W (@,e) =sup { () = o(s)en : tos € Ry, |t — 8] < ¢}
:sup{sup{|xn(t) —zp(s):in=1,2,...} i t,s e Ry, [t — 5| < 5}.

Nastepnie na podstawie powyzszego wzoru oraz (4.3), otrzymujemy

we(X,e) = sup {sup {sup |2p(t) —zp(s)] s t,s € Ryt — 5| < 6}}

zeX neN
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Ostatecznie mamy

wot(X) = limw™ (X, ¢)

e—0
= lim {sup { sup { sup |z, (t) — zn(s)| 1 t,s € Ry, |t — 5] < 6}}} (4.26)
20 \zex neN

Nastepnie aby zdefiniowa¢ drugi skladnik 7 miar g, @ oraz p. danych wzo-
rami (4.8) - (4.10) zalézmy, ze w przestrzeni [, wezmiemy pod uwage miary nie-

zwartodci pt, p?, p? okreslone na rodzinie 9% w nastepujacy sposob |7, 11]:

pH(X) = lim {x:sup {sup{|xk| k> n}}},

n—o0 (IZ)EX

lﬁ(){):lim{ sup {sup{|xn—xm|:n,m>p}}},

p—00 (mZ)EX

p*(X) =lim sup diam X,

n—oo

gdzie
X, =A{x,:x=(x;) € X}

oraz

diam X,, = sup {|:Bn —yn| = (), y = (yi) € X}-

Teraz w oparciu o wyzej podane wzory, mozemy zdefiniowa¢ wielkosci 1’
(1 = 1,2,3) zwiazane z tymi wzorami. Mianowicie dla X € Mpc oraz dla

ustalonego 7" > 0 mamy:

fir(X) = sup {p' (X(t)) : t € [0, 7]}

= sup [} lim sup {sup {|azk(t)| k> n}} ,
te[0,7] | "7 | z==z(t)eX

F2(X) = sup {i2(X (1)) : t € [0,7]}

= sup {hm{ sup {sup{\xn(t)—mm(t)\:H,WEP}}}}a

te[0, 7] | P77 | z==z(t)eX
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fig (X) = sup {4’ (X (1)) : t € [0, 7]}

= sup {limsup { sup {|z,(t) — yu(t)] s = z(t),y = y(t) € X}}}

t€[0,T)] n—00

Stad wyprowadzamy nastepujace wzory:

fioo(X) =
lim < su lim su sup i |zi(t)| : k>n , 4.27
M{tqg]{w{x:x&x{ il oo
fi(X) = lim 7ig(X)
—00

= lim { sup {lim sup{ sup{|z,(t) — ya(t)] : z = z(t),y = y(t) € X}}}} (4.29)

T—oo | tef0,7] | n—oo

Teraz okreslmy trzeci sktadnik skonstruowanych miar niezwartosci w prze-
strzeni Banacha BCy. W tym celu zauwazmy, ze w oparciu o wzory (4.5), (4.6)

oraz (4.7), mamy:

oo (X) = lim arp(X)

T—o0

= lim sup {sup { sup |z, ()] : t > T}} , (4.30)
T—oo | g=g(t)eX neN

= lim sup { sup { sup |z, (t) — zn(s)| : t,s > T}} , (4.31)
T—oo | g=z(t)eX neN

¢(X) = limsup diam X ()

_ nrg;p fsup {sup o) ~ (0] 2 = st =) € X} 432
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Ostatecznie, majac na uwadze wzory (4.8) - (4.10) opisujace miary niezwarto-
Sci w przestrzeni Banacha BC(R,, F) oraz bioragc pod uwage powyzej otrzymane
wzory (4.26) - (4.32) mozemy przedstawié¢ dziewie¢ wzoréw opisujacych odpowied-

nie miary niezwartosci w przestrzeni Banacha BC,. Zatem mamy:

Ha(X) = Wi (X) + 7% (X) + ase(X) (4.33)
dla s = 1,2, 3. Podobnie otrzymujemy

pp(X) = Wit (X) + 15 (X) + beo(X) (4.34)

dla s = 1,2, 3. Ostatecznie mozemy okresli¢ miare niezwartosci powigzana z czyn-

nikiem ¢ = ¢(X) nastepujaco
pe(X) = Wi (X) + 5 (X) + ¢(X) (4.35)

dlat=1,2,3.
Nie bedziemy charakteryzowa¢ jader powyzej zdefiniowanych miar niezwartosci
poniewaz odpowiednia charakteryzacja byta opisana wczesniej.

W dalszej czesci podamy inny wzor wyrazajacy wartos¢ p., okreslona wzo-
rem (4.4):

Fc(X) = lim 7ip(X) = Jim {sup {u(X (1)) : t € [0, 7]} }.
—00 T—00
W tym celu wykazemy nastepujacy lemat.

Lemat 4.2.1. Spetniona jest nastepujgca rownosé

7o (X) = sup {(X (1) £ € R, },
gdzie wielkos$¢ i, jest wyrazona wzorem (4.4).

Dowdd. Oczywiscie dla ustalonego 7' > 0 mamy

sup { (X (1)) : t € [0,T]} <sup {pu(X(t)):t € R:}.

Zatem mamy
i (X) = Tlg%o{sup (WX (1) :te [O,T]}} <sup {p(X(1)) :t € R Y. (4.36)
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W celu udowodnienia przeciwnej nieréwnosci oznaczmy

6 =sup {pu(X (1))t e Ry}
Ustalmy dowolnie liczbe € > 0. Wtedy mozemy znalez¢é liczbe to € R, taka, ze
d—e < u(X(to))-
Zatem dla T" > ty otrzymujemy
6 —e <sup{u(X(t)):tel0,T]}. (4.37)

Poniewaz funkcja T — sup {N(X(t)) :t €0, T]} jest niemalejaca to otrzymujemy,
ze

sup {u(X () : t €[0,7]} < lim {sup {(X(@):te [O,T]}}. (4.38)

T—oo

Laczac (4.37) oraz (4.38), uzyskujemy

d—e < lim {sup {u(X(@):te [O,T]}}.

T—o0

W konsekwencji, uwzgledniajac dowolno$é¢ wartosci €, otrzymujemy nastepujaca

nieré6wnos¢
5 < lim {sup{,u(X(t)) te [o,T]}} — . (X). (4.39)
T—o0
Ostatecznie taczac (4.36) oraz (4.39) uzyskujemy zadana rownosc. O

Zauwazmy, ze biorac pod uwage Lemat 4.2.1 oraz wzory (4.27)-(4.29) opisujace

wartos¢ m dla i = 1,2, 3, w przestrzeni BC,,, uzyskujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.2.2. Wartosci (4.27)-(4.29) mogq byé wyrazone nastepujgcymi wzo-

rami odpowiednio

L (X) = sup{ lim {sup{sup{]xk(tﬂ k> n}}}}a

t>0 n—oo reX

ﬁfo(X):sup{lim{ sup {sup{\xn(t)—xm(t)\:n,m}p}}}},

t=0 | P77 | z=x(t)eX

a2 (X) = sup{lim sup{ sup{ |z, (t) — ya(t)] : 2 = z(t),y = y(t) € X}}}

t=0 n—o0
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5 Twierdzenia egzystencjalne dla nieskonczonych
uktadéw réwnan calkowych na poétosi rzeczywi-
stej

Ten rozdzial przedstawia kluczowe wyniki pracy. Mianowicie przedstawione sa
tutaj twierdzenia o istnieniu rozwiazan dla nieskonczonych uktadéw réwnan cal-
kowych na poétosi rzeczywistej. Rezultaty te oparte sa na wykorzystaniu narzedzia

jakim sa skonstruowane w poprzednim rozdziale miary niezwartosci.

5.1 Rozwiagzalno$é nieskonczonych ukladéw réwnan calko-
wych w klasie ciggéw funkcyjnych na R, asymptotycz-

nie stabilnych

W tej czesci pracy zostanie pokazane zastosowanie miar niezwartosci skonstru-
owanych w poprzedniej sekcji w przestrzeni Banacha BC(R ., ).
Mianowicie, rozwazmy nieskoniczony uktad nieliniowych kwadratowych réwnan
catkowych typu Volterry-Hammersteina postaci

t
T (t) = an(t) + fult, z1(t), z2(t),...) / kn(t, s)gn(s,z1(s),z2(s),...)ds (5.1)
0

dlate R, orazdlan=1,2,... .
Jak juz zostato wczesniej wspomniane, nasze rozwazania beda dotyczy¢ przestrzeni
Banacha BC(Ry,l.,) opisanej wczesniej. Bedziemy uzywac¢ miary niezwartosci
p2(X) zdefiniowanej wzorem (4.35) (dla ¢ = 3). Doktadniej mowiac ta miara jest

zdefiniowana nastepujaco
(X)) = Wi (X) + 7% (X) + e(X),

gdzie sktadniki w®, 1, oraz c¢ sa opisane odpowiednio wzorami (4.26), (4.29) oraz

(4.32), ktore tu przypomnimy:

w°(X) = lim {sup{sup { SUp [ (t) — 2a(s)|  £,5 € Ry, |t — 5] < }}}

e=0 (zeXx neN
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2 (X) = lim { sup {limsup{ sup{|z,(t) — ya(t)] : z = z(t),y = y(t) € X}}}},

T—oo | ¢e0,1] | n—oo
c(X) = limsup {sup { sup |z,(t) — yu(t)] : x = x(t),y = y(t) € X}}
t—00 neN
Uwaga 5.1.1. Bardzo istotna jest obserwacja, ze do jadra miary u2, ktorej be-
dziemy uzywa¢, naleza takie zbiory X z przestrzeni BC.,, = BC(R,,l), ze ele-
menty tych zbioréw sa ciagami funkcyjnymi okreslonymi na R, i m.in. takimi,
7e s to ciagi w pewnym sensie asymptotycznie stabilne. Doktadniej, jadro ker 3
zawiera wszystkie ograniczone podzbiory X przestrzeni BCy, ktore sg jednakowo
ciggle na R, oraz wszystkie przekroje X (¢) zbioru X sa relatywnie zwarte w prze-
strzeni Banacha [,. Ponadto grubos¢ wiazki utworzonej przez wykresy funkcji z X

zmierza do zera w nieskoniczonodci.

Sformutujemy teraz zalozenia, pod jakimi bedziemy rozwazaé¢ nieskoriczony

uktad rownan catkowych (5.1).

(i) Ciag (a,(t)) jest elementem przestrzeni BC,,. Ponadto funkcje a, = a,(t)

sg jednakowo ciggte na R, tzn.

VIV V-t <62 Jan(ty) — an(ts)] < <]

e>0 6>0 neN t1,t2€R

Oznaczmy przez A norme elementu (a,(t)) w przestrzeni BCy, tzn.

A= an(®)l = 519 {an()l1} = sup { suplan(o)] |

+ neN
(1) Funkcje kn(t,s) = k, : R — R sa ciagle na zbiorze R3 (n = 1,2,...).
Oprocz tego funkcje t — k,(t,s) sa jednakowo ciagle na zbiorze R, jedno-

stajnie wzgledem s € R, tzn. spelniony jest nastepujacy warunek

VdvyVv Vv [t2 = ta] < 6= [halt,5) = balta, )] <e].

e>0 6>0 neN seRy t1,t2€R4

(24i) Istnieje stala K > 0 taka, ze

t
[ s)as < 1,
0
dla kazdego t € Ry orazn=1,2,... .
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(tv) Ciag (kn(t,s)) jest ograniczony na R tzn. ze istnieje stala Ky > 0 taka, ze
|kn(t, s)| < Ko
dlat,se Ry orazn=1,2,....

(v) Funkcje f, sa zdefiniowane na zbiorze R, x R* i przyjmuja wartosci rzeczy-
wiste dla n = 1,2,... . Ponadto funkcje ¢t — f,(t,x1, 22, ...) sa jednakowo
ciaglte na R, jednostajnie wzgledem = = (x,) € ly tzn. spelniony jest

nastepujacy warunek

V4V V V [Jto —t1] <6

e>0 6>0 ($7)€loo neN t1,t2€R4

= |fn(t2,x‘171’2, .. ) — fn(tl,l’l,.fg, .. )‘ < 8].

(vi) Istnieje funkcja [ : Ry — R, niemalejaca na R, , ciagta w zerze i taka, ze

1(0) = 0, oraz spelniony jest ponizszy warunek

|fn(t7x17x2a .. ) - fn(t7y17y2a v )| < l(T) sup {|CCZ - yz| i > n}
dla kazdego r > 0, oraz dla = = (z;), y = (y;) € l takich, ze ||z, < r,

lylli. <7, a takze dla wszystkich t € R, oraz n=1,2,... .

(vii) Ciag funkeji (f,), gdzie f, (t) = |fa(t,0,0,...)| jest elementem przestrzeni
BCly.

Zauwazmy, ze z zalozenia (vii) wynika, ze mozemy okresli¢ skonczong stala
F:sup{?n(t) teRy,n= 1,2,...}.
Ponizej formutujemy pozostale zalozenia, pod jakimi bedziemy rozwaza¢ uktad (5.1).
(viii) Funkcje g, sa okreslone na zbiorze R, x R* i przyjmuja wartosci rzeczywiste
dlan =1,2,... . Ponadto istnieje funkcja m : R, — R, niemalejaca na R,
ciagta w r = 0, i taka ze m(0) = 0, oraz spelniony jest nastepujacy warunek
|9n(t, 21,22, ) = gult,y1, 2, .. )| < m(r)sup {|z; —yi| 1 i > n}
dla kazdego r > 0, oraz dla x = (x;), y = (y;) € l takich, ze ||z[,, <7,

|yl <7 1idla wszystkich ¢ € Ry orazn=1,2,... .
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(iz) Operator g zdefiniowany na zbiorze R, X [, wzorem

(92)(t) = (gn(t, 2)) = (91(t, 7), 92(L, @), - )

jest ograniczony tzn. istnieje dodatnia stata g taka, ze

1(g2) ()] = Sup |9.(t,2)] <7
ne

dla kazdego x € [ i dla wszystkich ¢t € R,.

(z) Tstnieje dodatnia stala G taka, ze dla dowolnych t € Ry, n € N oraz dla

wszystkich © = z(t) = (x,(t)) € BCx spelniona jest nastepujaca nieréwnoscé
t t
[ lans.a(6ds = [laa(simi(s),2a(5). ... )lds <
0 0

(zi) Istnieje dodatnie rozwigzanie rg nieréwnosci
A+FgKy +gKiri(r)<r

takie, ze
g K1 l(ro) + (rol(re) + F)Kym(ro) < 1,

gdzie state A, F, g, K, zostaly opisane wyzej.

Uwaga 5.1.2. Zauwazmy, ze z zalozenia (vi) otrzymujemy, ze dla kazdego r > 0
oraz dla © = (x;), y = (y;) € lw takich, ze ||z, <7, ||yl <7 orazdlateR,,

n € N, spelniona jest nastepujaca nieréwnosé¢

’fn<t,$1,$2, o ) - fn(taylay% cee )’ g Z(T>H$ - yHloo7

gdzie [ = I(r) jest funkcja z zalozenia (vi).
Podobnie z zatozenia (viii) wnioskujemy, ze dlat € Ry, n € Ni dla r > 0, oraz

x = (z;), y=(y;) € lo takich, ze ||z|,, <r, ||ylli. <r zachodzi nieréwnosé
|gn(t7 L1, T2y .- ) - gn(tu Y, Y2y - - )‘ < m(T)HJI - yHloo7
gdzie funkcja m = m(r) wystepuje w zalozeniu (viii).
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Mozemy teraz sformutowa¢ twierdzenie mowigce o istnieniu rozwiazania nie-

skonczonego ukladu (5.1).

Twierdzenie 5.1.3. Jezeli spetnione sq zatozenia (i) —(z1), to nieskoriczony uktad
réwnan catkowych (5.1) ma co nagmniej jedno rozwigzanie x(t) = (z,(t)) w prze-
strzeni BCy, = BC(R4, ). Ponadto funkcja x = x(t) jest jednostagnie ciggta na

przedziale R .

Dowdd. Dowdd zaczniemy od okreslenia trzech operatorow I, V| () w przestrzeni

BC', w nastepujacy sposob

(Fz)(t) = (Fax)(t) = (fa(t, 2(1))) = (fult, 21(8), 22(2), - .. ),

(V)(t)

()0) = ([ alt:)ga(svm1(5),22(5), . ).

0

(Qz)(1) = (@ne) (1)) = (an(t) + (Fnx)(t)(Vaz)(t)).

Najpierw pokazemy, ze operator I’ przeksztalca przestrzen BC,, w siebie.
W tym celu wybierzmy dowolnie funkcje x = z(t) = (2,(t)) € BCw. Ustalmy
liczbe n € N oraz t € R,. Nastepnie w $wietle narzuconych warunkéw i Uwagi

5.1.2 otrzymujemy, ze

|[(Fo)(8)] < [ fult, 21 (), 22(E), ... ) — (t 0,0,... )+ [fu(t,0,0,...)]
< Ulz)lli) sup {|zi ()] =4 > n} +[f,(1)
<l(lzllpe)lzlpe. + F. (5-2)

W szczegoblnosei uzyskane oszacowanie pokazuje, ze funkcja F'z jest ograniczona
na przedziale R .

Nastepnie pokazemy, ze funkcja F'x jest ciagla na R,. W tym celu wykorzy-
stamy fakt ciagtosci ustalonej funkcji x = z(t) = (x,(t)) € BCy na przedziale R, .
Oznacza ona, ze spelniony jest nastepujacy warunek

V V3V [lt—tol<o= at) — 2t <é]. (5.3)

to€Ry >0 6>0 teRy

Dalej ustalmy € > 0 oraz tg € Ry i wybierzmy 6 > 0 tak, aby zachodzil warunek
(5.3). Nastepnie dla t € R, takich, ze |t — to| < J, uwzgledniajac Uwage 5.1.2

60



otrzymujemy

|((Faz)(8) = (Faz)(to)| = [falt, 21(8), 22(1), ... ) = fulto, 21(to), w2 (to), - - )|
St a1 (@), 2o(t), ) = falto, 21(2), 22(1), - )|
+ | falto, 21(t), 22(t), ... ) = fulto, 21(to), za(to), ... )]
St o (@), (1)) = fallo, 21(2), 22(1), - )|
(@l () =z (to) 1
< fult, (), 2a(t), ) = fulto, 2 (), 22(t), .. )|+ U(|2]|pes) e (5.4)

Nastepnie biorac pod uwage zalozenie (v), mozemy wybra¢ liczbe § > 0 w ten

sposob, ze

|fult, 21 (t), 22(t), ... ) — fulto, m1(t), 22(t), ... )| < €
dla |t —to| < doraz dlan =1,2,... . Laczac to z (5.4), otrzymujemy nastepujace
oszacowanie

|(Fa)(t) = (Faz)(to)l < (1+U(llzllew)) €

dla n = 1,2,... oraz dla kazdego t € R, takiego, ze |t — to| < §. To pokazuje,
ze funkcja Fx jest ciagla w punkcie o € R,. Poniewaz ty byl wybrany dowolnie
wnioskujemy, ze funkcja F'z jest ciggta na R,.
Laczac powyzej wykazang ciagglos¢ Fx z weze$niej pokazang ograniczonoscia Fx
stwierdzamy, ze operator F' przeksztalca przestrzen BC,, w siebie.

Dalej pokazemy, ze operator V zdefiniowany wyzej przeksztalca przestrzen
BC,, w siebie.
W tym celu, podobnie jak powyzej, ustalmy funkcje © = z(t) = (2,(t)) € BCx.
Nastepnie, dla dowolnie ustalonych liczb t € R, oraz n € N, w oparciu o zalozenia

(7ii) oraz (ixz) mamy, ze

(V) (8)] < / en(t, )19 (5, 21(5), 22(5), .. ) ds

0
t t
< /|kn(t,s)]§ ds < §/ |kn(t, s)|ds < GK;. (5.5)
0 0
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W szczegdlnosei uzyskane oszacowanie pokazuje, ze funkcja Vz jest ograniczona
na przedziale R .

Nastepnie ustalmy € > 0 i wybierzmy liczbe 6 > 0 tak, aby spelniony byto
zalozenie (ii). Wtedy dla dowolnych ¢y,ty € R, takich, ze |t — ;| < J, na

podstawie zalozen (ii) oraz (iz) (zakladajac na przyklad, ze t; < ty) otrzymujemy

(Vo) (t2) = (Vo) ()]

to [2)

< /kn(tg,s)gn(s,xl(s) To(s), . )ds—/kn(tl,s)gn(s x1(8), xo(s), ... )ds

0
to

+ /kn(tl,s)gn(s,xl(s) Ta(s /kn t1,8)gn(s, x1(8), x2(s), ... )ds

0
t2

§ﬂ%%@—%WJWMWM@@U lds

0
to

+/W#MM%@m®xﬂ) lds

t1
to

< [ @ lans,ma(s).as(s). .. \%+/&MNxﬂ>uU s,
0
gdzie K jest stala z zalozenia (iv), natomiast wy(9) oznacza zwykly modul jed-
nakowej ciaglosci ciagu funkcji ¢ — k,(¢,s) na R, (zgodnie 7z zalozeniem (iii)).
Oczywiscie mamy, ze wy(d) — 0 dla 6 — 0.
Zauwazmy nastepnie, ze korzystajac z zatozen (ix) oraz (r), powyzsze oszacowanie

prowadzi nas do kolejnego
|(Vaw)(t2) — (Vaz) (t1)] < G wi(6) + FHK2 6. (5.6)
Zatem mamy, ze
[(V2)(t2) — (Vo) (t) i < Gwild) +GHK24.

To pokazuje, ze funkcja Vz jest ciagla na przedziale R.. Laczac ograniczonosé
funkcji Vx z jej ciaggloscia na R, wnioskujemy, ze operator V przeksztalca prze-

strzenn BC, w siebie.
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Biorac pod uwage fakt, ze przestrzen BCy, = BC(R,, 1) jest algebra Banacha
wzgledem mnozenia po wspotrzednych ciggoéw funkceji oraz uwzgledniajac definicje
operatora () oraz zalozenie (i), wnioskujemy, ze dla dowolnie ustalonej funkcji
z = x(t) € BCx funkcja (Qz)(t) = ((Qnz)(t)) = (an(t) + (Frx)(t)(Vaz)(t))
przeksztalca przedzial R, w przestrzen [..

Rzeczywiscie, majac na wzgledzie fakt, ze ((F,x)(t)) € I dla kazdego t € R, oraz

w $wietle oszacowan (5.5) oraz (5.2) otrzymujemy

(@) (B)] < lan(t)] + | (Foz) (]| (V) (2))]
< Jan ()] + |(Foz) () [gK
dla kazdego n € N. Oznacza to, ze (Qz)(t) = ((Qnx)(t)) € I dla kazdego t € R,.
W podobny sposéb uzyskujemy ograniczono$é¢ funkeji Qz na R, , jezeli uwzgled-
nimy dodatkowo zalozenie (7). Nastepnie zauwazmy, ze ciagtosé¢ funkeji Qx na Ry
wynika wprost z ciaglosci funkeji F'x oraz V na przedziale R, .
Ostatecznie taczac wszystkie wyzej pokazane wlasnosci funkcji Qz wnioskujemy,
ze operator () przeksztatca przestrzen BC,, w siebie.

Zauwazmy teraz, ze na podstawie oszacowan (5.2) oraz (5.5), dla dowolnie

ustalonych n € N oraz t € R, , otrzymujemy
|(Qu2) ()] < lan(t)] + | (Faz) ()| (Vo) (2)]
<A+ [Z(Hw(t)|lzoo)|lx(t)llzm +F|gK,
<A+FgK +g K l(||7||se) 7] e, -
Stad dostajemy nastepujace oszacowanie
Qe < A+ FgEL + 7 Kil([[2] e ) 2]l pew.-

Z powyzszej nierownosci i zalozenia (i) wynika, ze istnieje liczba ro > 0 taka, ze
operator () przksztatca kule B,, (w przestrzeni BC,,) w siebie. Inaczej mowiac,
istnieje taka liczba ry > 0, ze dla kazdego @ € BC takiego, ze ||z|pc. < 7o

warto$¢ operatora (Qz)(t) spelia nierownosé ||(Qx)(t)|| s, < ro, tzn.

A+ FgK, + 9K U(||z] o)zl Ben

Q] pen. <
< A—}—F?Kl —|—§K1 l(TO) To < To.
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W dalszej czeci pokazemy, ze operator () jest ciggly na kuli B,,. W tym celu,
biorac pod uwage postaé operatora (), wystarczy pokazaé ciggtosé operatorow F
oraz V osobno.

Ustalmy zatem dowolng liczbe ¢ > 0 i wybierzmy = € B,,. Nastepnie wezmy
dowolny punkt y € B,, tak, aby ||z — y||pc. < . Wtedy, dla ustalonego n € N

oraz dla t € R,, biorac pod uwage zalozenie (vi) i Uwage 5.1.2, mamy

|[(Fn)(t) = (Fay) (O] = [fu(t, 22(2), 22(1), ) = fult, 012(2), 32(1), - )]

<U(ro)lle = yllpon. <llro)e.

Zatem otrzymujemy, ze

[Fz = Fy|lpo., < (ro)e.

7 tego oszacowania wynika zadana ciaglogé operatora F na kuli B,,.
Nastepnie wybierzmy dowolne punkty z = (z;), v = (y;) € B,,. Wtedy,

uwzgledniajac zalozenie (viii), dla ustalonych t € R, oraz n € N, otrzymujemy

((Vaz)(2) = (Vay)(1)]

< [ ot 2a(5),ma(s) ) = g5, (5): (o). s
< [ttt s)mtro)sup {la(s) = wi(s)] 1 > s
<mlrn) [ It 9)|(12(s) = ). )

< m(ro)sup {|lz(u) — y(u)|i. : v € Ry} / |kn (2, s)|ds.

Zatem, biorac pod uwage zalozenie (iii), otrzymujemy nastepujaca nieré6wnoscé
|(Vaz)(t) = (Vay) ()] < Kam(ro) ||z =yl se..
W konsekwencji mamy
IV = Vyllpe. < Kim(ro)llz -yl pew.-
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Na podstawie wyzej uzyskanego oszacowania stwierdzamy, ze operator V jest cia-
gly na kuli B,,. Pokazana zostala zatem cigglo¢ operatora Q na kuli B,,.
Rozwazmy teraz pierwszy sktadnik miary niezwartoéci 12, to znaczy wielko§é
wg® okreslona wzorem (4.26). Ustalmy dowolnie liczbe € > 0. Nastepnie wybierzmy
t,s € Ry tak, aby |t—s| < ¢, a takze wezmy niepusty podzbior X kuli B,,. Wtedy,
dla funkcji z = z(t) = (z,(t)) € X oraz dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej

n, szacujac podobnie jak w (5.4), mamy

|(Fax)(t) — (Fuz)(s)] < U(ro) sup {|z(t) — zi(s)| : i > n}

+sup{|fn(t7x1,x2,...) — fu(s,z1, @0, .. )] |t — 8| <& ||(zn)]1a TO}
<U(ro) we(z,€) + wi(f€), (5.7)
gdzie
woo(f )
= Sup{sup{|fn(t,x1,x2,...) — fu(s,z1, @0, .. )] |t =8| <& ||(zn)]1a rg}}
neN

W $wietle zalozenia (v) mamy, ze wl (f,€) — 0 dla e — 0.

Teraz z oszacowania (5.7) dedukujemy, ze

WP (Fx,e) < l(rg) w™(z,e) +wl (f,e). (5.8)

Zauwazmy dalej, ze pod tymi samymi warunkami jak powyzej, zaktadajac do-

datkowo, ze t > s, podobnie jak w (5.6) otrzymujemy nastepujace oszacowanie
[(Vaz)(t) = (Vaz)(s)| < Gui(e) + G Ko,

gdzie symbol wy(g) oznacza wezesniej wprowadzony modul jednakowej ciagltosci

ciggu funkcji t — k, (¢, 7) tzn.,

wi(e) = sup{sup{|kn(t,7') —ku(s,7)| :t,s, T €R, 7 <t,7 < s, |t —s] < 5}}

neN

Oczywiscie wi(e) — 0 dla e — 0.

Nastepnie zanotujmy, ze z powyzszego oszacowania otrzymujemy
w®(Va,e) < Gup(e) + g Kqe. (5.9)
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Dalej, dla ustalonej funkcji z € X oraz dla dowolnych liczb ¢, s € R, , uwzgled-

niajac posta¢ operatora () otrzymujemy

1(Q)(t) = (Q2)(5)lls = [I(a(t) + (F2)(t)(V2)(t)) — (als) + (Fz)(s)(Vz)(s)) |
<lla(t) = als)llie + (V) (@) o [[(F2) (8) = (F2)(5) |10
I FE2) () oo [[(V2) () = (V) (5)]|1ee

gdzie oznaczono a(t) = (a,(t)).
Nastepnie ustalmy ¢ > 0 i zalézmy, ze |t — s| < e. Wykorzystujac (5.8), (5.9),

(5.3) oraz (5.5), otrzymujemy z powyzszej nierdwnosci oszacowanie
w™(Qz,e) Sw™(a,e) + 9 K1 w>(Fz,¢)
+ (rol(ro) + F)(Guwi(e) + g K ¢)
<w™(a,2) + 7K 1) () + wl (£, 2)]
+ (rol(ro) + F)(Guwi(e) + g Kae).

Zatem, majac na uwadze pokazane wyzej wlasnosci funkeji ¢ — wl (f,¢), oraz

e — wg(€), a takze zalozenie (i) dostajemy nier6wnosé
wt(QX) < g Kql(rg) wi (X). (5.10)

W nastepnej czesci rozwazymy drugi sktadnik miary niezwartodci p? zdefinio-
wanej wzorem (4.35) dla ¢ = 3. Ten skladnik zostal oznaczony jako 13 i opi-
suje go wzor (4.29). Wybierzmy zbior X C B,, oraz ustalmy dowolnie funkcje
x=ux(t),y =y(t) € X. Wtedy, dla dowolnych ¢ € R, oraz k € N, mamy

[(Qr) () = (Qry) ()] = [(Fr) (1) (Vi) (t) — (Fry) () (Vey) (1)]
< |(Vez)O[(Frex)(t) — (Fey) (0] + [(Fey) ()] (Vez) () — (Viy) (¢)]. (5.11)
W dalszej czesci bedziemy szacowali sktadniki wystepujace po prawej stronie
nier6wnosci (5.11).
Zatem ustalmy liczbe naturalna n oraz warto$¢ T > 0. Nastepnie dlat € [0, 7T oraz

dla p € N, p > n, na podstawie zatozeni (viii) oraz (iii), dla dowolnie wybranych
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funkcji z,y € X, otrzymujemy
(Vo) ()= (Vo) (2)]

< / ko (ts 8)l|gp(s, 21(s), 22(8), - ) = gp(8, 41(5), 2(s), - - )|ds

<m(ra) [ Pyt 5)|(sup {Joi(s) = (o) 1> p} ) s

<m(ro)/t|kp(t, s)| {;}32} {j;g!wi(t) —yi(t)\}} ds

< Ky m(ro) { sup {sup{sup{m(t) —yi(0)] = a(t),y = (i) € X}}}} .

te0,7] Lizn

Stad otrzymujemy

sup {sup { sup {| (Vo) (8) = (Vo) (8)] : = a(t),y = y(t) € X}}}

tefo,1] Lp=n

<Klm<r0>{ sup {sup{sup{m(t) —ylt)] = a(t).y = () € X}}}}.

tel0,7] (izn

Powyzsze oszacowanie prowadzi do nieréwnosci (por. wzor (4.29)):
T (VX) < Kymro) Tig (X). (5.12)

Podobnie jak powyzej, dla dowolnie ustalonych n € N, t € R, oraz x = z(t),
=y(t) € X, wykorzystujac zatozenie (vi), dostajemy

(Fa)(t) — (Fag) ()] < Uro) sup {|(t) — yi(t)] : i > n}.

Stad wyprowadzamy nastepujace oszacowanie

sup {sup { sup {|(le)(t) — (Fy)(t)] :x=x(t),y =y(t) € X}}}

tefo,1] L izn

< l(ro){ sup {Sup { sup {|z:(t) — vi(t)| - w = x(t),y = y(t) € X}}}}-

tefo,7] \izn
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Majac na uwadze wyzej wykazang nieréwnos¢ oraz wzor (4.29), otrzymujemy na-
stepujaca nieroOwnosé
AL (FX) < Uro) B, (X)), (5.13)

Ostatecznie taczac oszacowania (5.11), (5.5), (5.2), (5.12) oraz (5.13), dostajemy
AL(QX) <G K U(ro) BL(X) + (o) ro + F) K m(ro) FL(X). (5.14)

W kolejnej czedci naszych rozwazan wezmy pod uwage trzeci skladnik miary
niezwartosci p? okreslonej wzorem (4.35) tzn. element ¢(X) wyrazony wzorem
(4.32). Ustalmy zatem niepusty zbior X C B,,, oraz wezmy funkcje z = x(t),
y = y(t) € X. Nastepnie ustalmy 7' > 0 oraz wybierzmy ¢t > T. Wtedy, dla
dowolnie wybranej liczby naturalnej n, na podstawie rachunkéw prowadzonych

przed (5.12), otrzymujemy

(V) () = (V0] < Kymiro) {sup fsup o) ~ (0] |

t2T \ i2n

Powyzsze oszacowanie prowadzi do nieréwnosci

sup {sup {sup |(1:0)(0) — (Vo(0)] s 0 = a(0).y = ote) € X}

t=T neN

< K1m(rg) {Sup {Sup {sup |z (t) — yn(t)] - x = 2(t),y = y(t) € X}}} :
t=>T neN
Ostatecznie dostajemy, ze

c(VX) < Kim(rg) e(X). (5.15)

Nastepnie, argumentujac podobnie jak w rachunkach poprzedzajacych oszaco-

wanie (5.13), otrzymujemy nastepujaca nier6wnosé
c(FX) <l(rg) e(X). (5.16)
Ostatecznie taczac oszacowania (5.15), (5.16), (5.2), (5.5) oraz (5.11) dostajemy

c(QX) <KL U(ro) e(X) + (l(ro) ro + F) Ky m(ro) e(X). (5.17)
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Teraz, taczac (5.10), (5.14), (5.17) oraz uwzgledniajac wzor (4.35) definiujacy

miare niezwartosci 42, mamy

p(QX) <G K1 l(ro) wi*(X)
+ [g[(l l(ro) + (0 l(ro) +F)K1 m(ro)}ﬂio(x)

+
£ [0 1) + (ro o) + FYE () e(X).

Stad wyprowadzamy nastepujace oszacowanie
pQX) < [ K1 1(ro) + (ro lro) + F)Ky m(ro) [ i(X). (5.18)

Biorac pod uwage uzyskane wyzej oszacowanie, zatozenie (i) oraz Twierdze-
nie 1.1 wnioskujemy, ze istnieje co najmniej jeden element x € B,,, ktory jest
punktem statym operatora Q w kuli B,,. Oczywiscie funkcja z = z(t) jest rozwia-
zaniem nieskoriczonego uktadu rownan catkowych (5.1) w przestrzeni BCy.

Ponadto, w swietle Uwagi 1.2 oraz opisu jader miar niezwartos$ci pig, fp, fie
umieszczonego po dowodzie Twierdzenia 4.1.4 wnioskujemy, ze funkcja x = z(t)
jest jednostajnie ciagla na przedziale R, .

Koniec dowodu. O

Pokazemy teraz przyklad ilustrujacy rezultat Twierdzenia 5.1.3.

Przyklad 5.1.4. Rozwazmy nastepujacy nieskonczony uktad nieliniowych kwa-

dratowych réwnan catkowych typu Volterry-Hammersteina

£(t) = sin (nt + 1)

t+n

+(n T (1) N z2 (t) N xflw(t))/n s arctg (22(s) + 22,1 (s)) ds, (5.19)

+22(t) n+1  n+2 ) n+s2+e2 B+n+s
0

dlan =1,2,... oraz t € R,. Dodatkowo [ jest dodatnia stalg, ktora zostanie

sprecyzowana w dalszym ciagu. Zauwazmy, ze nieskonczony uklad (5.19) jest
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szezegblnym przypadkiem uktadu (5.1), jezeli przyjmiemy

an(t) = sin <”t i 1) , (5.20)

t+n
fult yo T Tan | Ta (5.21)
Wt Ty, T, .. ) = , _
b n+z2 n+l n+2
s
knltys) = T (5:22)
arctg (22 + 22 )
gt z1,29,...) = B+n—|—t2+ (5.23)

dlan=1,2,... oraz t € R,.

W celu pokazania, ze nieskonczony uktad rownan catkowych (5.19) ma rozwia-
zanie w przestrzeni Banacha BC, = BC(R.,l.) wystarczy zastosowaé¢ Twier-
dzenie 5.1.3. W tym celu pokazemy, ze funkcje okreslone wzorami (5.20) - (5.23)
spelniaja zaltozenia (i) - (xi) Twierdzenia 5.1.3.

Zauwazmy najpierw, ze funkcje a,(t) opisane wzorem (5.20) spetniaja warunek
Lipschitza ze stalyg L =1dlan =1,2,... . Zatem te funkcje sa jednakowo ciggte

na R,. Ponadto mamy, ze
A=sup{la,(t)] :n=1,2,....t eRy} =1.

Pokazuje to, ze zalozenie (i) jest spelnione.

Nastepnie zauwazmy, ze funkcje f, = f,.(t, x1, 22, ... ) dane wzorem (5.21) prze-
ksztalcaja Ry x R® w R (n = 1,2,...). Ponadto, biorac pod uwage, ze funkcje
fn nie zaleza wprost od ¢ wnioskujemy, ze spetione jest zalozenie (v).

W celu wykazania zalozenia (vi) ustalmy liczbe r > 0 oraz wezmy = = (z;),
y = (y;) € ly takie aby ||z]|,. < r oraz ||y|,, < r. Wtedy uwzgledniajac wzor

(5.21), dla dowolnej liczby naturalnej n, mamy

|fn(t7wla$27 s ) - fn(t7y17y27 <. )’

<|—m I fy L2 — 2 +;x3 — ).
X n +$n n+ Un n+ 1 n+1 n+1 n -+ 2 n+2 n+2
Nastepnie uwzgledniajac nieréwnosé
x Y 1
2 2 < _|’7‘; - y|a
n—+ux n+y n
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otrzymujemy

|fh(t,$1,$2,...) _'jh(t7y17y27"'”

< it =l + == (omsal + lgmeal ) loss = v
o (2 el + 9242 ) e — vl
n+2 n+2 n+2[|Yn+2 n+2 n+2 n+2
P UL L VO PR Ll PP
n n+1 n—+ 2
<max{1 U }[lx gl [t — Y|+ sz — gl
n'n+1'n+2 " " "

<3max {1,r, 7} sup {|z; — yi| : i = n}.
Zatem, zalozenie (vi) jest spetnione dla
I(r) = 3max {1,7,r°}.

Zauwazmy dalej, ze f,(t) = |f.(t,0,0,...)] = 0 dla kazdego n = 1,2,... . Zatem
funkcje (f,) spelniaja zalozenie (vii), oraz F = 0.

Nastepnie widzimy, ze funkcje k,(t, s) definiowane wzorem (5.22) sa ciagle na
zbiorze R%. Poza tym, dla dowolnie ustalonych #1,t, € R, (bez straty ogolnosci
mozemy zalozy¢, ze t; < ty) oraz dlan € N, s € R, mamy nastepujaca nieréwnosé

S S
kn(ta,s) — kn(t1,s)] = -
[fn(t2, 5) (t1, 5)] n+s2+12 n+ s+t
(13— 1) st + sty

= < ty —t
(n+s2+13)(n+s2+12) (n+s2+t%)(n—|—s2+t§)‘2 il

< sh o sh ts—t1] < (4 ) [t — ta] = [t — 1]
S\nt242  nt24g)? S\ o) oA

Powyzsze oszacowanie pokazuje, ze funkcje k,(t,s) (n = 1,2,...) spetniaja zalo-

zenie (i1).
W celu wykazania zalozen (iii) oraz (iv) wystarczy zauwazyc¢, ze
s 1

s
kn(t,s)| < < <z
[fn (2, 5)] s24+n " s24+1 2

oraz
t t

1 2 1 2t2 1
/]kn(t,s)|ds:—/—sds:—ln nt e <=In2
2) n+s2+1t2 2 n + t? 2

0 0
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dlan =1,2,... . Zatem zalozenia (iii) oraz (iv) sa spelnione dla nastepujacych

stalych

1 1
K1:—1H2, KQZ—.
2 2

Nastepnym naszym krokiem jest wykazanie zalozenia (viii). W tym celu
ustalmy liczbe r > 0 oraz wezmy = = (x;),y = (y;) € [ takie, ze ||z|,, < r
oraz ||y, < r. Wtedy uwzgledniajac wzor (5.23), dla dowolnych ¢ € R, oraz
n € N, otrzymujemy

’gn<t,$17$27 e ) - gn<t7y17y2’ s )|
1

S B+n+t2 arctg(mi + xiﬂ) - arctg(yi + yi+1)‘
1 2 2 2 2
< 5 +1 ‘(l’n - yn) + (xn—s—l - yn+1)|
1
<FTT {ixn = gl (Il + Il ) + L2 = s (Jma] + |yn+1|)}
< oo (Jn = val + )
811 Y +1 — Ynt1
4r
< supilx; — vyl 11 = nt.
Zatem funkcje g, (t,z1,20,...) (n=1,2,...) spelniaja zalozenie (viii) z funkcja
4r
m(r) = )
(r) B+1

Poza tym otrzymujemy

s 1 s
<5 <

2 f+n " 208+1)

dlan € Noraz t € R,. To pokazuje, ze zalozenie (iz) jest spelnione ze stala

’gn(t7 L1, T, .-

ARECE)

Dalej, dla dowolnie ustalonych n € N oraz t € R, otrzymujemy

/0 ‘gn(sy 331(3), $2(8), . )| ds < / arCtg(x"(S) + $n+l(s>) ds

B+ n+ s?
0

71.2

<7T/ ds <
S 2) B4n+st 4B
0
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Zatem wnioskujemy, ze funkcje g, speilniaja zalozenie (x) ze staly

7T2

W T

dlan=1,2,... .

Ostatecznie laczac powyzej ustalone wartosci statych A, F, K, K, g, G oraz
uwzgledniajac wzory wyrazajace funkcje [(r) oraz m(r) otrzymujemy, ze pierwsza
nieré6wnos¢ z zalozenia (zi) ma postaé

3mr In 2

" max{1,r,r*} <

4(+1)
Biorac = 37, liczba r = 3/2 spelnia powyzsza nier6wnosc.
Druga nieréwnos$¢ z zalozenia (zi) dla tak przyjetych stalych g = 37, ro = 3/2

przyjmuje postac
27mIn 2 . 2431In 2 _

608 304
Ta nieré6wnos$¢ jest prawdziwa, zatem zaltozenie (xi) jest spelnione.

1.

Zatem stosujac Twierdzenie 5.1.3 wnioskujemy, ze nieskoriczony uktad rownan
catkowych (5.19) ma co najmniej jedno rozwiazanie x(t) = (z,(t)) zawarte w kuli

§3/2 w przestrzeni BCy,. To rozwiazanie jest jednostajnie ciggte na przedziale R, .

5.2 Istnienie rozwigzan nieskonczonych uktadéw réwnan cal-
kowych w klasie ciggéw funkcyjnych jednakowo znika-

jacych w nieskoriczonosci

W tej czesci pracy bedziemy studiowaé¢ bardziej og6lny nieskonczony uktad
nieliniowych rownan catkowych. Rozwazania beda prowadzone w tej samej prze-
strzeni Banacha BC(R,,l), ale wykorzystana zostanie inna z miar niezwartosci
okreslonych wczesniej. To podejscie pozwoli nam uzyskaé rezultat egzystencjalny
dotyczacy wspomnianego uktadu, lecz pod stabszymi warunkami niz te, ktore wy-
stepuja we wcze$niejszym podrozdziale. Zatem ten rezultat jest pewnym uogol-
nieniem wczesniej podanego wyniku.

Jak juz zostalo wcze$niej wspomniane, nasze rozwazania beda dotyczy¢ prze-

strzeni Banacha BC(Ry, ) = BCy opisanej wczesniej. Bedziemy uzywaé¢ miary
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niezwartosci p (X) wyrazonej wzorem (4.33) (dla @ = 1). Dokladniej mowiac ta

miara jest okreslona nastepujaco

Ha(X) = Wi (X) + Fine (X) + ase (X)), (5.24)
gdzie skladniki wi®, L oraz a., sa opisane odpowiednio wzorami (4.26), (4.27)
oraz (4.30), ktore tu przypomnimy:

we (X) = lim {sup { sup { sup |z, (t) — zn(s)| : t,s € Ry, |t — 5] < 6}}},

=0 | zeXx neN

—1 . .
(X)) = lim ¢ sup < lim sup {sup ()] k>n } ,
X RETS I SR

Uoo(X) = Tlim { sup {sup { sup |z, ()] : t > T}}}
=0 | z=x(t)eX neN

Uwaga 5.2.1. Bardzo istotna jest obserwacja, ze do jadra miary u3, ktorej be-
dziemy uzywac, naleza takie zbiory X z przestrzeni BCy, = BC(R,,l), ze ele-
menty tych zbioréw sa ciggami funkcyjnymi okreslonymi na R, i m.in. takimi,
ze sa to ciggi jednakowo znikajace w nieskonczonosci. Doktadniej mowiac, jadro
ker 1} miary p! sktada sie z ograniczonych podzbioréw X przestrzeni BC(R,, )
takich, ze funkcje z X sa jednakowo ciagle na R, i zmierzaja do zera z ta sama
predkoscig, tzn. jednostajnie ze wzgledu na zbiér X. Ponadto, wszystkie prze-
kroje X (t) = {z(t) : x € X} zbioru X naleza do jadra ker y miary niezwartosci u

w przestrzeni Banacha [..

Rozwazmy nieskoniczony uktad nieliniowych kwadratowych réwnan catkowych

typu Volterry-Hammersteina, takiej postaci jak (5.1), tzn.

t

Tn(t) = an(t) + fu(t,z1(t), 22(t),...) / kn(t, $)gn(s, z1(s), za(s),...)ds
0
dlate R, orazdlan=1,2,... .

Sformutujemy teraz zatozenia pod jakimi bedzie rozwazany nieskonczony uktad (5.1).
(1) Ciag (a,(t)) jest elementem przestrzeni BCy, takim, ze tlim a,(t) = 0 jedno-
—00

stajnie wzgledem n € N tzn. spelniony jest nastepujacy warunek

V AV VY w0 <

e>0 T>0 t=T neN
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Ponadto, lim a,(t) = 0 dla wszystkich ¢t € R..

n—oo

Oznaczmy przez A norme elementu (a,(t)) w przestrzeni BCy,
A=sup{la,(t)| : t eRy,n=1,2,...}. (5.25)

(1) Funkcje k,(t,s) = k, : RY — R sa ciagle na zbiorze R? (n =1,2,...). Co
wiecej, funkcje t — k, (¢, s) sa jednakowo ciggle na zbiorze R, jednostajnie

wzgledem s € R, tzn. zachodzi nastepujacy warunek

VdvyVv Vv [It2 =11 < 6 = [ku(t2,5) — hutr, )] < ]

e>0 §>0 neN 8€R+ t17t2€R+

(74i) Istnieje stala K > 0 taka, ze

t
/ ()| ds < I,
0

dla wszystkich t € R, oraz m =1,2,... .
(iv) Ciag (kn(t,s)) jest ograniczony na R? tzn. istnieje stala Ky > 0 taka, ze
[Fn(t,5)] < Ko
dlat,s e Ry orazn=1,2,... .

(v) Funkcja f, jest okreslona na zbiorze R, x R i przyjmuje wartosci rzeczywi-
stedlan =1,2,... . Ponadto, funkcja t — f, (¢, x1, z9,...) jest jednostajnie
ciagta na R, jednostajnie ze wzgledu na x = (x,) € l, oraz jednostajnie

wzgledem n € N tzn. spelniony jest nastepujacy warunek

V34V V \V/[|t—s|<5

€>0 6>0 (z4)€loo nEN t,s€ER4
= ’fn(taxbm%' . ) - fn(8,$1,l'2, - )’ < €:|'

(vi) Istnieje funkcja [ : Ry — R, taka, ze [ jest niemalejaca na R,, ciagta

w 0 oraz istnieje ciag funkcji ( f,) bedacych elementami przestrzeni BC,
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przyjmujacych nieujemne wartosci oraz takich, ze lt1im f.(t) = 0 jednostajnie
—00
wzgledem n € N oraz lim f,(t) = 0 dla kazdego ¢ € R,. Ponadto dla
n—oo

kazdego r > 0 spelniona jest nastepujaca nieré6wnosé
|fn(t, 21,20, ...)| < f,(t) +1(r)sup {|x2| T > n}

dla kazdego = = (z;) € l takiego, ze ||z|,, < r, dla kazdego t € R, oraz
dlan=1,2,....

Zauwazmy, ze na podstawie zalozenia (vi) mozemy okresli¢ stala
F:sup{fn(t) teR,n= 1,2,...}.
Ponizej formutujemy pozostale zalozenia pod jakimi bedziemy rozwaza¢ uktad (5.1).

(vii) Istnieje funkcja m : Ry — R, taka, ze m jest niemalejaca na R, ciggla w 0,

oraz spelniona jest nastepujaca nieré6wnosé

|f7’b(t7‘r17$27 . ) - fn<t7y17y2’ s )| < m(T)Hl‘ - y“loo

dla kazdego r > 0, oraz dla = = (z;), y = (v;) € l takich, ze ||z, < r,
lylli. <7 idlawszystkich t € Ry orazn=1,2,... .

(viti) Funkcja g, jest okreslona na zbiorze R, x R* i przyjmuje wartosci rzeczy-
wiste dla n = 1,2,... . Ponadto operator g okre$lony na zbiorze Ry X [

(92)(t) = (gn(t, 2)) = (91(t, 7), 92(t, @), ... )

przeksztatca zbior R, x [, w przestrzen /.. Dodatkowo operator g jest taki,
ze rodzina funkcji {(gx)(t)}t€R+ jest jednakowo ciggla w przestrzeni [, tzn.

dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze

1(gy) (@) — (92) (D)1 <€

dla kazdego t € R, i wszystkich z,y € [, takich, ze ||z — yl,, <.
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(iz) Operator g okreslony w zalozeniu (viii) jest ograniczony na zbiorze Ry X [.

Doktadniej méwigc, istnieje dodatnia stata G taka, ze
1(g2)()llie = sup|gn(t,2)| < G
neN
dla wszystkich x € [, oraz t € R,.

(x) Istnieje dodatnie rozwiazanie ry nieréwnosci
A+ FGK, +GKyril(r) <r

takie, ze
GK;imax {l(ro), m(ro)} <1,

gdzie state A, F, G, K, zostaly okreslone powyze;.

Przed sformutowaniem gléwnego rezultatu tego rozdzialu wskazemy na kilka

konsekwencji zatozenia (7).

Lemat 5.2.2. Niech funkcja x(t) = (z,(t)) bedzie elementem przestrzeni BCy.
Wtedy ciqg (x,) jest ograniczony i lokalnie jednakowo cigglty na R.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze funkcja © = z(t) = (z,(t)) jest funkcja ciagla na
przedziale R, o wartosciach z przestrzeni l,. Zatem dla kazdego T' > 0 funkcja z(t)
jest jednostajnie ciagla na przedziale [0, T]. Stad wynika, ze dla kazdego, dowolnie
ustalonego £ > 0, mozemy znalez¢ § > 0 taka, ze z nier6wnoSci |t; — t5] < 4, dla

t1,to € [0,T] wynika, ze
z(t2) — z(tr) i = sup {|zalts) — 2,(t1)] :n=1,2,...} <e.

Zatem nier6wnos¢ |z, (te) —x,(t1)| < € jest spelniona dla wszystkich n = 1,2,... .

Podsumowujac wnioskujemy, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla
dowolnych t,ty € [0,T] takich, ze [ty — t1] < 0, oraz dla wszystkich n = 1,2, ...
zachodzi nier6wnosé |z, (ta) — z,(t1)| < €. To oznacza, ze ciag funkcji (z,,) jest
jednakowo ciagly na przedziale [0,7]. Zatem ciag (x,) jest lokalnie jednakowo
ciggly na R,.
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W dalszej czesci dowodu zauwazmy, ze funkcja x(t) € BO(R,, 1) jest ogra-
niczona na R,. Oznacza to, ze istnieje stala M > 0 taka, ze ||z(t)|,, < M dla
kazdego t € R,. Stad wynika, ze |z,(f)] < M dlan = 1,2,... oraz dla kazdego
t € R,. To pokazuje, ze ciag (x,) jest ograniczony na przedziale R . O
Lemat 5.2.3. Niech ciqg funkcji (a,(t)) bedzie elementem przestrzeni BCy, takim,
Ze tlim a,(t) = 0 jednostajnie wzgledem n € N (por. zalozenie (i)). Wtedy cigg

—00
(ay) jest ograniczony oraz jednakowo ciggly na R.

Dowdd. Ograniczonos¢ ciggu (a,) na Ry wynika wprost z Lematu 5.2.2. W celu

udowodnienia jednakowej ciagltosci (a,) na R, ustalmy ¢ > 0. Uwzgledniajac

zatozenie o jednostajnej granicy, mozemy znalezé¢ liczbe T > 0 taka, ze

lan ()] <

] o

dlat > T orazn =1,2,... . Z drugiej strony, uwzgledniajac Lemat 5.2.2 wniosku-
jemy, ze ciag (a,) jest lokalnie jednakowo ciagly na R,. Zatem mozemy okresli¢
liczbe 6 > 0 tak aby

€
an(ts) — an(t2)] < 5
dlaty,ty € [0, 7] takich, ze |ty —t;| < 6 oraz dla wszystkich n = 1,2,... . Nastepnie

ustalmy dowolne t1,t, € R, takie, ze |ty — t;| < J. Bez straty ogolnosci mozemy
zalozy¢, ze t; < ty. Jezeli ty,1s € [0,T], wtedy w $wietle powyzej ustalonego faktu
mamy, ze

|a71(t2) - an(tl)l <

DO | ™

dlan=12....
Jezeli t1,t; > T, wtedy otrzymujemy

|an(t2) — an(t1)] < lan(t2)] + [an(t1)] <

DO ™

dlan=12....
Zatozmy teraz, ze t; < T < ty. Wtedy ustalajac dowolnie n € N i biorac pod

uwage powyzej pokazane zaleznosci otrzymujemy

|an(t2) = an(tr)] < lan(tz) = an(T)] + lan(T) = an(t)| < 5 + 5 =&

5
2
To pokazuje, ze ciag (a,) jest jednakowo ciagly na R,. ]

DN ™
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W dalszej czesci zauwazmy, ze jako konsekwencje Lematu 5.2.2 otrzymujemy

nastepujacy wniosek.
Wnhniosek 5.2.4. Wartosé A zdefiniowana réwnoscig (5.25) jest skoriczona.

Sformutujemy teraz twierdzenie o istnieniu rozwiazania nieskoriczonego uktadu

rownan catkowych (5.1).

Twierdzenie 5.2.5. Jezeli spetnione sq zatozenia (i) — (x), to nieskoriczony uktad
réwnan catkowych (5.1) ma co nagmniej jedno rozwigzanie x(t) = (z,(t)) w prze-
strzeni BCo = BC(R4, 1s).

Dowdd. Na poczatku, analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 5.1.3, okreSlmy

trzy operatory F, V, () na przestrzeni BC,, w nastepujacy sposob:

(P)(t) =((Ea)(0)) = (b, 2(0))) = (ot a(8) 2a(0)....),
(Va) () =(Vi)(®) = ([ e, )gn(s,(5) ). )ds).

(Qx)(t) =((Quz)(t)) = (an(t) + (Fuz)(t) (Vo) (2)).

Najpierw pokazemy, ze operator I’ przeksztalca przestrzen BC,, w siebie.
W tym celu ustalmy funkcje z = z(t) = (2,(t)) € BCx. Wtedy w $wietle zalozenia

(vi) mamy nastepujace oszacowanie
|((Faz) ()] = [fu(t, 21(t), 22(1), .. )]
< Fo(®) + U([l2(®)he) sup {Jzi(t)] i > n} (5.26)
dlat € Ry oraz dlan = 1,2,..., gdzie funkcje f, oraz [ = [(r) zostaly okreslone

w zalozeniu (vi). Stad na podstawie (5.26) wnioskujemy, ze

|Fz||pe.. <F+1(|z]lses) |zl Ben (5.27)

dla kazdego © € BC,,. To pokazuje, ze funkcja F'z jest ograniczona na R,.
W celu udowodnienia cigglosci funkcji F'x na przedziale R, , ustalmy dowolnie
e > 0. Wtedy z zalozenia (v) otrzymujemy, ze istnieje § > 0 taka, ze dla t,s € Ry

oraz |t — s| < 0 spelniona jest nastepujaca nieréwnosé

N

|fult,x1,29,...) — fu(s, 21, 22,...)| <€
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dla kazdego = = (x;) € lo. To implikuje, ze
I(Fz)(t) = (Fa)(s)]li. <€

dla t, s € R, takich, ze |t — s| < 0. To oznacza, ze funkcja Fx jest ciagla (nawet
jednostajnie ciggla) na R, . Ostatecznie otrzymujemy, ze operator F przeksztalca
przestrzen BC',, w siebie.

Przejdzmy teraz do pokazania, ze operator V' dziala z przestrzeni BC, w siebie.
Zatem, podobnie jak powyzej, ustalmy funkcje x = z(t) = (z,(t)) € BCy. Wtedy,
dla dowolnie wybranych liczb t € R, oraz n € N, w Swietle zalozen (iii) oraz (ix),

mamy

|(Vaz) ()] < /Ikn(t,S)llgn(s,Il(S%SBQ(S),---)Ids

t t
< /|kn(t, 9)|G ds < E/ e (t, 8)|ds < G (5.28)
0 0
W szczegoblnosci powyzsze oszacowanie pokazuje, ze funkcja Vi jest ograniczona
na przedziale R .
Nastepnie ustalmy € > 0 oraz wybierzmy liczbe § > 0 wedlug zalozenia (7).
Wtedy, dla dowolnie ustalonych liczb t;,t, € R, takich, ze [t — t1] < §, na

podstawie zalozen (it) oraz (ix) (zakladajac dodatkowo, ze t; < to), otrzymujemy

|(Vinz)(t2) — (Vo) (t1)]

< /kn(tg,s)gn(s,xl(s),xg(s),...)ds—/kn(tl,s)gn(s,ml(s),xg(s),...)ds
+ /k:n(tl,S)gn(s,xl(s),xg(s),...)ds—/kn(tl,s)gn(s,xl(s),xg(s),...)ds

to

< / |k (ta, 8) — kn(t1, s)||gn(s, x1(s), xa(s), ... )|ds

to

+ / |k (t1, 8)||gn(s, x1(s), za(s), ... )|ds

t1
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[2)

< /wk(5)|gn(s,x1(s),$2(3),...)\ds—i—/Kglgn(s,xl(s),xg(s),...)\ds, (5.29)

0

gdzie K, jest staly wystepujaca w zalozeniu (iv). Z kolei wy(9) oznacza zwykly
modul ciagtosci ciagu funkeji t — k, (¢, s) na przedziale R, (zgodnie z zalozeniem
(i1)). Oczywiscie mamy, ze wg(6) — 0 dla § — 0.

Biorac pod uwage oszacowanie (5.29) oraz zalozenie (iz), otrzymujemy
|(Vo) (t2) — (Voz) (t1)]| < Gui(6) + Ky G4, (5.30)

Zatem otrzymujemy, ze funkcja Vx jest ciagla na przedziale R,. Laczac ograni-
czono$¢ funkeji Vx z jej ciagloéciag na R, wnioskujemy, ze operator V' przeksztatca
przestrzen BC',, w siebie.

Biorac pod uwage fakt, ze przestrzen BC,, = BC(Ry,l.) tworzy algebre
Banacha ze wzgledu na mnozenie po wspoétrzednych ciggéow funkcyjnych, oraz
uwzgledniajac definicje operatora @), a takze zalozenie (i) stwierdzamy, ze dla
dowolnie ustalonej funkcji x = x(t) € BCy funkcja (Qz)(t) = ((Qnz)(t)) =
(an(t) + (Foz)(t)(Vaz)(t)) dziala z przedzialu Ry w przestrzen lo. Faktycznie,
w $wietle faktu, ze ((F,z)(t)) € lo dla kazdego ¢ € R, oraz oszacowania (5.28)

mamy

(@) ()] < lan(t)] + G K|(F,2)(t)]-

Stad stosujac (5.26) otrzymujemy, ze (Qx)(t) = ((Qn,z)(t)) € Iy dla kazdego
teR,.

Zauwazmy nastepnie, ze ciagltosé funkeji Qx na R, jest konsekwencja tego, ze
obie funkcje F'x oraz Vx sa ciaggle na R, . Podobnie mozemy stwierdzi¢, ze funkcja
Qx jest ograniczona na przedziale R,. Wystarczy wykorzysta¢ zalozenie (i) oraz
Lemat 5.2.2.

Ostatecznie zauwazmy, ze laczac wszystkie powyzej wskazane wlasnosci funkeji
Qx, otrzymujemy, ze operator () przeksztatca przestrzein BC,, w siebie.

Dalej, na podstawie nieréwnosci (5.27) oraz (5.28), dla dowolnie ustalonych
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n € N oraz t € R, mamy

(@u)(O] < lan(®)] + | (Fur) (Ol (Va) (1)
<A+ |F+Ulle] el pe. |Gy
< A +FaK1 +§K1 l(HxHBCoo)H‘THBCoo’

Z powyzszego oszacowania i zalozenia (x) wynika, ze istnieje liczba ry > 0 taka,
7e operator () przeksztalca kule B,, w siebie.

Pokazemy teraz, ze operator @ jest ciagty na kuli B,,. Biorac pod uwage
postaé operatora (), wystepujaca na poczatku tego dowodu widzimy, ze wystarczy
udowodni¢ ciaglosé operatorow F' oraz V' osobno.

W tym celu ustalmy dowolnie ¢ > 0 oraz z € B,,. Nastepnie wybierzmy
dowolny punkt y € B,, taki, ze ||z — y|lpc.. < . Wtedy dla kazdego ustalonego

t € R, na mocy zalozenia (vii) mamy

I(Fy)(t) = (F2) (@) [l1e < m(ro)llz =yl < em(ro).

W szczegdlnoéci pokazuje to, ze operator F jest ciaglty w kazdym punkcie kuli B,,.
W calu udowodnienia cigglosci operatora V na kuli B,, okreslmy funkcje § =

d(e) w ponizszy sposob
d(g) = sup {|gn(t,y) —gn(t,2)| 2y €l |ly — 2|1, e, t€ERy N E N}.

Oczywiscie z zalozenia (viii) wynika, ze 6(¢) — 0 dla ¢ — 0. Nastepnie biorac

r,y € B,, takie, ze |y—z| pc,, < corazt € R, dla dowolnego n € N otrzymujemy

|(Vay)(t) = (Vaz)(1)]

t

< / ont, )19 (5, 91 (), 32(), .. ) — g5, 22(5), 2(5), ... )|ds

< / e (. 9)]6(2)ds < 1o (c).

To prowadzi do oszacowania
IV = Vyllpe. < Kid(e).

82



Zatem, operator V jest ciagly na kuli B,,.
Ostatecznie wykazaliémy, ze operator Q jest ciagly na kuli B,,.

W dalszym ciagu rozwazymy pierwszy ze skladnikow miary pl, to znaczy wiel-
kos¢ w§® wyrazong wzorem (4.26). Ustalmy dowolnie liczbe ¢ > 0. Nastepnie
wybierzmy warto$é¢ 6 > 0 zgodnie z zalozeniem (v). Wybierzmy niepusty podzbior
X kuli B,,, oraz wezmy dowolna funkcje z € X oraz n € N. Wtedy dla dowolnych

t,s € Ry takich, ze |t — s| < 0, uwzgledniajac zalozenia (v) oraz (vii) mamy

((Fnz)(t) — (Fax)(s)] = [fa(t, 21(2), 22(E), - ) = fuls, 21(s), 22(s), .. )]
< | falty 21 (8), 22(t), .. ) = fuls, 21(2), 22(2), - . )]
+ [fu(s,21(t), 22(t), .. ) = fuls, 21(s), 22(s), ...
< e+ m(ry) sup {|lz(t) — z(s)[li : t,s € Ry, [t — 5| < 6}
< e+ m(rg) w™(z,9).

(
(

Nastepnie na podstawie powyzszego oszacowania otrzymujemy
w*(Frx,e) < e+ m(rg) we(x,d). (5.31)

Ustalmy nastepnie liczbe € > 0 i wybierzmy ¢,y € Ry tak, aby [to — ;] < ¢
Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze t; < t,. Wtedy w Swietle oszacowania

(5.30) otrzymujemy nastepujgca nier6wnoscé
(Vo) (t2) — (Voz)(t1)] < Gui(e) + G Kse.
To prowadzi do oszacowania,
we(Vr,e) < Gup(e) + G Kse. (5.32)

Teraz bioragc pod uwage reprezentacje operatora (), dla dowolnej funkcji x € X

oraz dowolnych liczb ¢, s € R, otrzymujemy

Q) (t) = (Q)(8) |l < lla(t) — als)]line
HIVa) Ol N (Fe) () = (F2)(8)]le + [ (F2)($) i [(Va) () = (V) (5)]|1ce
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gdzie a(t) = (a,(t)).
Nastepnie ustalmy ¢ > 0 i zalézmy, ze |t — s| < e. Wtedy z powyzszej nieréwnosci
i oszacowan (5.31), (5.32), (5.27), oraz (5.28), mamy

we(Qx,e) <w™(a,e) + G K (g + m(rg) w™®(z,¢))
+ (74‘ 7‘01(7“0)) (@wk(g) + G K, 5).

Teraz uwzgledniajac Lemat 5.2.3 wnioskujemy, ze w*>(a,e) — 0 dla ¢ — 0. Na-
stepnie majac na uwadze, ze wi(e) — 0 dla ¢ — 0, z powyzszego oszacowania

wyprowadzamy nastepujacg nieré6wnoscé
w®(QX) < G Kym(rg) w(X). (5.33)

Rozwazymy nastepnie drugi sktadnik miary niezwartosci p! (por. wzor (5.24))
oznaczony przez fil i okreslony wzorem (4.27).
W tym celu ustalmy niepusty podzbiér X kuli B,, i wybierzmy dowolng funkcje
x = z(t) € X. Dalej, wezmy liczbe naturalng n oraz T > 0. Wtedy dla ustalonego
t € [0,7], uwzgledniajac posta¢ operatora @) i oszacowania (5.26) oraz (5.28),

otrzymujemy

|(@n) ()] < lan ()] + Ifn(t,fvl(t),m(t)a--‘)I/Ikn(tS)Ilgn(saxl(S),Ia(S),-")Ids

< lan(®)]+ [Fa®) + Lll2(®)l) sup {Jo(t)] i > n}|G Ko,

Nastepnie biorgc supremum po wszystkich x € X, z powyzszego oszacowania

otrzymujemy

51 Q) 1] < o) + G [7,0) + 1) sup {sup o) 53 1} )

zeX

Stad, biorac pod uwage zalozenia (i) oraz (vi), wyprowadzamy nastepujaca nie-

rownoscé

i {sup (@) (0]} < Gt { tim {sup {sup (o) 14> )} } |-

n—oo | peX n—=o0 (zeX
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Ostatecznie biorgc supremum po t € [0, T], po obu stronach powyzszej nieréwnosci,

a nastepnie dla T — oo, na podstawie wzoru (4.27) dostajemy
Ta(QX) < G K1 1(ro) s (X). (5.34)

W celu oszacowania ostatniego skladnika a,, miary niezwartosci u! (por. wzor
(5.24)) wyrazonego wzorem (4.30), ustalmy niepusty podzbiér X (X C B,,) i wy-
bierzmy funkcje z € X. Nastepnie wybierzmy dowolnie 7" > 0. Wtedy biorac

t > T i uwzgledniajac otrzymane wezesniej nier6wnosci (5.26) oraz (5.28), mamy
sup{|(Quz)(t)| : n € N} < sup {|an(t)| : n € N}
t
+sup ] | fult, z1(t), 22(1), ... )] / |kn(t, 8)]|gn (s, 21(s), 22(s),...)|ds:n € N
0

< sup {|a,(t)| : n € N} + sup [fn(t) +1(ro)sup {|z;(t)| : i = n} :n € N]EKl
< sup {|a,(t)] : n € N} +1(ry) G Ky sup [sup{|3:i(t)| tizn}pine N]
+ G Kysup {f,(t) : n € N}.

Dalej, biorac w powyzszym oszacowaniu supremum po ¢t > T a nastepnie po x € X,

otrzymujemy

sup{ sup {sup {1(Que) )] < 1} }

zeX | t2T

< sup { sup {|a,(t)| :n € N}}

t=>T

+l(r0)@K1{§1€1)13{ig;){sup{\xn(tﬂ ‘ne N}}}}
mm{sup{sup (Fult)ine N}}}.

t=>T

Biorac pod uwage zalozenia (i) oraz (vi) dla T'— oo, otrzymujemy nastepujaca
nier6wnos¢
oo (QX) < 1(10) G K1 a0 (X). (5.35)

Ostatecznie taczac oszacowania (5.33)-(5.35) oraz uwzgledniajac wzor (5.24),
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dla dowolnego niepustego podzbioru X kuli B,, dostajemy nieréwnosé

G Kim(re) w(X) + G Ky 1(ro) L (X) + (1) G K1 as(X)
GK;ymax {I(rg), m(ro) } ps(X).

1a(QX) <
<

Zatem, biorac pod uwage fakt, ze operator () jest ciagly, oraz przeksztatca kule B,
w siebie, a takze uwzgledniajac zatozenie (x) oraz Twierdzenie 1.1 wnioskujemy,
ze nieskoriczony uklad rownan catkowych typu Volterry-Hammersteina (5.1) ma
co najmniej jedno rozwiazanie x = x(t) w przestrzeni BC,, = BC(R,,l.,), ktore
zawarte jest w kuli B,, i jest jednostajnie ciggte na przedziale R,.

Koniec dowodu. [

Pokazemy teraz przyktad ilustrujacy rezultat o istnieniu rozwiazania nieskoni-

czonego uktadu réwnan catkowych, uzyskany w Twierdzeniu 5.2.5.

Przyklad 5.2.6. Rozwazmy nastepujacy nieskonczony uktad nieliniowych rownan

catkowych typu Volterry-Hammersteina postaci

n(t)

A BT
Cl4n2 2 \n24+2 0 1423t

. vxn+1(t)> j 1 +n(5 arcig (M) s, (5.36)

n+ x3(t) 52 +12) n+ s
0

dlan=1,2,... oraz t € R,. Zakladamy ponadto, ze liczby «, 3, v wystepujace
w powyzszym uktadzie sa dodatnimi statymi.

Zauwazmy, ze nieskonczony uktad (5.36) jest szczegolnym przypadkiem uktadu
(5.1) dla

at
an(t) = T (5.37)
ﬂ YTn VYTn+1
(ty, T, ) = , 5.38
fult 1,2 ) n2+t2  1+22 n+ 23 ( )
s
ko(t,s) = ————, 5.39
( S) 1—|—7’L(82+t2) ( )
xr + x,
gn(t, 21, xa,...) = arctg ( ;H_ v ) (5.40)
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dlan=1,2,... oraz t,s € R,.

Pokazemy, ze nieskoniczony uktad réwnan catkowych (5.36) ma rozwiazanie
w przestrzeni Banacha BC,, = BC(R,, ). W tym celu zastosujemy Twierdze-
nie 5.2.5. Pokazemy zatem, ze funkcje okreslone wzorami (5.37)-(5.40) spelniaja
zalozenia (i)-(x) Twierdzenia 5.2.5.

Zauwazmy najpierw, ze funkcja a,(t) okreslona wzorem (5.37) jest elementem
przestrzeni BC, dlan =1,2,... . Uwzgledniajac nier6wnosé¢

at
an(8)] = anlt) < 1o

stwierdzamy, ze tlggo a,(t) = 0 jednostajnie wzgledem n € N. Ponadto, zachodzi
rownos¢ lim a,(t) = 0 dla kazdego t € R,. To pokazuje, ze ciag (a,(t)) spelnia
zaloZenienacf Po wykonaniu rachunkéw otrzymujemy, ze

a2
4 M

A=

gdzie stala A jest definiowana wzorem (5.25). (Jest to nie tylko supremum ale
nawet maksimum dla n = 1, t = v/2.)

Zaobserwujmy dalej, ze funkcja k, (¢, s) okreslona wzorem (5.39) (n =1,2,...)
jest ciagta na R%. Dodatkowo, uzywajac standardowych narzedzi rachunku roz-

niczkowego widzimy, ze
1
|kn(t2, 8) — kn(t1,5)] < ﬁ'tQ — 1]

dla n = 1,2,... oraz dla t1,ts € R,. To oznacza, ze ciag funkcji (k,(-,s)) jest
jednakowo ciggly na R, jednostajnie wzgledem s € R,.
Podsumowujac stwierdzamy, ze zalozenie (ii) jest spelnione.

Zauwazmy nastepnie, ze dla kazdego n € N oraz dla dowolnych ¢, s € R, mamy
nastepujace oszacowanie

s s
< <
1+ ns? 1+ s2

‘kTL(tJ S)‘ <

N —

Zatem ciag (k,(t,s)) jest ograniczony na R, ze stala



To pokazuje, ze zatozenie (iv) jest spelnione.

Z drugiej strony otrzymujemy

t t
S 1 1+ 2nt? 1 1
ko(t,s)|lds= | ————+ds=—In| — ] <—In2< -In2.

/l (t, 5)lds /1+n(52+t2)8 an<1+nt2>\2nn So

0 0
Powyzsza nieréwnos$é¢ pokazuje, ze ciag funkeji (k, (¢, s)) spelnia zalozenie (ii7) ze
stala

1
K1 = 5 In 2.

Wezmy teraz pod uwage funkcje t — f,,(t, 21, 29, ... ) okreslona wzorem (5.38)

dlan=1,2,... . Ustalmy dowolnie t;,t; € Ry, x = (z,,) € lo. Mamy wtedy, ze

‘fn(tQ,l’l,xz, .. ) — fn(tl,LEl,ZL'Q, RN )’

_ 252+72+7+12_ 2B2+72+7+12
n*+t; 1l4+z7 n+x; n+ty l4+z7 n+x;

1 1 |t2 — t1|(t1 + t2)
< — <
sP n?+1t3 n2+4+t3 \B(n2+t%)(n2+t§)

= Bt t|{ b + L ]
ST+ ) T (P (2 + 1)

<Blta—tl |2 L L T
SER A T pz 2 T 22| U
dla kazdego n = 1,2,... . To pokazuje, ze funkcje f, (n = 1,2,...) spelniaja

zalozenie (v).
W celu zweryfikowania zalozenia (vi) ustalmy liczbe r > 0 i wybierzmy
x = (2;) € Iy takie, ze ||z|;, < r. Wtedy, dla dowolnie ustalonych n € N

oraz t € Ry, otrzymujemy

|fn(t,$1,$2, s )| <

o

n*+t? 1+a2  n+a?
< b + 7 (|n] + [2n41]) < b + 27sup {|z;] : i > n}.
n? + t2 n? + t2
To pokazuje, ze nier6wnos$¢ z zalozenia (vi) jest spelniona z nastepujacymi funk-
cjami
- 5
folt) = RN
l(r) =2y



dlan=1,2,... . Poniewaz 8
TP

stwierdzamy, ze tlim f.(t) = 0 jednostajnie wzgledem n € N. Ponadto mamy, ze
—00

lim f,(t) = 0 dla kazdego t € R,.

n—oo

Podsumowujac, zalozenie (vi) jest spetnione. Ponadto zauwazmy, ze
F=sup{f,(t):teR,,n=1,2,...} = 3.

Nastepnie ustalmy liczbe r > 0 i wezmy dowolne z = (x;),y = (y;) € l takie,
ze ||z, <7y ||yl < 7. Wtedy dla ustalonych n € N oraz t € R, mamy

Tn Yn Tn+1 yn—l—l
w61, 2o, ... ) — [nll Y1, Y2, ... )| < — —
|xn + xny% — Yn — ynxﬂ |nl‘n+1 + xn—l—ly% — NYn+1 — IL’%yn+1|
h (1+2})(1+y7) (n +23)(n +y3)

(@0t — Ynyt) + (Un¥i — Ynl)|
(14 2%)(1+y?)

<ry|xn_yn|+’7

Tyn |$n+1 - yn+1‘ |($n+1y§ - yn+1y§) + (yn+1y§ - yn+1x§)|
(n+3)(n + v3) (n+23)(n +y3)
YilTn — yn| (|1] + [y D]zy =y

<7|fcn—yn|+7( + Y|Yal

L+ 2)(1 +y7)
y%\xnﬂ — Ynt1]

(n+23)(n + 3

1] 1]
<27|xn—yn|+w( + |21 = 41
(IT+2D)(+v7)  (+2)(1+9i)

(T+27)(1 + i)
(|za| + |y2]) |22 — yo|
(n+23)(n + v3)

+ Y Tns1 = Ynga| + ) + V| Yn41]

|2 |12
+29[2pg1 — ¥y 1|+W’( + |22 — 12
o (n+a3)(n+y3)  (n+x3)(n+y3)
<2’Y|37n - yn‘ +’7T|371 - y1| + 2’7’33n+1 - yn+1| +’YT!$C2 - yz\
<@y +29r)[lr = ylli, = 292 + ) llr =yl -

Widzimy zatem, ze zalozenie (vii) jest spetnione z funkcja
m(r) =2y(2 4 r).

W nastepnej czesci zweryfikujemy zaltozenie (viii). W tym celu ustalmy do-

wolnie n € N i rozwazmy funkcje g, (t,x) = ¢,(t,x1,22,...) okreslona wzorem
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(5.40) tzn.

xl—l—xn
n(t, 21, To,...) = arct .
Gn(t, 71, T2 ) Tg(n+t2)

Wtedy z oszacowania

1]+ 2| _ 21| + |20l
n t? ) PR g g
|gn(t, 21, 72 ) n+ 12 n

wnioskujemy, ze operator g okreslony w zalozeniu (viii) rownoscia

przeksztatca zbior Ry X [ W [.
W dalszym ciagu ustalmy ¢t € R, i wezmy = = (2;),y = (¥i) € loo. Mamy wtedy

xl—i_xn y1+yn
nt,(L’ - nty < -
gn(t, ) — gu(t, y)| < T R

|1 — 1 Ty — Yn] |21 — 1 [Zn — Ynl
< .
n + t2 n+t2 n + n

To pozwala nam wyprowadzi¢ nastepujace oszacowanie

1g2)(t) = (99) ()l = suP {1gn(t, 2) — gu(t,y)| : 1 € N}

<SUp{|x1;yl| + |xn;yn| :nEN}

:Un_ n
<zwpp—7ﬁﬂ:neN}<mm—mm-

7 powyzszej nieréwnosci wynika, ze operator g spelnia zatozenie (viii).

Ponadto dla dowolnych = € [, oraz t € Ry mamy

I62) ()l = sup {lgn(t, )] : n € N} < 7

Oznacza to, ze operator g spelnia zalozenie (ix) ze stala
—

G=—.

2
W kornicu rozwazmy pierwsza nierownosé¢ z zatozenia (z). W tym wypadku

przyjmuje ona postac
« T
—— 4+ —-In2 (8+2yr) <. 5.41
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Z drugiej strony druga nier6wnosé¢ rozwazanego zatozenia (z) przyjmuje postac
T
7§1n2 (2+1) < 1. (5.42)

Wybierajac na przyktad v < ﬁ oraz roy > \% + % widzimy, ze obydwie nieréw-
nosci, (5.41) oraz (5.42), sa spelnione.

Zatem na podstawie Twierdzenia 5.2.5 stwierdzamy, ze nieskoriczony uktad
nieliniowych réwnan catkowych (5.36) ma co najmniej jedno rozwiazanie nalezace
do kuli B,, w przestrzeni BC(R,, ).
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