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Wst¦p

Równania caªkowe stanowi¡ bardzo wa»n¡ gaª¡¹ analizy nieliniowej, która znaj-

duje liczne zastosowania w wielu ró»nych dziedzinach opisuj¡cych i modeluj¡cych

zjawiska spotykane w tzw. ±wiecie rzeczywistym i wyst¦puj¡ce w wielu naukach

przyrodniczych, jak równie» w wielu dziedzinach maj¡cych charakter in»ynierski

i techniczny. Nale»aªoby tutaj wymieni¢ m.in. takie dziedziny jak mechanika, hy-

drodynamika, termodynamika, astronomia, �zyka matematyczna, biologia i ekono-

mia. Zasi¦g zastosowa« teorii równa« caªkowych znacznie powi¦ksza si¦ szczególnie

w ostatnich latach.

Ujmuj¡c rzecz z historycznego punktu widzenia nale»aªoby tutaj wspomnie¢

przede wszystkim fundamentalne prace szwedzkiego matematyka I. Fredholma,

który na przeªomie XIX i XX wieku stworzyª teori¦ opisuj¡c¡ do±¢ gª¦bokie fakty

dotycz¡ce tzw. liniowych równa« caªkowych Fredholma. Nast¦pne wa»ne rezultaty

dotycz¡ce liniowych równa« caªkowych nale»aªoby przypisa¢ V. Volterze, którego

prace dotyczyªy m.in. równa« caªkowych, które nazwano jego nazwiskiem.

Niew¡tpliwe zasªugi w rozwoju teorii równa« caªkowych ma niemiecki mate-

matyk A. Hammerstein, który w latach trzydziestych ubiegªego stulecia uzyskaª

podstawowe rezultaty [26] dotycz¡ce nieliniowych równa« caªkowych zwanych rów-

naniami Hammersteina.

Wyczerpuj¡cy przegl¡d rozwoju teorii równa« caªkowych a» do lat sze±¢dziesi¡-

tych XX wieku zostaª przedstawiony w monogra�i [27], której autorami s¡ wybitni

matematycy rosyjscy. W monogra�i tej mo»na znale¹¢ dane bibliogra�czne doty-

cz¡ce m.in. wy»ej wspomnianych prekursorów teorii równa« caªkowych.

Warto zwróci¢ uwag¦ na bardzo istotny fakt, »e równania caªkowe s¡ niejako

wtórn¡ teori¡ w stosunku do teorii równa« ró»niczkowych (zwyczajnych i cz¡st-

kowych). Wiele wyników uzyskanych w teorii równa« caªkowych ma niew¡tpliwie

swój pocz¡tek w teorii równa« ró»niczkowych. Kwestie te s¡ do±¢ obszernie omó-

wione w czterotomowej monogra�i W. Pogorzelskiego [33] (por. równie» [32]).

Z nowszych opracowa« zwi¡zanych z zasygnalizowan¡ tematyk¡ nale»aªoby tutaj

wymieni¢ np. [11, 17, 20].

W wielu problemach rozwa»anych w matematyce i jej zastosowaniach ªatwo
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jest spotka¢ zagadnienia dotycz¡ce ukªadów równa« caªkowych. Wi¦kszo±¢ tych

zagadnie« mo»na uj¡¢ przy pomocy podobnego aparatu, jak pojedyncze równania

caªkowe. Jednak»e sytuacja znacznie si¦ komplikuje i staje si¦ bardzo odmienna

przy rozwa»aniu niesko«czonych ukªadów równa« caªkowych. Spowodowane jest

to wieloma czynnikami zwi¡zanymi gªównie ze znacznym stopniem komplikacji

tego zagadnienia. Mianowicie, rozwi¡za« niesko«czonych ukªadów równa« caªko-

wych nale»y poszukiwa¢ w postaci ci¡gów funkcyjnych, a wi¦c pojawia si¦ kwestia

poszukiwania odpowiedniej przestrzeni zawieraj¡cej takie ci¡gi oraz aparatu mate-

matycznego, który umo»liwiªby przeprowadzenie odpowiednich rozwa»a« w takich

przestrzeniach.

Warto zwróci¢ tutaj uwag¦ na pewne problemy, w których pojawiaj¡ si¦ nie-

sko«czone ukªady równa« caªkowych. Do takich problemów nale»y niew¡tpliwie za-

liczy¢ proces tzw. semidyskretyzacji stosowany przy znajdywaniu rozwi¡za« pew-

nych typów równa« ró»niczkowych cz¡stkowych (por. [20, 21]). Warto równie»

wspomnie¢ o tym, »e w ostatnich latach niesko«czone ukªady równa« caªkowych

pojawiªy si¦ w zwi¡zku z rozwa»aniami dotycz¡cymi zagadnie« brzegowych dla

niesko«czonych ukªadów równa« ró»niczkowych [12, 30].

Jednak»e teoria niesko«czonych ukªadów równa« caªkowych jest niew¡tpliwie

teori¡ bardzo mªod¡, której rozwój rozpocz¡ª si¦ wzgl¦dnie niedawno. Do tej

pory pojawiªo si¦ stosunkowo niewiele prac po±wi¦conych tematyce niesko«czonych

ukªadów równa« caªkowych (por. [5, 8, 9, 13, 14, 19]). Okazuje si¦, »e tematyka

zwi¡zana z niesko«czonymi ukªadami równa« caªkowych jest do±¢ trudna i wymaga

pokonania wielu trudno±ci.

Niniejsza rozprawa doktorska jest po±wi¦cona gªównie tematyce niesko«czonych

ukªadów równa« caªkowych. Celem pracy jest zbadanie warunków wystarczaj¡cych

dla rozwi¡zalno±ci takich ukªadów w klasie ci¡gów funkcyjnych okre±lonych na

póªprostej rzeczywistej R+ = [0,∞) i takich, »e dla dowolnie ustalonej liczby z tej

póªosi otrzymujemy ci¡g liczbowy ograniczony. Okazuje si¦, »e zagadnienie takie

jest rozpatrywane po raz pierwszy w dwóch pracach [6, 15], które dopiero co zostaªy

opublikowane i na których opiera si¦ niniejsza rozprawa doktorska.

Dla realizacji wspomnianego wy»ej celu stworzony zostaª odpowiedni aparat
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matematyczny bazuj¡cy na poj¦ciu miary niezwarto±ci. Ujmuj¡c rzecz precy-

zyjniej, w przedkªadanej pracy skonstruowano odpowiednie miary niezwarto±ci

w przestrzeni BC(R+, E) zªo»onej z funkcji okre±lonych na póªprostej R+, o warto-

±ciach w zadanej przestrzeni Banacha E. O funkcjach tych zakªada si¦ dodatkowo,

»e s¡ ci¡gªe i ograniczone na R+.

Miary niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E) zostaªy po raz pierwszy skonstru-

owane we wspomnianych wy»ej pracach [6, 15] i okazaªy si¦ by¢ do±¢ wygodnym

narz¦dziem do badania istnienia rozwi¡za« niesko«czonych ukªadów równa« caª-

kowych ogólnej postaci. Konstrukcja tych miar niezwarto±ci bazuje na tym, »e

w przestrzeni Banacha E zadana jest a priori pewna, dowolna miara niezwarto±ci

(zde�niowana aksjomatycznie).

Nale»aªoby tutaj wspomnie¢, »e poprzednio opublikowane prace zwi¡zane z te-

matyk¡ niesko«czonych ukªadów równa« caªkowych, dotyczyªy niesko«czonych

ukªadów równa« caªkowych na przedziale ograniczonym [0, T ]. Zaledwie jedna

praca [5] podejmowaªa tematyk¦ istnienia rozwi¡za« niesko«czonych ukªadów rów-

na« caªkowych w przestrzeni BC(R+, E), ale przy zaªo»eniu, »e w przestrzeni Ba-

nacha E zadana jest tzw. regularna miara niezwarto±ci, która jest dodatkowo

równowa»na bardzo wygodnej mierze niezwarto±ci Hausdor�a. Okazuje si¦, »e

w takiej sytuacji mo»na w do±¢ prosty sposób skonstruowa¢ miar¦ niezwarto±ci

w przestrzeni BC(R+, E), która jest wygodna w stosowaniu. Niestety w wielu

przestrzeniach Banacha regularne miary niezwarto±ci, równowa»ne mierze Haus-

dor�a nie istniej¡. Niniejsza rozprawa doktorska po±wi¦cona jest wªa±nie miarom

niezwarto±ci i niesko«czonym ukªadom równa« caªkowych w takich wªa±nie prze-

strzeniach BC(R+, E).

Przedkªadana rozprawa doktorska skªada si¦, poza Wst¦pem, z pi¦ciu rozdzia-

ªów. Rozdziaªy 1 i 2 zawieraj¡ fakty pomocnicze wykorzystywane w dalszym ci¡gu

rozprawy. W szczególno±ci Rozdziaª 2 omawia znan¡ ju» w literaturze przedmiotu

teori¦ miar niezwarto±ci Kuratowskiego, Hausdor�a oraz miary zde�niowane ak-

sjomatycznie, jak równie» wiele faktów dotycz¡cych tej teorii.

Rozdziaª 3, maj¡cy równie» charakter pomocniczy, zajmuje si¦ miarami nie-

zwarto±ci w przestrzeni BC([0, T ], E) przy zaªo»eniu, »e w E zadana jest dowolna
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miara niezwarto±ci zde�niowana aksjomatycznie. Ponadto, w tym rozdziale omó-

wione s¡ miary niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E) skonstruowane przy za-

ªo»eniu, »e w przestrzeni Banacha E zadana jest regularna miara niezwarto±ci

równowa»na mierze Hausdor�a. Wykorzystane tutaj zostaªy rezultaty pracy [5].

Zasadnicze rezultaty pracy doktorskiej, wspomniane poprzednio, zostaªy przed-

stawione i omówione w Rozdziaªach 4 i 5. Rezultaty te dotycz¡ konstrukcji miar

niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E) przy zaªo»eniu, »e w przestrzeni E zadana

jest miara niezwarto±ci zde�niowana aksjomatycznie. W tych rozdziaªach znaj-

duj¡ si¦ równie» twierdzenia o istnieniu rozwi¡za« niesko«czonych ukªadów rów-

na« caªkowych, które nale»¡ do przestrzeni BC(R+, E) (konkretnie do przestrzeni

BC(R+, l∞)). Odpowiednie przykªady ilustruj¡ przedstawione rezultaty. Jak ju»

wcze±niej zostaªo wspomniane, rezultaty przedstawione w Rozdziaªach 4 i 5 opie-

raj¡ si¦ na wynikach prac [6, 15].
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1 Preliminaria

W tej pracy b¦d¡ u»ywane standardowe oznaczenia. Mianowicie, przez symbol

R b¦dzie oznaczany zbiór liczb rzeczywistych, podczas gdy N prezentuje zbiór liczb

naturalnych. Ponadto oznaczono R+ = [0,∞).

Podstawowym obiektem rozwa»anym w pracy b¦dzie przestrze« Banacha E

z norm¡ ‖ · ‖E. W niektórych sytuacjach norma b¦dzie oznaczana przez ‖ · ‖.
Element zerowy przestrzeni E b¦dzie oznaczony przez θ.

W tej pracy b¦dziemy zajmowa¢ si¦ przestrzeniami Banacha nad ciaªem liczb

rzeczywistych R mimo, »e wi¦kszo±¢ rozwa»anych tutaj poj¦¢ ma sens w zespolonej

przestrzeni Banacha, a nawet w przestrzeni metrycznej.

Przez B(x, r)
(
B(x, r)

)
b¦dzie oznaczona kula otwarta (domkni¦ta) o ±rodku

w x i promieniu r. Symbol Br b¦dzie u»ywany, aby oznaczy¢ kul¦ B(θ, r), oraz

analogicznie symbol Br b¦dzie stosowany zamiast B(θ, r).

Je»eli X, Y s¡ podzbiorami przestrzeni Banacha E, wtedy b¦d¡ u»ywane stan-

dardowe symbole X + Y , λX (λ ∈ R), aby oznaczy¢ operacje algebraiczne na

podzbiorach E. Dziaªania te s¡ zde�niowane nast¦puj¡co

X + Y =
{
x+ y : x ∈ X, y ∈ Y

}
, λX =

{
λx : x ∈ X

}
.

Przez X oznaczono domkni¦cie zbioru X. Symbol convX b¦dzie u»ywany do

oznaczenia otoczki wypukªej zbioru X, czyli zbioru wszystkich wypukªych kom-

binacji elementów zbioru X. Z kolei symbolem ConvX oznaczono domkni¦t¡

otoczk¦ wypukª¡ zbioru X, to jest najmniejszy w sensie inkluzji zbiór wypukªy

i domkni¦ty zawieraj¡cy X. Inaczej mówi¡c jest to domkni¦cie zbioru wszystkich

wypukªych kombinacji elementów zbioru X, czyli ConvX = convX.

Symbol ‖X‖E b¦dzie oznaczaª norm¦ zbioru X, tzn.

‖X‖E = sup
{
‖x‖E : x ∈ X

}
.

Przy zaªo»eniu, »e zbiór X jest niepusty i ograniczony w przestrzeni E, ±rednica

zbioru X b¦dzie oznaczona przez diamX.

Je»eli (E, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡, X dowolnym niepustym podzbiorem

przestrzeni E, a x ∈ E, to symbol dist(x,X) b¦dzie oznaczaª odlegªo±¢ punktu od
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zbioru, okre±lon¡ wzorem

dist(x,X) = inf
{
d(x, y) : y ∈ X

}
.

Z kolei symbol B(X, r) b¦dzie oznaczaª kul¦ otwart¡ o ±rodku w zbiorze X

i promieniu r, okre±lon¡ wzorem

B(X, r) = {x ∈ E : dist(x,X) < r}.

Ponadto, zachodzi zale»no±¢

B(X, r) = X +Br = X + rB1.

Dalej, przezME oznaczono rodzin¦ wszystkich niepustych i ograniczonych pod-

zbiorów przestrzeni E, a przez NE jej podrodzin¦ skªadaj¡c¡ si¦ ze wszystkich

zbiorów relatywnie zwartych. Z kolei symbol Mc
E niech oznacza rodzin¦ zªo»on¡

z tych zbiorów z rodziny ME, które s¡ domkni¦te.

Dalej, niech X, Y ∈ ME. Symbol d(X, Y ) oznacza¢ b¦dzie niesymetryczn¡

odlegªo±¢ Hausdor�a pomi¦dzy X, a Y , wyra»on¡ wzorem

d(X, Y ) = inf
{
r : X ⊂ B(Y, r)

}
.

Wielko±¢ d(X, Y ) jest dobrze okre±lona nawet je±li zbiór Y nie jest elementem

rodziny ME, lecz jest niepusty.

Z kolei symetryczna odlegªo±¢ Hausdor�a mi¦dzy zbiorami X oraz Y b¦dzie

oznaczona symbolem D(X, Y ), gdzie

D(X, Y ) = max
{
d(X, Y ), d(Y,X)

}
.

Warto zauwa»y¢, »e symetryczna odlegªo±¢ Hausdor�a jest pseudometryk¡ na

rodzinie ME, oraz jest metryk¡ na rodzinie Mc
E. Co wi¦cej jest to metryka zu-

peªna [29].

Je»eli Z jest rodzin¡ zbiorów przestrzeni E, to symbol dist(X,Z) oznaczaª

b¦dzie odlegªo±¢ Hausdor�a zbioru X od rodziny Z. Jest ona dana wzorem

dist(X,Z) = inf
{
D(X,Z) : Z ∈ Z

}
.
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W dalszej cz¦±ci tej pracy zostanie wykorzystanych kilka twierdze« pomocni-

czych. W±ród nich znajduje si¦ bardzo wa»ne twierdzenie o punkcie staªym typu

Darbo [7, 18].

Twierdzenie 1.1. Niech µ b¦dzie ustalon¡ miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni Ba-

nacha E. Zaªó»my, »e Ω jest niepustym, ograniczonym, domkni¦tym i wypukªym

podzbiorem przestrzeni E oraz Q : Ω → Ω jest ci¡gªym operatorem takim, »e

istnieje staªa k ∈ [0, 1) dla której µ(QX) 6 kµ(X) dla dowolnego niepustego pod-

zbioru X zbioru Ω. Wtedy istnieje co najmniej jeden punkt staªy operatora Q

w zbiorze Ω.

Uwaga 1.2. Mo»na pokaza¢, »e zbiór FixQ wszystkich punktów staªych operatora

Q nale»¡cych do zbioru Ω jest elementem j¡dra kerµ (por. [7]).

Ta prosta obserwacja jest bardzo istotna w charakteryzacji rozwi¡za« rozwa»a-

nego ukªadu równa« operatorowych (caªkowych), których istnienie udowodniono

w tej pracy z pomoc¡ Twierdzenia 1.1.

Lemat 1.3. Niech A b¦dzie g¦stym podzbiorem przestrzeni metrycznej E. Ponadto

niech f b¦dzie odwzorowaniem zbioru A w przestrze« metryczn¡ E ′. Ci¡gªe odwzo-

rowanie f : E → E ′ takie, »e f(x) = f(x) dla x ∈ A istnieje wtedy i tylko wtedy,

gdy dla ka»dego x ∈ E istnieje granica lim
y→x, y∈A

f(y) w przestrzeni E ′. Odwzorowa-

nie f jest wyznaczone jednoznacznie.

Lemat 1.4. Niech f b¦dzie odwzorowaniem przestrzeni metrycznej E w zupeªn¡

przestrze« metryczn¡ E ′. Granica lim
y→x, y∈A

f(y) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

wahanie (oscylacja) odwzorowania f w punkcie x wzgl¦dem A wynosi 0.

Twierdzenie 1.5. [Twierdzenie o rozszerzeniu funkcji [22]] Niech A b¦dzie g¦stym

podzbiorem przestrzeni metrycznej E. Ponadto niech f b¦dzie jednostajnie ci¡gªym

odwzorowaniem ze zbioru A w zupeªn¡ przestrze« metryczn¡ E ′. Wtedy istnieje

odwzorowanie ci¡gªe f z przestrzeni E w przestrze« E ′ takie, »e f(x) = f(x) dla

x ∈ A. Co wi¦cej odwzorowanie f jest jednostajnie ci¡gªe.

9



Dowód. Korzystaj¡c z Lematu 1.3, oraz Lematu 1.4, aby udowodni¢ istnienie f , na-

le»y wykaza¢, »e wahanie (oscylacja) odwzorowania f w dowolnym punkcie x ∈ E

wzgl¦dem A wynosi 0.

Z zaªo»enia o jednostajnej ci¡gªo±ci odwzorowania f wynika, »e dla ka»dego

ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e dla wszystkich y, z ∈ A takich, »e d(y, z) 6 δ

zachodzi d′(f(y), d(z)) 6 ε/3. Rozwa»my dowolny punkt x ∈ E, oraz otoczenie

tego punktu B(x, δ/2). Wtedy dla wszystkich punktów y, z ∈ B(x, δ/2) zachodzi,

»e d(y, z) 6 d(y, x) +d(x, z) 6 δ/2 + δ/2 = δ, a wtedy d′(f(y), d(z)) 6 ε/3. Zatem

dla ka»dego x ∈ E ±rednica zbioru f(A ∩ B(x, δ/2)) wynosi co najwy»ej ε/3, co

pokazuje, »e speªnione jest zaªo»enie.

Rozwa»my nast¦pnie dowolne punkty s, t ∈ E takie, »e d(s, t) 6 δ/2. Wtedy

z Lematu 1.3 wyci¡gamy wniosek, »e istnieje punkt y ∈ A taki, »e d(s, y) 6 δ/4

oraz d′( f(s), f(y)) 6 ε/3, oraz istnieje punkt z ∈ A taki, »e d(t, z) 6 δ/4 oraz

d′( f(t), f(z)) 6 ε/3. Z nierówo±ci trójk¡ta mamy

d(y, z) 6 d(y, s) + d(s, t) + d(t, z) 6 δ/4 + δ/2 + δ/4 = δ.

Z tego, »e y, z ∈ A oraz d(y, z) 6 δ mamy, »e d′(f(y), f(z)) 6 ε/3.

Ostatecznie

d′( f(s), f(t)) 6 d′( f(s), f(y)) + d′(f(y), f(z))

+ d′(f(z), f(t)) 6 ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

To dowodzi, »e f jest jednostajnie ci¡gªa.
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2 Miary niezwarto±ci - teoria ogólna

Ten rozdziaª przedstawia klasyczne miary niezwarto±ci, to jest miar¦ Kuratow-

skiego i miar¦ Hausdor�a. Omówione zostan¡ ich wªasno±ci i zale»no±ci mi¦dzy

nimi. Zostanie wprowadzona ponadto aksjomatyczna de�nicja poj¦cia miary nie-

zwarto±ci, a tak»e omówione b¦d¡ wªasno±ci takich miar.

2.1 Klasyczne miary niezwarto±ci

Z historycznego punktu widzenia pierwsz¡ miar¦ niezwarto±ci zde�niowaª w la-

tach trzydziestych ubiegªego stulecia polski matematyk, profesor Kazimierz Kura-

towski [28].

Mianowicie, je»eli (M,d) jest zadan¡ przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡, a X

jest niepustym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni M , to miar¦ niezwarto±ci

Kuratowskiego de�niuje si¦ w nast¦puj¡cy sposób

α(X) = inf{ε > 0 : X mo»e by¢ pokryty sko«czon¡ rodzin¡ zbiorów

X1, X2, . . . , Xm takich, »e diamXi 6 ε dla i = 1, 2, . . . ,m}.

Prawd¡ jest, »e α(X) > 0 dla ka»dego niepustego i ograniczonego podzbioru

X przestrzeni M . Ponadto z de�nicji wynika, »e

α(X) 6 diamX,

gdzie symbol diamX oznacza ±rednic¦ zbioru X.

Funkcja α jest ponadto monotoniczna ze wzgl¦du na relacj¦ inkluzji, tzn. ma

miejsce nast¦puj¡ca implikacja

X ⊂ Y ⇒ α(X) 6 α(Y ) (2.1)

dla dowolnych podzbiorów niepustych i ograniczonych X, Y przestrzeni M .

Ponadto zachodzi nast¦puj¡ca równowa»no±¢

α(X) = 0⇔ X jest relatywnie zwarty. (2.2)

Udowodniona zostanie teraz jeszcze jedna wªasno±¢ funkcji α. Niech jak po-

przednio (M,d) oznacza dowoln¡ przestrze« metryczn¡ zupeªn¡.
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Lemat 2.1.1. Dla dowolnych X, Y ∈MM ma miejsce równo±¢

α(X ∪ Y ) = max{α(X), α(Y )}.

Dowód. Poniewa» X ⊂ X ∪ Y oraz Y ⊂ X ∪ Y , zatem z (2.1) mamy

max{α(X), α(Y )} 6 α(X ∪ Y ). (2.3)

Dla dowodu nierówno±ci odwrotnej zaªó»my, »e max{α(X), α(Y )} = α(X) = r,

r > 0. Wtedy zgodnie z de�nicj¡ funkcji α, dla dowolnie ustalonego ε > 0, zbiór

X mo»na pokry¢ sko«czon¡ liczb¡ zbiorów A1, A2, . . . , Ak takich, »e diamAi <

r + ε dla i = 1, 2, . . . , k. Poniewa» α(Y ) 6 r, wi¦c równie» zbiór Y mo»na po-

kry¢ sko«czon¡ liczb¡ zbiorów Ak+1, Ak+2, . . . , An takich, »e diamAi < r + ε dla

i = k + 1, k + 2, . . . , n. Oznacza to, »e

α(X ∪ Y ) 6 r + ε.

St¡d, wobec dowolno±ci liczby ε > 0 wnioskujemy, »e

α(X ∪ Y ) 6 r = max{α(X), α(Y )}.

Powy»sza nierówno±¢ w poª¡czeniu z (2.3) ko«czy dowód.

Najistotniejsz¡ wªasno±ci¡ miary niezwarto±ci α jest uogólnione twierdzenie

Cantora. Profesor Kazimierz Kuratowski udowodniª je w 1930 roku.

Twierdzenie 2.1.2. Niech (M,d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡. Niech

ponadto (Xn) b¦dzie ci¡giem zbiorów niepustych, ograniczonych i domkni¦tych

przestrzeni M . Je»eli (Xn) jest ci¡giem zst¦puj¡cym, tzn. Xn+1 ⊂ Xn dla

n = 1, 2, . . . , oraz takim, »e lim
n→∞

α(Xn) = 0, to wtedy przeci¦cie ci¡gu (Xn),

tzn. zbiór X∞ =
∞⋂
n=1

Xn jest niepusty.

Dowód. Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n wybierzmy ze zbioru Xn do-

wolny punkt xn. Rozwa»my zbiór {x1, x2, . . . } zªo»ony ze wszystkich takich punk-

tów. Z faktu, »e ci¡g (Xn) jest zst¦puj¡cy wynika, »e dla dowolnie ustalonej liczby

n ∈ N mamy, »e

{xn, xn+1, . . . } ⊂ Xn. (2.4)
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Ustalmy teraz dowolnie liczb¦ ε > 0. Wtedy, z zaªo»enia, znajdziemy liczb¦ natu-

raln¡ n tak¡, »e α(Xn) 6 ε. Dalej korzystaj¡c z (2.2), (2.4) oraz Lematu 2.1.1 oraz

faktu, »e zbiór sko«czony w przestrzeni metrycznej jest zbiorem zwartym, dostaje

si¦ nierówno±¢

α
(
{x1, x2, . . . }

)
= α

(
{x1, x2, . . . , xn−1} ∪ {xn, xn+1, . . . }

)
= max

{
α
(
{x1, x2, . . . , xn−1}

)
, α
(
{xn, xn+1, . . . }

)}
= α

(
{xn, xn+1, . . . }

)
6 α(Xn) 6 ε.

St¡d, wobec dowolno±ci liczby ε > 0 wynika, »e

α
(
{x1, x2, . . . }

)
= 0,

a to oznacza, »e zbiór {x1, x2, . . . } jest relatywnie zwarty. Zatem z ci¡gu

{xn} = {x1, x2, . . . } mo»na wybra¢ podci¡g {xkn} = {xk1 , xk2 , . . . } zbie»ny do

pewnego punktu x ∈M .

Poniewa» kn > n dla n = 1, 2, . . . , wi¦c korzystaj¡c z faktu, »e ci¡g zbiorów (Xn)

jest zst¦puj¡cy wnioskujemy, »e

{xkn , xkn+1 , xkn+2 , . . . } ⊂ Xn.

Wobec domkni¦to±ci zbioru Xn oznacza to, »e x ∈ Xn. Zatem maj¡c na uwadze

dowolno±¢ liczby naturalnej n wnioskujemy, »e x ∈ Xn dla n = 1, 2, . . . . St¡d

wynika, »e x ∈ X∞, a to oznacza, »e zbiór X∞ jest niepusty.

Koniec dowodu.

W latach 70-tych i 80-tych ubiegªego stulecia powstaªo do±¢ du»e zaintereso-

wanie zarówno miar¡ niezwarto±ci Kuratowskiego, jak i pewnymi uogólnieniami,

czy te» innymi wariantami tej miary. Na szczególn¡ uwag¦ zasªuguje zde�niowana

pod koniec lat 60-tych XX wieku, w pracach [24, 25], funkcja χ zwana miar¡ nie-

zwarto±ci Hausdor�a. Funkcja ta jest okre±lona na rodzinie MM w nast¦puj¡cy

sposób

χ(X) = inf{ε > 0 : X ma sko«czon¡ ε− sie¢ w M}. (2.5)

Wykazane zostanie teraz, »e miary α Kuratowskiego i χ Hausdor�a s¡ równo-

wa»ne. W tym celu przyj¦to nast¦puj¡c¡ de�nicj¦ równowa»no±ci miar.
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De�nicja 2.1.3. Miary µ1, µ2 w przestrzeni M s¡ równowa»ne, gdy istniej¡ staªe

dodatnie c1, c2 takie, »e

c1µ1(X) 6 µ2(X) 6 c2µ1(X),

dla wszystkich zbiorów X ⊂M .

Lemat 2.1.4. Miary niezwarto±ci Kuratowskiego α oraz Hausdor�a χ s¡ równo-

wa»ne.

Dowód. Je»eli de�nicja (2.5) zostanie zapisana w postaci

χ(X) = inf

{
ε > 0 : istnieje sko«czony zbiór

{x1, x2, . . . , xn} ⊂M taki, »e X ⊂
n⋃
i=1

B(xi, ε)

}
,

to bior¡c pod uwag¦ fakt, »e diamB(y, r) 6 2r dostajemy, »e

α(X) 6 2χ(X).

Z kolei poniewa» ka»dy zbiór A o ±rednicy równej d zawiera si¦ w kuli o ±rodku

w dowolnym punkcie zbioru A i promieniu równym d, zatem mamy

χ(X) 6 α(X).

Z powy»szych dwóch nierówno±ci otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie

χ(X) 6 α(X) 6 2χ(X), (2.6)

dla dowolnego zbioru X ∈MM . Oznacza to, »e miary niezwarto±ci Kuratowskiego

i Hausdror�a s¡ równowa»ne.

Ponadto zachodzi zale»no±¢ analogiczna jak w (2.2), tzn.

χ(X) = 0⇔ X jest relatywnie zwarty.

Miara niezwarto±ci Hausdor�a χ jest równie» monotoniczna ze wzgl¦du na relacj¦

zawierania, tzn.

X ⊂ Y ⇒ χ(X) 6 χ(Y )
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dla dowolnych zbiorów X, Y ∈MM .

Miara ta ma równie» wªasno±¢ maksimum, co oznacza, »e

χ(X ∪ Y ) = max{χ(X), χ(Y )}

dla dowolnych zbiorów X, Y ∈MM .

Bardzo wa»n¡ obserwacj¡ jest to, »e miar¦ niezwarto±ci Hausdor�a χ mo»na

wyrazi¢ jako odlegªo±¢ Hausdor�a zbioru X od rodziny NM relatywnie zwartych

podzbiorów przestrzeni M . Dla dowolnego zbioru X ∈MM zachodzi równo±¢

χ(X) = dist(X,NM).

Zaªó»my, »e przestrze« metryczna M jest przestrzeni¡ Banacha. Wtedy roz-

wa»ane powy»ej miary niezwarto±ci Kuratowskiego i Hausdor�a maj¡ dodatkowe

wa»ne i u»yteczne wªasno±ci zwi¡zane z liniow¡ struktur¡ przestrzeni Banacha. Za-

ªó»my zatem, »e (E, ‖ · ‖) jest przestrzeni¡ Banacha oraz, »e α, χ s¡ odpowiednio

miarami niezwarto±ci Kuratowskiego i Hausdor�a w przestrzeni E. Wtedy dla do-

wolnych zbiorów X, Y ∈ME oraz dla dowolnej liczby λ ∈ R zachodz¡ nast¦puj¡ce

zale»no±ci

α(X + Y ) 6 α(X) + α(Y ),

χ(X + Y ) 6 χ(X) + χ(Y ),

α(λX) = |λ|α(X),

χ(λX) = |λ|χ(X).

Ponadto dla dowolnego zbioru X ∈ME maj¡ miejsce równo±ci

α(ConvX) = α(X),

χ(ConvX) = χ(X).

Miara niezwarto±ci Hausdor�a χ jest bardzo istotna z punktu widzenia zasto-

sowa«. Wynika to z faktu, »e w niektórych przestrzeniach Banacha mo»na wyrazi¢

miar¦ Hausdor�a χ wzorami powi¡zanymi ze struktur¡ rozwa»anych przestrzeni

Banacha. Na przykªad, w ci¡gowych przestrzeniach Banacha c0, lp (1 6 p < ∞)
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oraz w przestrzeni funkcji C([a, b]) znane s¡ wzory wyra»aj¡ce miar¦ niezwarto±ci

Hausdor�a [7, 11]. Na przykªad w przestrzeni Banacha C([a, b]) funkcji rzeczy-

wistych, okre±lonych i ci¡gªych na przedziale [a, b], wyposa»onej w standardow¡

norm¦ supremum zachodzi zale»no±¢ [7]

χ(X) =
1

2
ω0(X), (2.7)

dla ka»dego zbioru X ∈MC([a,b]). Wielko±¢ ω0(X) jest okre±lona wzorem

ω0(X) = lim
ε→0

ω(X, ε),

gdzie ω(X, ε) jest tak zwanym moduªem ci¡gªo±ci zbioru X. Wyra»a si¦ on wzorem

ω(X, ε) = sup
{
ω(x, ε) : x ∈ X

}
,

gdzie

ω(x, ε) = sup
{
|x(t)− x(s)| : t, s ∈ [a, b], |t− s| 6 ε

}
jest moduªem ci¡gªo±ci funkcji x, gdzie x ∈ X.

Ponadto, w przestrzeniach Banacha c i Lp(a, b) znane s¡ wzory na regularne

miary niezwarto±ci równowa»ne mierze Hausdor�a χ [7, 11] (por. te» [1]). Warty

zauwa»enia jest fakt, »e nie s¡ znane wzory tego typu dla miary niezwarto±ci

Kuratowskiego α [2, 7, 11]. Jednak, w wielu przestrzeniach Banacha nie s¡ znane

równie» wzory wyra»aj¡ce miar¦ niezwarto±ci Hausdor�a χ. Nawet wi¦cej, nie

mo»na poda¢ wzorów dla tzw. peªnych miar niezwarto±ci [7, 11] (de�nicja peªnej

miary niezwarto±ci zostanie podana w nast¦pnym podrozdziale). W zwi¡zku z tym,

w tej pracy ograniczono si¦ do miar niezwarto±ci w sensie De�nicji 2.2.1, które nie

s¡ peªne (por. [7, 11, 2]). W niniejszej pracy b¦d¡ rozwa»ane miary niezwarto±ci

tego typu.

2.2 Miary niezwarto±ci w uj¦ciu aksjomatycznym

W tym podrozdziale zostanie wprowadzona aksjomatyczna de�nicja poj¦cia

miary niezwarto±ci, tworz¡ca podstawy do naszych rozwa»a«. Ponadto, przybli-

»one zostan¡ fakty zwi¡zane z teori¡ miary niezwarto±ci, które s¡ blisko powi¡zane

z rozwa»aniami prowadzonymi w tej pracy.
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W dalszych cze±ciach pracy b¦dzie u»ywana nast¦puj¡ca de�nicji tego poj¦cia

w przestrzeni E (por. [7, 11]).

De�nicja 2.2.1. Funkcja µ : ME → R+ jest nazywana miar¡ niezwarto±ci w prze-

strzeni E je»eli speªnia nast¦puj¡ce warunki:

(i) Rodzina kerµ = {X ∈ME : µ(X) = 0} jest niepusta i kerµ ⊂ NE.

(ii) X ⊂ Y ⇒ µ(X) 6 µ(Y ).

(iii) µ(X ) = µ(X).

(iv) µ(ConvX) = µ(X).

(v) µ(λX + (1− λ)Y ) 6 λµ(X) + (1− λ)µ(Y ) dla λ ∈ [0, 1].

(vi) Je»eli (Xn) jest ci¡giem zbiorów domkni¦tych z ME takich, »e Xn+1 ⊂ Xn

dla n = 1, 2, . . . i je»eli lim
n→∞

µ(Xn) = 0, wtedy zbiór X∞ =
∞⋂
n=1

Xn jest

niepusty.

Rodzina kerµ wyst¦puj¡ca w warunku (i) b¦dzie nazywana j¡drem miary nie-

zwarto±ci µ. Warto zauwa»y¢, »e zbiór X∞ opisany w warunku (vi) jest elementem

rodziny kerµ. Jest to konsekwencj¡ zawierania X∞ ⊂ Xn dla n = 1, 2, . . . i wa-

runku (ii), który implikuje nierówno±¢ µ(X∞) 6 µ(Xn) dla n = 1, 2, . . . . St¡d

mamy, »e µ(X∞) = 0. Zatem X∞ ∈ kerµ. Ta prosta obserwacja jest bardzo

istotna w zastosowaniach.

Norma zbioru ‖X‖E = sup{‖x‖E : x ∈ X} oraz ±rednica zbioru diamX =

sup{‖x − y‖E : x, y ∈ X} s¡ prostymi przykªadami miar niezwarto±ci zgodnie

z De�nicj¡ 2.2.1. Warunki (i)-(vi) speªniaj¡ równie» opisane w poprzednim pod-

rozdziale miara Kuratowskiego α, oraz miara Hausdor�a χ. Tym samym s¡ one

miarami niezwarto±ci wedªug De�nicji 2.2.1.

W dalszych rozwa»aniach zaªó»my, »e µ jest miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni E.

Miara µ jest nazywana subliniow¡ [7] je»eli speªnia nast¦puj¡ce dodatkowe warunki

(vii) µ(X + Y ) 6 µ(X) + µ(Y ),
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(viii) µ(λX) = |λ|µ(X) dla λ ∈ R.

Je»eli miara niezwarto±ci µ speªnia warunek

(ix) µ(X ∪ Y ) = max{µ(X), µ(Y )},

to wtedy mówi si¦, »e µ ma wªasno±¢ maksimum. Wreszcie nale»y przypomnie¢,

»e miara µ taka, »e kerµ = NE jest nazywana peªn¡ [7].

De�nicja 2.2.2. Je»eli µ jest subliniow¡ i peªn¡ miar¡ niezwarto±ci z wªasno±ci¡

maksimum, to µ jest nazywana miar¡ regularn¡.

Miary niezwarto±ci α Kuratowskiego i χ Hausdor�a s¡ regularne. Z kolei norma

zbioru i ±rednica zbioru nie s¡ regularne, poniewa» w szczególno±ci nie s¡ peªne.

To znaczy, »e j¡dra tych miar s¡ wªa±ciwymi podzbiorami rodziny NE zbiorów

relatywnie zwartych.

Lemat 2.2.3. Zaªó»my, »e µ jest regularn¡ miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni Ba-

nacha E. Wtedy dla dowolnego zbioru X ∈ME prawdziwe jest oszacowanie

µ(X) 6 c1 χ(X),

gdzie c1 = µ(B1), a χ to miara niezwarto±ci Hausdor�a.

Dowód. Ustalmy dowolnie ε > 0. Nast¦pnie pokryjmy zbiór X sko«czon¡ liczb¡

kul B(ak, r), k = 1, 2, . . . , n tak aby r < χ(X) + ε. Wtedy

µ(X) 6 µ

(
n⋃
k=1

B(ak, r)

)
= max

{
µ(B(ak, r)) : k = 1, 2, . . . , n

}
= rµ(B(ak, 1)) 6 (χ(X) + ε)µ(B(θ, 1)).

Korzystaj¡c z tego, »e ε byª wybrany dowolnie, uzyskuje si¦ »¡dan¡ nierówno±¢.

Koniec dowodu.

St¡d powstaje naturalne pytanie czy dowolna, regularna miara niezwarto±ci µ

jest równowa»na mierze χ. Uwzgl¦dniaj¡c powy»sz¡ nierówno±¢, to zagadnienie
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mo»na przedstawi¢ inaczej. Mianowicie interesuj¡ce jest czy istnieje staªa c2 > 0

taka, »e

c2 χ(X) 6 µ(X),

dla ka»dego X ∈ME.

Problem ten, który do 2018 roku byª otwarty, zostaª rozwi¡zany przez czterech

matematyków chi«skich w pracy [1]. Okazuje si¦, »e odpowied¹ na to pytanie jest

negatywna. W dowolnej niesko«czenie wymiarowej przestrzeni Banacha E istnieje

regularna miara niezwarto±ci, która nie jest równowa»na mierze Hausdor�a χ.
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3 Miary niezwarto±ci w przestrzeni funkcji ci¡gªych

C([0, T ], E) oraz pewna klasa miar niezwarto±ci

w przestrzeni BC(R+, E)

Ten rozdziaª jest po±wi¦cony omówieniu miar niezwarto±ci w wybranych prze-

strzeniach funkcyjnych Banacha. B¦d¡ to odpowiednio: przestrze« funkcji okre±lo-

nych i ci¡gªych na [0, T ] o warto±ciach w przestrzeni Banacha E, tj. C([0, T ], E),

przestrze« rzeczywistych funkcji okre±lonych, ograniczonych i ci¡gªych na R+,

tj. BC(R+,R) oraz przestrze« funkcji okre±lonych, ograniczonych i ci¡gªych na

R+ o warto±ciach w przestrzeni E, tj. BC(R+, E).

3.1 Miary niezwarto±ci w przestrzeni C([0, T ], E)

Dla dalszych celów nale»y przypomnie¢ kilka faktów dotycz¡cych miary nie-

zwarto±ci w przestrzeni Banacha C([a, b], E). Zaªó»my, »e E jest niesko«czenie

wymiarow¡ przestrzani¡ Banacha, a µ jest miar¡ niezwarto±ci w E. Rozwa»my

przestrze« Banacha C = C([a, b], E) skªadaj¡c¡ si¦ z funkcji okre±lonych i ci¡gªych

na przedziale [a, b] o warto±ciach w przestrzeni E. Ta przestrze« jest unormowana

w standardowy sposób

‖x‖C = sup
{
‖x(t)‖E : t ∈ [a, b]

}
.

Dla dowolnego X ∈ MC , b¦dzie u»ywane oznaczenie X(t) = {x(t) : x ∈ X}.
Zbiór X(t) dla ustalonego t jest podzbiorem przestrzeni E i b¦dzie nazywany

przekrojem w punkcie t.

Konstrukcja miary niezwarto±ci w przestrzeni C jest oparta na nast¦puj¡cym

uogólnieniu twierdzenia Arzéli-Ascolego [7].

Twierdzenie 3.1.1. Zbiór X ∈ MC jest relatywnie zwarty wtedy i tylko wtedy,

gdy wszystkie funkcje nale»¡ce do X s¡ jednakowo ci¡gªe na przedziale [a, b] i dla

dowolnego t ∈ [a, b] zbiór X(t) jest relatywnie zwarty w przestrzeni E.

Nast¦pnie, chc¡c skonstruowa¢ zapowiedzian¡ miar¦ niezwarto±ci, ustalmy do-

wolny zbiór X ∈MC . W konstrukcji miary uwzgl¦dnione zostan¡ dwa skªadniki.
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Pierwszy b¦dzie opisywaª w jakim stopniu zbiórX speªnia warunek jednakowej ci¡-

gªo±ci funkcji nale»¡cych do X. Natomiast drugi skªadnik b¦dzie okre±laª zwarto±¢

przekrojów X(t) w przestrzeni E.

Ustalmy zatem ε > 0. Dla dowolnie wybranej funkcji x ∈ X de�niujemy moduª

ci¡gªo±ci funkcji x poprzez

ω(x, ε) = sup
{
‖x(t)− x(s)‖E : t, s ∈ [a, b], |t− s| 6 ε

}
.

Nast¦pnie de�niujemy

ω(X, ε) = sup
{
ω(x, ε) : x ∈ X

}
,

ω0(X) = lim
ε→0

ω(X, ε).

Niech µ b¦dzie dowoln¡ miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni E. U»yte b¦dzie wtedy

oznaczenie

µ(X) = sup
{
µ(X(t)) : t ∈ [a, b]

}
.

Ostatecznie przyjmijmy

µI(X) = ω0(X) + µ(X), (3.1)

gdzie oznaczenie I = [a, b].

Nast¦pnie mo»na sformuªowa¢ nast¦puj¡ce twierdzenie [7].

Twierdzenie 3.1.2. Funkcja µI zde�niowana wzorem (3.1) jest miar¡ niezwarto-

±ci w przestrzeni C = C([a, b], E).

Peªny dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ w [7]. Poniewa» jest do±¢ ob-

szerny, nie b¦dzie tutaj przytoczony.

3.2 Miary niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+)

Ten podrozdziaª po±wi¦cony jest omówieniu miary niezwarto±ci w przestrzeni

funkcji rzeczywistych, okre±lonych, ci¡gªych i ograniczonych na dodatniej póªosi

rzeczywistej R+.

Faktem jest, »e w niektórych przestrzeniach Banacha nie jest znany peªny opis

rodziny zbiorów relatywnie zwartych w tych przestrzeniach. Inaczej mówi¡c, nie
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s¡ znane kryteria relatywnej zwarto±ci zbiorów powi¡zane ze struktur¡ danej prze-

strzeni. Nale»y przypomnie¢ [7, 23], »e w klasycznych przestrzeniach Banacha

C([a, b]) oraz Lp(a, b) znane s¡ wygodne kryteria relatywnej zwarto±ci takie jak,

omówione w poprzednim podrozdziele, kryterium Arzéla-Ascoli dla C([a, b]) oraz

kryterium Riesza-Koªmogorowa w Lp(a, b) odpowiednio.

Sytuacja komplikuje si¦, gdy rozwa»a si¦ wspomnian¡ przestrze« BC(R+,R),

tj. przestrze« Banacha funkcji rzeczywistych, okre±lonych, ci¡gªych i ograniczo-

nych na R+. Przestrze« ta b¦dzie oznaczana krótko BC(R+). Okazuje si¦, »e

w tej przestrzeni wspomniane kryterium Arzéla-Ascoli nie jest równowa»no±ci¡.

W zwi¡zku z tym mo»liwe jest u»ywanie wyª¡cznie warunków wystarczaj¡cych dla

relatywnej zwarto±ci. Jednak»e na bazie tych warunków mo»na oprze¢ konstrukcj¦

do±¢ wygodnej miary niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+).

Niech zatem symbol BC(R+), oznacza jak ju» wspomniano, przestrze« Ba-

nacha funkcji rzeczywistych x = x(t), okre±lonych, ci¡gªych i ograniczonych na

dodatniej póªosi rzeczywistej R+. Przestrze« ta jest wyposa»ona w standardow¡

norm¦ supremum

‖x‖BC(R+) = sup
{
|x(t)| : t ∈ R+

}
.

Ustalmy dowolnie niepusty i ograniczony podzbiórX przestrzeni BC(R+). Wy-

bierzmy liczby ε > 0, oraz T > 0. Ponadto ustalmy dowolnie funkcj¦ x ∈ X.

Nast¦pnie de�niujemy tak zwany moduª ci¡gªo±ci funkcji x na przedziale [0, T ],

oznaczony przez ωT (x, ε), nast¦puj¡cym wzorem

ωT (x, ε) = sup
{
|x(t)− x(s)| : t, s ∈ [0, T ], |t− s| 6 ε

}
.

Nast¦pnie okre±lamy

ωT (X, ε) =
{
ωT (x, ε) : x ∈ X

}
.

Wielko±¢ ta mo»e by¢ traktowana jak moduª ci¡gªo±ci zbioruX na przedziale [0, T ].

Bior¡c pod uwag¦ fakt, »e funkcja ε→ ωT (X, ε) jest niemalej¡ca wnioskujemy, »e

istnieje sko«czona granica lim
ε→0

ωT (X, ε). Zatem niech

ωT0 (X) = lim
ε→0

ωT (X, ε).

22



Nast¦pnie okre±lamy wielko±¢ ω0(X) w nast¦puj¡cy sposób

ω0(X) = lim
T→∞

ωT0 (X).

Warto zauwa»y¢, »e wielko±¢ ω0(X) nie jest miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni

BC(R+). W celu wykazania tego stwierdzenia rozwa»my zbiór X = {xn : n ∈ N},
gdzie xn s¡ funkcjami z przestrzeni BC(R+) zde�niowanymi nast¦puj¡co

xn(t) =

{
sin(t+ n− 1)π dla t ∈ [n− 1, n]

0 dla R+\[n− 1, n].

Zbiór X jest niepusty i ograniczony, czyli X ∈ MBC(R+). Wielko±¢ ω0(X) jest

równa zero, ale zbiór X nie jest relatywnie zwarty w przestrzeni BC(R+). Jest

tak poniewa» ‖xn − xm‖ = 1 dla n 6= m, n,m ∈ N.
Rozwa»my nast¦pnie funkcje a(X), b(X) oraz c(X) okre±lone na rodzinieMBC(R+)

w nast¦puj¡cy sposób

a(X) = lim
T→∞

{
sup
x∈X

{
sup

{
|x(t)| : t > T

}}}
,

b(X) = lim
T→∞

{
sup
x∈X

{
sup

{
|x(t)− x(s)| : t, s > T

}}}
,

c(X) = lim sup
t→∞

diamX(t),

gdzie X(t) = {x(t) : x ∈ X}, a symbol diamX(t) oznacza ±rednic¦ zbioru X(t).

Dalej, na rodzinie MBC(R+) de�niujemy wielko±ci µa, µb, oraz µc nast¦puj¡co

µa = ω0(X) + a(X), (3.2)

µb = ω0(X) + b(X), (3.3)

µc = ω0(X) + c(X). (3.4)

Prawdziwe jest poni»sze twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.1. Funkcje µa, µb, oraz µc, okre±lone wzorami (3.2)-(3.4) od-

powiednio, s¡ miarami niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+). Ponadto, dla ka»dego

zbioru X ∈MBC(R+) zachodz¡ poni»sze nierówno±ci

χ(X) 6 µb(X), (3.5)

χ(X) 6 µc(X), (3.6)

µb(X) 6 2µa(X), µc(X) 6 2µa(X). (3.7)
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Dowód. Podany zostanie dowód tego twierdzenia (por. [10]), poniewa» pewne idee

tego dowodu s¡ wykorzystywane w dowodach Twierdze« 3.3.3 i 4.1.4, b¦d¡cych

jednymi z podstawowych twierdze« tej pracy. Najpierw wykazana zostanie nie-

równo±¢ (3.5). W tym celu oznaczmy r = µb(X), oraz r1 = ω0(X), r2 = b(X),

r = r1 + r2. Zauwa»my, »e funkcja T → ωT0 jest niemalej¡ca. Zatem ωT0 (X) 6 r1

dla ka»dego T > 0. Z drugiej strony, mo»emy znale¹¢ T0 > 0 takie, »e

sup
x∈X

{
sup

{
|x(t)− x(s)| : t, s > T0

}}
6 r2 + ε, (3.8)

gdzie ε > 0 jest dowolnie ustalone.

Ustalmy teraz dowolnie liczb¦ T , T > T0 i rozwa»my zbiór XT = {x|[0,T ] :

x ∈ X}, gdzie symbol x|[0,T ] oznacza obci¦cie funkcji x do przedziaªu [0, T ].

Bior¡c pod uwag¦ zale»no±¢ (2.7), która wyra»a miar¦ niezwarto±ci Hausdor�a χ

w przestrzeni C([0, T ]) mo»emy znale¹¢
(
1
2
r1 + ε

)
- sie¢ x1, x2, . . . , xm zbioru XT

w przestrzeni C([0, T ]). Zatem dla dowolnego x ∈ X istnieje k ∈ {1, 2, . . . ,m}
takie, »e

|x(t)− xk(t)| 6
1

2
r1 + ε (3.9)

dla t ∈ [0, T ].

Rozwa»my nast¦pnie rozszerzenie xk funkcji xk (k = 1, 2, . . . ,m) na caªy prze-

dziaª R+ okre±lone w nast¦puj¡cy sposób

xk(t) =

{
xk(t) dla t ∈ [0, T ]

xk(T ) dla t > T.

Oczywi±cie xk ∈ BC(R+). Zauwa»my nast¦pnie, »e bior¡c pod uwag¦ (3.8) oraz

(3.9) dla dowolnego t > T otrzymujemy, »e

|x(t)− xk(t)| 6 |x(t)− x(T )|+ |x(T )− xk(t)|

6 r2 + ε+ |x(T )− xk(T )| 6 r2 +
1

2
r1 + 2ε.

Zatem otrzymujemy, »e

|x(t)− xk(t)| 6 r1 + r2 + 2ε = r + 2ε
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dla ka»dego t > 0. Oznacza to, »e funkcje {x1, x2, . . . , xm} tworz¡ (r + 2ε) - sie¢

zbioru X w przestrzeni BC(R+). St¡d wyprowadzamy poni»sze oszacowanie

χ(X) 6 r + 2ε.

Ostatecznie, uwzgl¦dniaj¡c to, »e ε zostaªo wybrane dowolnie wnioskujemy, »e

speªniona jest nierówno±¢ (3.5).

Aby udowodni¢ nierówno±¢ (3.6), podobnie jak poprzednio ustalmy r = µc(X),

r1 = ω0(X), r2 = c(X), oraz r = r1 + r2. Ustalmy dowolnie ε > 0. Nast¦pnie

wybierzmy liczb¦ T > 0 tak, »eby

diamX(t) 6 r2 + ε (3.10)

dla t > T . Z drugiej strony, korzystaj¡c z wcze±niejszych rozwa»a«, wnioskujemy,

»e

ωT0 (X) 6 r1.

Zatem korzystaj¡c z zale»no±ci (2.7) stwierdzamy, »e istnieje (1
2
r1 + ε) - sie¢

x1, x2, . . . , xm zbioru XT w przestrzeni C([0, T ]).

Stosuj¡c standardowe wªasno±ci przestrzeni metrycznych mo»emy znale¹¢ funk-

cje y1, y2, . . . , ym ∈ X takie, »e funkcje yk = yk|[0,T ] (k = 1, 2, . . . ,m) tworz¡

(r1 + 2ε) - sie¢ zbioru XT .

Teraz ustalmy dowolnie funkcj¦ x ∈ X. Mo»emy znale¹¢ k ∈ {1, 2, . . . ,m}
takie, »e

|x(t)− yk(t)| 6 r1 + 2ε

dla t ∈ [0, T ]. Równowa»nie mo»emy napisa¢, »e

|x(t)− yk(t)| 6 r1 + 2ε (3.11)

dla t ∈ [0, T ].

Nast¦pnie, bior¡c dowoln¡ liczb¦ t > T , na podstawie (3.10) otrzymujemy, »e

|x(t)− yk(t)| 6 diamX(t) 6 r2 + ε. (3.12)

�¡cz¡c zale»no±ci (3.11) oraz (3.12), dla t ∈ R+ mamy, »e

|x(t)− yk(t)| 6 max{r1, r2}+ 2ε 6 r1 + r2 + 2ε = r + 2ε.
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To pozwala nam stwierdzi¢, »e funkcje {y1, y2, . . . , ym} tworz¡ (r+2ε) - sie¢ zbioru

X. Poniewa» liczba ε zostaªa wybrana dowolnie, zatem nierówno±¢ (3.6) jest speª-

niona.

Zauwa»my, »e z prostej nierówno±ci

|x(t)− x(s)| 6 |x(t)|+ |x(s)|, t, s ∈ R+

wynikaj¡ wprost nierówno±ci (3.7).

Uwzgl¦dniaj¡c wykazane nierówno±ci (3.5)-(3.7) stwierdzamy, »e funkcje µa, µb

oraz µc speªniaj¡ aksjomaty (i) oraz (vi) De�nicji 2.2.1. Dowody dla aksjomatów

(ii)-(v) pomijamy.

Koniec dowodu.

Warto wspomnie¢, »e miary niezwarto±ci µa oraz µb okre±lone wzorami (3.2)

oraz (3.3) s¡ subliniowe i maj¡ wªasno±¢ maksimum. Z kolei miara µc okre±lona

przez (3.4) nie ma wªasno±ci maksimum, chocia» te» jest subliniowa. Wszystkie

te trzy miary niezwarto±ci nie s¡ regularne. To stwierdzenie jest konsekwencj¡

podanego ni»ej opisu ich j¡der.

Zauwa»my zatem, »e j¡dro kerµa skªada si¦ ze wszystkich ograniczonych pod-

zbiorów X przestrzeni BC(R+) takich, »e funkcje ze zbioru X s¡ lokalnie jedna-

kowo ci¡gªe na R+ i d¡»¡ do zera w niesko«czono±ci z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡ (tzn.

jednostajnie ze wzgl¦du na zbiór X). Podobnie, j¡dro kerµb zawiera ograniczone

podzbiory X takie, »e funkcje z X s¡ lokalnie jednakowo ci¡gªe na R+ i d¡»¡ do

granicy w niesko«czono±ci z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡. Wreszcie j¡dro kerµc skªada si¦

z ograniczonych, zbiorów X takich, »e funkcje nale»¡ce do X s¡ lokalnie jednakowo

ci¡gªe na R+ i grubo±¢ wi¡zki utworzonej przez wykresy tych funkcji zmierza do

zera w niesko«czono±ci.

Zauwa»my ponadto, »e kerµa ⊂ kerµb oraz kerµa ⊂ kerµc. Nie ma jednak

zwi¡zku zawierania mi¦dzy kerµb a kerµc.

Uwaga 3.2.2. Zauwa»my, »e zbiór X = {sin t, cos t}, jako sko«czony, jest zwarty

w przestrzeni BC(R+), ale nie jest elementem »adnego z j¡der kerµa, kerµb, kerµc.

To pokazuje, »e faktycznie miary te nie s¡ regularne.
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Rrozwa»ona zostanie teraz inna miara niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+).

Miara ta powi¡zana jest z koncepcj¡ kra«cowej monotoniczno±ci funkcji [3].

Oznaczmy zatem przez B(R+) przestrze« funkcji rzeczywistych, okre±lonych

i ograniczonych na R+ (niekoniecznie ci¡gªych), wyposa»on¡ w standardow¡ norm¦

supremum. Przestrze«BC(R+) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeniB(R+).

Nast¦pnie dla danej funkcji x ∈ B(R+), oraz dla ustalonej liczby T > 0 de�-

niujemy wielko±ci

dT (x) = sup
{
|x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)] : T 6 t < s

}
,

iT (x) = sup
{
|x(s)− x(t)| − [x(t)− x(s)] : T 6 t < s

}
.

Wielko±¢ dT (x) jest to tak zwany moduª zmniejszania funkcji x na przedziale

[T,∞), z kolei iT (x) reprezentuje moduª wzrostu x na tym samym przedziale

[T,∞).

Nast¦pnie dla X ∈MB(R+) ustalmy

dT (X) = sup
{
dT (x) : x ∈ X

}
,

iT (X) = sup
{
iT (x) : x ∈ X

}
.

Funkcje T → dT (x) oraz T → iT (x) s¡ nierosn¡ce na R+. W zwi¡zku z tym

istniej¡ granice

d∞(x) = lim
T→∞

dT (x),

i∞(x) = lim
T→∞

iT (x).

Podobnie, bior¡c pod uwag¦, »e funkcje T → dT (X) oraz T → iT (X) s¡ niero-

sn¡ce na R+ stwierdzamy, »e istniej¡ poni»sze granice

d∞(X) = lim
T→∞

dT (X),

i∞(X) = lim
T→∞

iT (X).

B¦dziemy mówi¢, »e funkcja x ∈ B(R+) jest kra«cowo niemalej¡ca je»eli d∞(x) = 0,

oraz kra«cowo nierosn¡ca je±li i∞(x) = 0.
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Faktem jest, »e »adna z funkcji d∞, czy i∞ nie jest miar¡ niezwarto±ci w prze-

strzeni B(R+) [3]. Jednak»e funkcje te mog¡ by¢ u»yteczne w konstrukcji miary

niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+).

Prawdziwy jest poni»szy lemat [3].

Lemat 3.2.3. Niech X ∈ MB(R+) oraz niech d∞(X) = 0 lub i∞(X) = 0. Wtedy

ka»da funkcja x ∈ X ma sko«czon¡ granic¦ w niesko«czono±ci.

Nast¦pnie wykorzystana zostnie miara niezwarto±ci µc okre±lona wzorem (3.4).

Zatem dla dowolnie ustalonego zbioru X ∈MBC(R+) ustalmy

µd(X) = µc(X) + d∞(X),

µi(X) = µc(X) + i∞(X).

Wy»ej zde�niowane funkcje µd oraz µi s¡ miarami niezwarto±ci w przestrzeni

BC(R+) w sensie De�nicji 2.2.1.

Dla dowodu tego faktu trzeba skorzysta¢ z wªasno±ci funkcji d∞ oraz i∞, a tak»e

z nierówno±ci

µd(X) > µc(X), µi(X) > µc(X),

które s¡ prawdziwe dla ka»dego X ∈MBC(R+).

Zauwa»my ponadto, »e miary µd, µi s¡ subliniowe, ale nie maj¡ wªasno±ci

maksimum. J¡dro kerµd skªada si¦ z ograniczonych podzbiorów X przestrzeni

BC(R+) takich, »e funkcje z X s¡ lokalnie jednakowo ci¡gªe na R+, grubo±¢ wi¡zki

utworzonej przez wykresy tych funkcji zmierza do zera w niesko«czono±ci, oraz

funkcje z X s¡ kra«cowo niemalej¡ce na R+. Podobna charakteryzacja ma miejsce

dla kerµi.

3.3 Miary niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E) generowane

przez regularne miary niezwarto±ci w przestrzeni E rów-

nowa»ne mierze Hausdor�a

Zaªó»my, »e E jest dowoln¡, niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha,

z norm¡ ‖ · ‖E. Nast¦pnie rozwa»my przestrze« BC(R+, E) funkcji x = x(t) okre-

±lonych, ci¡gªych i ograniczonych na R+, o warto±ciach w przestrzeni E. Przestrze«
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BC(R+, E) niech b¦dzie wyposa»ona w standardow¡ norm¦ supremum ‖ · ‖∞:

‖x‖∞ = sup
{
‖x(t)‖E : t ∈ R+

}
.

Ponadto, dla danego T > 0 rozwa»ymy przestrze« CT = C([0, T ], E) skªadaj¡c¡

si¦ z funkcji okre±lonych i ci¡gªych na przedziale [0, T ] o warto±ciach w przestrzeni

E. Przestrze« CT równie» b¦dzie wyposa»ona w norm¦ supremum oznaczan¡ przez

‖ · ‖T , gdzie ‖x‖T = sup{‖x(t)‖ : t ∈ [0, T ]}.
Ustalmy dowolnie zbiór X ∈ MBC(R+,E), oraz liczby ε > 0, T > 0. Dla

dowolnej funkcji x ∈ X okre±lamy moduª ci¡gªo±ci tej funkcji na przedziale [0, T ],

tj. wielko±¢ ωT (x, ε), przyjmuj¡c

ωT (x, ε) = sup
{
‖x(t)− x(s)‖E : t, s ∈ [0, T ], |t− s| 6 ε

}
.

Nast¦pnie de�niujemy warto±¢ ωT (X, ε), jest to tak zwany moduª ci¡gªo±ci zbioru

X na przedziale [0, T ]. Jest on wyra»ony wzorem

ωT (X, ε) = sup
{
ωT (x, ε) : x ∈ X

}
.

Poniewa» funkcja ε→ ωT (X, ε) jest niemalej¡ca i nieujemna, zatem istnieje sko«-

czona granica lim
ε→0

ωT (X, ε). Przyjmijmy oznaczenie

ωT0 (X) = lim
ε→0

ωT (X, ε).

Funkcja T → ωT0 (X) jest niemalej¡ca. Ponadto dla ka»dego ε > 0 oraz T > 0 ma

miejsce nierówno±¢

ωT (X, ε) 6 2‖X‖BC(R+,E),

gdzie

‖X‖BC(R+,E) = sup
x∈X

{
‖x‖BC(R+,E)

}
= sup

x∈X

{
sup

{
‖x(t)‖E : t ∈ R+

}}
.

St¡d wynika, »e istnieje granica lim
T→∞

ωT0 (X). Ostatecznie, niech

ω0(X) = lim
T→∞

ωT0 (X). (3.13)

Lemat 3.3.1. Warto±¢ ω0(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje nale»¡ce do X

s¡ lokalnie jednakowo ci¡gªe na przedziale R+.
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Dowód. Niech X ∈ MBC(R+,E), oraz niech funkcje zbioru X b¦d¡ lokalnie jedna-

kowo ci¡gªe na R+. Zatem speªniony jest warunek

∀
T∈R+

∀
ε>0
∃
δ>0
∀
x∈X
∀

s,t∈[0,T ]

[
|s− t| 6 δ ⇒ ‖x(s)− x(t)‖E 6 ε

]
Ustalmy dowolnie T ∈ R+, oraz ε > 0, a tak»e dobierzmy δ wedªug de�nicji lokalnej

jednakowej ci¡gªo±ci. Wtedy dla dowolnej funkcji x ∈ X, oraz dla wszystkich

s, t ∈ [0, T ] takich, »e |s− t| 6 δ zachodzi, »e ‖x(s)− x(t)‖E 6 ε. Zatem

ωT (x, δ) = sup
{
‖x(s)− x(t)‖E : s, t ∈ [0, T ], |s− t| 6 δ

}
6 ε.

Poniewa» powy»sza nierówno±¢ zachodzi dla dowolnych x ∈ X, zatem

ωT (X, δ) = sup
{
ωT (x, δ) : x ∈ X

}
6 ε.

Korzystaj¡c z tego, »e ωT (X, δ) jest rosn¡ca dla δ ∈ R+ mamy, »e

ωT0 (X) = lim
δ→0

ωT (X, δ) 6 ε.

Ta nierówno±¢ jest speªniona dla dowolnego T ∈ R+, otrzymujemy wi¦c

ω0(X) = lim
T→∞

ωT0 (X) 6 ε.

Z faktu, »e ε > 0 byªo wybrane dowolnie wnioskujemy, »e ω0(X) = 0.

Przeciwnie zaªó»my teraz, »e ω0(X) = lim
T→∞

ωT0 (X) = 0. Poniewa» funkcja

T → ωT0 (X) jest niemalej¡ca zatem dla ka»dego T ∈ R+ mamy, »e ωT0 (X) =

lim
δ→0

ωT (X, δ) = 0. Zatem dla dowolnie ustalonego ε > 0 istnieje δ0 > 0 taka, »e dla

δ 6 δ0 prawdziwa jest nierówno±¢

ωT (X, δ) = sup{ωT (x, δ) : x ∈ X} 6 ε.

St¡d otrzymujemy, »e dla ka»dego x ∈ X speªniona jest nierówno±¢

ωT (x, δ) = sup
{
‖x(t)− x(s)‖E : t, s ∈ [0, T ], |t− s| 6 δ

}
6 ε.

Ostatecznie dla wszystkich t, s ∈ [0, T ] takich, »e |t− s| 6 δ mamy, »e

‖x(t)− x(s)‖E 6 ε,

co pokazuje, »e funkcje nale»¡ce do X s¡ jednakowo ci¡gªe na R+.
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Zaªó»my dalej, »e µ = µ(X) jest dan¡ miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni E.

Dla dowolnie ustalonej liczby t ∈ R+ oznaczmy przez X(t) przekrój zbioru X

w punkcie t, tzn. X(t) = {x(t) : x ∈ X}. Tak okre±lony zbiór jest podzbiorem

przestrzeni E.

Nast¦pnie, dla ustalonego T > 0 oznaczmy

µT (X) = sup
{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
. (3.14)

Zauwa»my, »e funkcja T → µT (X) jest niemalej¡ca i ograniczona z góry. Ograni-

czono±¢ tej funkcji wynika z faktu, »e X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni

BC(R+, E) i zachodzi zale»no±¢

‖X(t)‖E 6 ‖X‖BC(R+,E) <∞

dla ka»dego t ∈ R+. Mo»emy zatem okre±li¢ nast¦puj¡c¡ wielko±¢

µ∞(X) = lim
T→∞

µT (X). (3.15)

Nast¦pnie, dla ustalonego T > 0 de�niujemy

aT (X) = sup
x∈X

{
sup

{
‖x(t)‖E : t > T

}}
.

Zauwa»my, »e funkcja T → aT (X) jest nierosn¡ca, zatem istnieje sko«czona gra-

nica

a∞(X) = lim
T→∞

aT (X). (3.16)

Dalej, dla T > 0 okre±lmy wielko±¢

bT (X) = sup
x∈X

{
sup

{
‖x(t)− x(s)‖ : t, s > T

}}
.

Poniewa» funkcja T → bT (X) jest nierosn¡ca, wi¦c istnieje sko«czona granica

b∞(X) = lim
T→∞

bT (X). (3.17)

Nast¦pnie, dla ustalonego t ∈ R+ de�niujemy

diamX(t) = sup
{
‖x(t)− y(t)‖E : x, y ∈ X

}
.
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Poªó»my dalej

c(X) = lim sup
t→∞

diamX(t). (3.18)

Rozwa»my teraz funkcje µa, µb, µc okre±lone na rodzinie MBC(R+,E) nast¦puj¡co

µa(X) = ω0(X) + µ∞(X) + a∞(X), (3.19)

µb(X) = ω0(X) + µ∞(X) + b∞(X), (3.20)

µb(X) = ω0(X) + µ∞(X) + c(X). (3.21)

Poka»emy, »e je»eli miara niezwarto±ci µ w przestrzeni E jest miar¡ regularn¡,

równowa»n¡ mierze Hausdor�a, to funkcje okre±lone wzorami (3.19)-(3.21) s¡ mia-

rami niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E). W tym celu nale»y przypomnie¢ naj-

pierw pewien rezultat Nussbauma [31], który zostanie wykorzystany w procesie

dowodzenia.

Lemat 3.3.2. [31] Niech αT (X) oznacza miar¦ niezwarto±ci Kuratowskiego w prze-

strzeni CT = C([0, T ], E). Wtedy

max

{
1

2
ωT0 (X), αT (X)

}
6 αT (X) 6 2ωT0 (X) + αT (X), (3.22)

gdzie wielko±¢ αT jest okre±lona przez wzór (3.14).

Zauwa»my, »e ª¡cz¡c nierówno±ci (3.22) oraz (2.6) otrzymujemy oszacowanie

1

4

[
1

2
ωT0 (X) + χT (X)

]
6 χT (X) 6 2

[
ωT0 (X) + χT (X)

]
(3.23)

dla ka»dego T > 0.

Teraz zostanie sformuªowane zapowiedziane twierdzenie.

Twierdzenie 3.3.3. [5] Je»eli µ jest miar¡ niezwarto±ci Hausdor�a w przestrzeni

Banacha E, tzn. µ = χE, to wtedy funkcje χa, χb, oraz χc, okre±lone wzorami

(3.19)-(3.21) s¡ miarami niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E). Ponadto praw-

dziwe s¡ nierówno±ci

χ(X) 6 2χb(X) (3.24)

χ(X) 6 4χc(X) (3.25)

χb(X) 6 2χa(X), χc(X) 6 2χa(X) (3.26)
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dla dowolnego zbioru X ∈ MBC(R+,E), gdzie χ oznacza miar¦ niezwarto±ci Haus-

dor�a w przestrzeni BC(R+, E).

Dowód. Wykazana zostanie najpierw nierówno±¢ (3.24). W tym celu ustalmy

dowolnie zbiór X ∈ MBC(R+,E) i oznaczmy r = χb(X). Niech r1 = ω0(X),

r2 = χ∞(X), r3 = b∞(X). Oczywi±cie r = r1 + r2 + r3. Korzystaj¡c z de�ni-

cji (3.13) oraz (3.14) mamy

ωT0 (X) 6 r1, (3.27)

χT (X) 6 r2 (3.28)

dla ustalonego T > 0. Z drugiej strony, dla dowolnie ustalonego ε > 0 uwzgl¦d-

niaj¡c (3.17), znajdujemy T0 > 0 takie, »e dla wszystkich T > T0 zachodzi

bT (X) 6 r3 + ε.

Bior¡c pod uwag¦ powy»sz¡ nierówno±¢ i de�nicj¦ funkcji bT mamy

sup
{
‖x(t)− x(s)‖ : t, s > T0

}
6 r3 + ε (3.29)

dla dowolnej funkcji x ∈ X.

Ustalmy dowolnie T , T > T0. Wtedy uwzgl¦dniaj¡c (3.23), (3.27), oraz (3.28)

otrzymujemy nierówno±¢

χT (X) 6 2r1 + r2.

Wnioskujemy st¡d, »e dla dowolnie ustalonej liczby δ > 0 mo»emy znale¹¢

(2r1 + r2 + δ) - sie¢ x1, x2, . . . , xm zbioru X w przestrzeni C([0, T ], E). Ozna-

cza to, »e dla dowolnej funkcji x ∈ X istnieje k ∈ {1, 2, . . . ,m} takie, »e

‖x(t)− xk(t)‖E 6 2r1 + r2 + δ (3.30)

dla t ∈ [0, T ].

Rozwa»my teraz rozszerzenie xk funkcji xk (k = 1, 2, . . . ,m) na przedziale R+

okre±lone nast¦puj¡co

xk(t) =

{
xk(t) dla t ∈ [0, T ],

xk(T ) dla t > T.
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Funkcja xk ∈ BC(R+, E) (k = 1, 2, . . . ,m). Dalej uwzgl¦dniaj¡c (3.29) oraz (3.30)

dla dowolnego t > T mamy

‖x(t)− xk(t)‖E 6 ‖x(t)− x(T )‖E + ‖x(T )− xk(t)‖E
6 r3 + ε+ ‖x(T )− xk(T )‖E 6 r3 + ε+ 2r1 + r2 + δ

6 2r1 + 2r2 + 2r3 + ε+ δ 6 2r + ε+ δ.

Z powy»szego oszacowania wynika, »e funkcje x1, x2, . . . , xm tworz¡ (2r + ε+ δ) -

sie¢ zbioru X w przestrzeni BC(R+, E). W rezultacie dostajemy

χ(X) 6 2r + ε+ δ.

Bior¡c pod uwag¦ dowolno±¢ liczb ε oraz δ otrzymujemy

χ(X) 6 2χb(X),

co dowodzi (3.24).

Aby udowodni¢ nierówno±¢ (3.25), podobnie jak poprzednio, ustalmy r = χc(X),

r1 = ω0(X), r2 = χ∞(X), r3 = c(X), r = r1 + r2 + r3. Nast¦pnie ustalmy dowolnie

liczb¦ ε > 0. Wtedy, znajdujemy liczb¦ T0 > 0 tak¡, »e dla t > T0 speªniona jest

nierówno±¢

diamX(t) 6 r3 + ε. (3.31)

Dedukuj¡c jak poprzednio stwierdzamy ponadto, »e dla dowolnie ustalonego T > T0,

zbiór X rozwa»ony w przestrzeni C([0, T ], E), tzn. zbiór

XT =
{
x|[0,T ] : x ∈ X

}
,

ma dla dowolnego δ > 0 sko«czon¡ (2r1+r2+δ) - sie¢ zªo»on¡ z funkcji x1, x2, . . . , xm

nale»¡cych do przestrzeni C([0, T ], E).

Wybierzmy nast¦pnie dowolne funkcje y1, y2, . . . , ym ∈ X takie, »e dla ka»dego

i ∈ {1, 2, . . . ,m} nierówno±¢

‖yi(t)− xi(t)‖E 6 2r1 + r2 + δ (3.32)

jest speªniona dla t ∈ [0, T ].
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Ustalmy dalej dowoln¡ funkcj¦ x ∈ X. Nast¦pnie znajd¹my i ∈ {1, 2, . . . ,m}
takie, »e

‖x(t)− xi(t)‖E 6 2r1 + r2 + δ (3.33)

dla dowolnego t ∈ [0, T ]. Nast¦pnie uwzgl¦dniaj¡c (3.32) oraz (3.33) mamy, »e

‖x(t)− yi(t)‖E 6 ‖x(t)− xi(t)‖E + ‖xi(t)− y(t)‖E 6 2(2r1 + r2) + 2δ (3.34)

dla dowolnego t ∈ [0, T ].

Teraz, ª¡cz¡c (3.31) oraz (3.34), dla dowolnej liczby t ∈ R+ otrzymujemy

‖x(t)− yi(t)‖E 6 max
{

2(2r1 + r2) + 2δ, r3 + ε
}

6 4r1 + 2r2 + r3 + ε+ 2δ 6 4r + ε+ δ.

Z powy»szego oszacowania wynika, »e funkcje y1, y2, . . . , ym tworz¡ sko«czon¡

(4r + ε+ 2δ) - sie¢ zbioru X w przestrzeni BC(R+, E). Mamy zatem, »e

χ(X) 6 4χc(X) + ε+ 2δ.

Zatem, uwzgl¦dniaj¡c dowolno±¢ liczb ε oraz δ, nierówno±¢ (3.25) zostaªa wyka-

zana.

Zauwa»my teraz, »e pierwsza z nierówno±ci wyst¦puj¡ca w (3.26) jest konse-

kwencj¡ nierówno±ci ‖x(t) − x(s)‖E 6 ‖x(t)‖E + ‖x(s)‖E, która jest prawdziwa

dla wszystkich liczb t, s ∈ R+. Z kolei druga nierówno±¢ w (3.26) wynika z osza-

cowania ‖x(t) − y(t)‖E 6 ‖x(t)‖E + ‖y(t)‖E, które speªnione jest dla wszystkich

funkcji x, y ∈ BC(R+, E) oraz dla ka»dego t ∈ R+.

Na podstawie udowodnionych nierówno±ci (3.24)-(3.26) mo»na wykaza¢, »e

funkcje χa, χb, χc speªniaj¡ aksjomaty (i) oraz (vi) De�nicji 2.2.1. Dowody praw-

dziwo±ci dla pozostaªych aksjomatów (ii) − (v) wynikaj¡ z wªasno±ci skªadników

ω0, χ∞, a∞, b∞, oraz c. Ostatecznie stwierdzamy, »e funkcje χa, χb, oraz χc s¡ mia-

rami niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E).

Koniec dowodu.

Zauwa»my, »e miary χa, χb, χc s¡ subliniowe. Ponadto miary χa, oraz χb maj¡

wªasno±¢ maksimum. Wszystkie te miary niezwarto±ci nie s¡ peªne.
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J¡dro miary χa skªada si¦ z ograniczonych podzbiorówX przestrzeniBC(R+, E)

takich, »e funkcje z X s¡ lokalnie jednakowo ci¡gªe na R+ i d¡»¡ do zera z t¡

sam¡ pr¦dko±ci¡. Ponadto przekroje X(t) s¡ relatywnie zwarte w przestrzeni E

dla ka»dego t ∈ R+. J¡dro miary χb jest analogiczne z t¡ ró»nic¡, »e funkcje

x ∈ X ∈ kerχb d¡»¡ do sko«czonej (niekoniecznie zerowej) granicy. Wreszcie j¡-

dro kerχc skªada si¦ z tych zbiorów X ∈ MBC(R+,E), dla których funkcje z X s¡

lokalnie jednakowo ci¡gªe na R+, przekroje X(t) s¡ relatywnie zwarte w E dla

ka»dego t ∈ R+, a grubo±¢ wi¡zki utworzonej przez wykresy funkcji z X d¡»y do

zera w niesko«czono±ci.

Uwaga 3.3.4. Zauwa»my, »e je»eli w konstrukcji skªadnika µ∞ wyra»onego wzo-

rem (3.15), zamienimy miar¦ Hausdor�a χ, na miar¦ Kuratowskiego α, lub na inn¡

dowoln¡ regularn¡ miar¦ niezwarto±ci µ równowa»n¡ mierze Hausdor�a, to Twier-

dzenie 3.3.3 pozostaje prawdziwe. W konsekwencji funkcje µa, µb, µc okre±lone

wzorami (3.19)-(3.21) s¡ miarami niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E).
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4 Miary niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E) ge-

nerowane przez dowoln¡ miar¦ niezwarto±ci w prze-

strzeni E

W tym rozdziale zostan¡ przedstawione miary niezwarto±ci skonstruowane

w przestrzeni funkcji okre±lonych, ci¡gªych i ograniczonych na dodatniej póªosi

rzeczywistej R+ o warto±ciach w przestrzeni Banacha E. Przeprowadzony b¦dzie

dowód istnienia takich miar w przypadku, gdy w E zadana jest dowolna, nieko-

niecznie regularna miara niezwarto±ci. Ponadto podamy wzory opisuj¡ce zbudo-

wane miary w przypadku, gdy E jest przestrzeni¡ ci¡gów ograniczonych l∞.

4.1 Konstrukcja miar niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E)

generowanych przez dowoln¡ miar¦ zadan¡ w E

Zaªó»my, »e E jest dan¡, niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha,

a µ jest dowoln¡ miar¡ niezwarto±ci zadan¡ w tej przestrzeni.

Warto nadmieni¢, »e rozwa»ania tego podrozdziaªu zachowuj¡ swój sens je»eli prze-

strze« E jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha.

Nast¦pnie, rozwa»my przestrze« Banacha BC(R+, E) skªadaj¡c¡ si¦ z funkcji okre-

±lonych, ci¡gªych i ograniczonych na R+ o warto±ciach w przestrzeni E. Przestrze«

BC(R+, E) b¦dzie wyposa»ona w standardow¡ norm¦ supremum

‖x‖∞ = sup
{
‖x(t)‖E : t ∈ R+

}
,

gdzie symbol ‖ · ‖E oznacza norm¦ w przestrzeni E.

Równocze±nie z przestrzeni¡ BC(R+, E) b¦dziemy rozwa»a¢ przestrze« CT =

C([0, T ], E), gdzie T > 0 jest dowolne, z norm¡ ‖x‖T = sup
{
‖x(t)‖E : t ∈ [0, T ]

}
.

Ta przestrze« byªa opisana w podrozdziale 3.1.

Zauwa»my, »e je»eli we¹miemy funkcj¦ x ∈ BC(R+, E), wtedy obci¦cie x|[0,T ]
funkcji x do przedziaªu [0, T ] jest elementem przestrzeni CT .

W dalszej cz¦±ci ustalmy dowolny niepusty, ograniczony zbiórX,X ⊂ BC(R+, E).

Nast¦pnie, dla dowolnie ustalonej funkcji x ∈ X i dla ε > 0 de�niujemy moduª
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ci¡gªo±ci ω∞(x, ε) w nast¦puj¡cy sposób

ω∞(x, ε) = sup
{
‖x(t)− x(s)‖E : t, s ∈ R+, |t− s| 6 ε

}
. (4.1)

Poni»szy lemat przedstawia zwi¡zek moduªu ci¡gªo±ci z poj¦ciem jednostajnej ci¡-

gªo±ci funkcji.

Lemat 4.1.1. Warto±¢ lim
ε→0

ω∞(x, ε) jest równa 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja

x = x(t) jest jednostajnie ci¡gªa na przedziale R+.

Z drugiej strony zauwa»my, »e dla dowolnego T > 0 mamy

ωT (x, ε) 6 ω∞(x, ε), (4.2)

gdzie ωT (x, ε) oznacza moduª ci¡gªo±ci obci¦cia x|[0,T ] w przestrzeni CT tzn.

ωT (x, ε) = sup
{
‖x(t)− x(s)‖E : t, s ∈ [0, T ], |t− s| 6 ε

}
.

Dodatkowo, dla dowolnej funkcji x ∈ BC(R+, E) mamy, »e lim
ε→0

ωT (x, ε) = 0 dla

ka»dego T > 0. Jednak w ogólno±ci nie jest prawd¡, »e lim
ε→0

ω∞(x, ε) = 0. Aby to

pokaza¢ rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad.

Przykªad 4.1.2. Rozwa»my przestrze« BC(R+) = BC(R+,R). We¹my funkcj¦

x = x(t) w tej przestrzeni zde�niowan¡ na przedziale [0, 1] w ten sposób, »e jej

wykres jest trójk¡tem równoramiennym z podstaw¡ równ¡ przedziaªowi [0, 1] i wy-

soko±ci¡ równ¡ 1. Analogicznie, de�niujemy funkcj¦ x na przedziaªach [1, 1 + 1
2
],

[1 + 1
2
, 1 + 1

2
+ 1

3
] itd. Wtedy, dla dowolnego ε > 0 mamy, »e ω∞(x, ε) = 1. St¡d

mamy, »e lim
ε→0

ω∞(x, ε) = 1. Jednak z drugiej strony mamy, »e lim
ε→0

ωT (x, ε) = 0 dla

dowolnego T > 0.

Dalej bior¡c pod uwag¦ wzór (4.1), dla X ∈MBC(R+,E) de�niujemy:

ω∞(X, ε) = sup
{
ω∞(x, ε) : x ∈ X

}
,

ω∞0 (X) = lim
ε→0

ω∞(X, ε). (4.3)

Lemat 4.1.3. Warto±¢ ω∞0 (X) jest równa 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje ze

zbioru X s¡ jednakowo ci¡gªe na R+.

38



Pomijamy dowód tego lematu.

W dalszej cz¦±ci rozwa»my funkcj¦ µ∞ okre±lon¡ na rodzinieMBC(R+,E) wzorem

µ∞(X) = lim
T→∞

µT (X), (4.4)

gdzie

µT (X) = sup
{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
.

Zauwa»my, »e istnienie granicy we wzorze (4.4) jest konsekwencj¡ faktu, »e funkcja

T → µT (X) jest niemalej¡ca i ograniczona z góry na R+. Rzeczywi±cie, poniewa»

zbiórX jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni BC(R+, E), zatem istnieje staªa

c > 0 taka, »e

sup
{
‖x(t)‖E : t ∈ R+

}
6 c

dla ka»dego x ∈ X. Zatem, ustalaj¡c dowolnie t ∈ R+ wnioskujemy, »e

sup
{
‖x(t)‖E : x ∈ X

}
6 c.

To implikuje, »e miary niezwarto±ci µ(X(t)) s¡ ograniczone z góry dla t ∈ R+.

Nast¦pnie dla T > 0 poªó»my

aT (X) = sup
x∈X

{
sup

{
‖x(t)‖E : t > T

}}
.

Funkcja T → aT (X) jest nierosn¡ca i ograniczona na R+, zatem istnieje sko«czona

granica

a∞(X) = lim
T→∞

aT (X). (4.5)

W dalszej cz¦±ci we¹my pod uwag¦ inne wielko±ci powi¡zane z mierzeniem

zachowania funkcji ze zbioru X w niesko«czono±ci. Mianowicie, dla T > 0 niech:

bT (X) = sup
x∈X

{
sup

{
‖x(t)− x(s)‖E : t, s > T

}}
,

b∞(X) = lim
T→∞

bT (X). (4.6)

Nast¦pnie dla t ∈ R+ de�niujemy

diam X(t) = sup
{
‖x(t)− y(t)‖E : x, y ∈ X

}
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oraz

c(X) = lim sup
t→∞

diam X(t). (4.7)

Ostatecznie, ª¡cz¡c (4.3) - (4.7), mo»emy zde�niowa¢ nast¦puj¡ce wielko±ci:

µa(X) = ω∞0 (X) + µ∞(X) + a∞(X), (4.8)

µb(X) = ω∞0 (X) + µ∞(X) + b∞(X), (4.9)

µc(X) = ω∞0 (X) + µ∞(X) + c(X). (4.10)

Teraz zostanie sformuªowany gªówny rezultat niniejszego rozdziaªu.

Twierdzenie 4.1.4. Niech µ b¦dzie miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni Banacha E.

Wtedy funkcje µa, µb i µc zde�niowane wzorami (4.8) - (4.10) odpowiednio, s¡

miarami niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E) oraz zachodz¡ nast¦puj¡ce nierów-

no±ci

µb(X) 6 2µa(X),

µc(X) 6 2µa(X)

dla dowolnego zbioru X ∈MBC(R+,E).

Dowód. Najpierw rozwa»my rodziny kerµa, kerµb i kerµc, które s¡ j¡drami funkcji

µa, µb oraz µc odpowiednio. Zauwa»my, »e rodzina kerµa jest niepusta poniewa»

zawiera zbiór skªadaj¡cy si¦ z funkcji, która jest równa θ na R+. Ta sama argu-

mentacja pokazuje, »e rodzina kerµc jest niepusta. Podobnie, rodzina kerµb jest

niepusta, poniewa» zawiera zbiory ograniczone skªadaj¡ce si¦ z funkcji staªych na

przedziale R+.

Nast¦pnie poka»emy, »e kerµa, kerµb oraz kerµc s¡ podrodzinami rodziny

NBC(R+,E). W tym celu rozwa»my rodzin¦ kerµb. Nast¦pnie we¹my zbiór

X ∈ kerµb. To oznacza, »e µb(X) = 0. St¡d, uwzgl¦dniaj¡c (4.9) and (4.2) wnio-

skujemy, »e dla dowolnie ustalonego T > 0 mamy, »e ωT0 (X) = 0 oraz µT (X) = 0.

To implikuje, »e

µT (X) = ωT0 (X) + µT (X) = 0,

40



gdzie µT jest miar¡ niezwarto±ci wyst¦puj¡c¡ we wzorze (3.1) i Twierdzeniu 3.1.2,

gdy przyjmiemy I = [0, T ] oraz µT zamiast µI . W ±wietle wspomnianego Twier-

dzenia 3.1.2 dedukujemy, »e zbiór X|[0,T ] (obci¦cie zbioru X do przedziaªu [0, T ])

jest relatywnie zwarty dla dowolnie ustalonego T > 0.

Nast¦pnie, uwzgl¦dniaj¡c wzór (4.9) mamy, »e b∞(X) = 0. St¡d na podstawie

wzoru (4.6) wyci¡gamy wniosek, »e dla dowolnie ustalonego ε > 0 mo»emy znale¹¢

takie T > 0, »e

bT (X) 6
ε

2
. (4.11)

Dalej, opieraj¡c si¦ na fakcie, »e zbiór X|[0,T ] jest relatywnie zwarty w przestrzeni

C([0, T ], E), mo»emy znale¹¢ sko«czon¡ ε
2
- sie¢ y1, y2, . . . , ym zbioru X|[0,T ] nale-

»¡c¡ do zbioru X|[0,T ] tzn., yi ∈ X|[0,T ] dla i = 1, 2, . . . ,m (por. Twierdzenia 3.1.1

oraz 3.1.2).

Nast¦pnie dla ustalonego i ∈ {1, 2, . . . ,m} rozwa»my przedªu»enie yi funkcji yi

zde�niowane na R+ w nast¦puj¡cy sposób

yi(t) =

{
yi(t) dla t ∈ [0, T ]

yi(T ) dla t > T.

Ustalmy dowolnie funkcj¦ x ∈ X. Nast¦pnie uwzgl¦dniaj¡c powy»ej wykazane

fakty, dla t ∈ [0, T ] mo»emy znale¹¢ i ∈ {1, 2, . . . ,m} takie, »e

‖x(t)− yi(t)‖E = ‖x(t)− yi(t)‖E 6
ε

2
(4.12)

dla t ∈ [0, T ]. Natomiast dla t > T , bior¡c pod uwag¦ (4.11) oraz (4.12) mamy, »e

‖x(t)− yi(t)‖E 6 ‖x(t)− x(T )‖E + ‖x(T )− yi(t)‖E

6
ε

2
+ ‖x(T )− yi(T )‖E 6

ε

2
+
ε

2
= ε.

Zatem funkcje y1, y2, . . . , ym tworz¡ sko«czon¡ ε - sie¢ zbioru X w przestrzeni

BC(R+, E). Zatem X ∈ NBC(R+,E), a to z kolei oznacza, »e kerµb ⊂ NBC(R+,E).

Zauwa»my teraz, »e w ±wietle nierówno±ci

‖x(t)− x(s)‖E 6 ‖x(t)‖E + ‖x(s)‖E

mamy, »e

b∞(X) 6 2a∞(X),
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gdzie wielko±ci a∞ i b∞ s¡ zde�niowane przez (4.5) oraz (4.6) odpowiednio. Zatem,

bior¡c pod uwag¦ wzory (4.8) i (4.9) opisuj¡ce funkcje µa i µb wnioskujemy, »e

speªniona jest pierwsza nierówno±¢ twierdzenia:

µb(X) 6 2µa(X).

Równocze±nie z tej nierówno±ci uzyskujemy, »e kerµa ⊂ NBC(R+,E).

Analogicznie z nierówno±ci

‖x(t)− y(y)‖E 6 ‖x(t)‖E + ‖y(t)‖E,

która jest prawdziwa dla wszystkich x, y ∈ BC(R+, E) oraz t ∈ R+, otrzymujemy

drug¡ nierówno±¢ wskazan¡ w twierdzeniu. Jednak»e, z tej nierówno±ci nie wynika,

»e kerµc ⊂ NBC(R+,E).

W celu pokazania sªuszno±ci tego stwierdzenia ustalmy dowolny zbiór

X ∈ kerµc. U»ywaj¡c argumentacji podobnej jak wy»ej wyci¡gamy wniosek, »e

dla dowolnego T > 0 zbiór X|[0,T ] jest relatywnie zwarty w przestrzeni C([0, T ], E).

Ponadto uwzgl¦dniaj¡c, »e µc(X) = 0 wnioskujemy, »e c(X) = 0, gdzie wielko±¢

c(X) jest zde�niowana wzorem (4.7).

St¡d wynika, »e dla dowolnego ustalonego ε > 0 mo»emy znalez¢ T > 0 takie, »e

c(X) 6
ε

2
. (4.13)

Korzystaj¡c z zaªo»enia, »e zbiór X|[0,T ] jest relatywnie zwarty w przestrzeni

C([0, T ], E), mo»emy wybra¢ funkcje y1, y2, . . . , ym ∈ X takie, »e tworz¡ one sko«-

czon¡ ε - sie¢ zbioru X w przestrzeni C([0, T ], E). St¡d, dla dowolnego x ∈ X

mo»emy znale¹¢ i ∈ {1, 2, . . . ,m} takie, »e

‖x(t)− yi(t)‖E 6 ε

dla t ∈ [0, T ]. Skoro x, yi ∈ X, to u»ywaj¡c (4.13) wnioskujemy, »e

‖x(t)− yi(t)‖E 6 ε

dla ka»dego t > T .

Podsumowuj¡c zauwa»amy, »e funkcje y1, y2, . . . , ym tworz¡ sko«czon¡ ε-sie¢ zbioru
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X w przestrzeni BC(R+, E). St¡d otrzymujemy, »e X ∈ NBC(R+,E), co pokazuje

»¡dane zawieranie kerµc ⊂ NBC(R+,E).

Zauwa»my, »e stwierdzenie, »e funkcje µa, µb oraz µc speªniaj¡ warunek (ii)

De�nicji 2.2.1 jest speªnione wprost z de�nicji tych funkcji.

Teraz udowodnimy, »e funkcje µa, µb oraz µc speªniaj¡ warunek (iii) De�ni-

cji 2.2.1. W tym celu ustalmy zbiór X ∈MBC(R+,E) i oznaczmy µa(X) = r, gdzie

r = r1 + r2 + r3 oraz ω∞0 (X) = r1, µ∞(X) = r2, a∞(X) = r3. Nast¦pnie roz-

wa»my domkni¦cie X zbioru X. Oczywi±cie µa(X) 6 µa(X ), µb(X) 6 µb(X )

oraz µc(X) 6 µc(X ). Aby udowodni¢ nierówno±ci przeciwne ustalmy x ∈ X.

W szczególno±ci oznacza to, »e istnieje ci¡g (xn) ⊂ X taki, »e xn → x dla n→∞.

St¡d, bior¡c dowolne ε > 0 znajdujemy liczb¦ naturaln¡ n0 tak¡, »e

‖xn(t)− x(t)‖E 6
ε

3
(4.14)

dla wszystkich t ∈ R+ oraz dla n > n0.

Dalej zauwa»my, »e z równo±ci ω∞0 (X) = r1 wnioskujemy, »e istnieje δ > 0 taka,

»e ω∞(xn, δ) 6 r1 +
ε

3
dla n = 1, 2, . . . . To implikuje, »e

‖xn(t)− xn(s)‖E 6 r1 +
ε

3

dla wszystkich t, s ∈ R+ takich, »e |t− s| 6 δ oraz dla wszystkich n ∈ N.
St¡d, ustalaj¡c t, s ∈ R+ takie, »e |t− s| 6 δ i opieraj¡c si¦ na (4.14), dla n > n0

otrzymamy

‖x(t)− x(s)‖E 6 ‖x(t)− xn(t)‖E + ‖xn(t)− xn(s)‖E

+‖xn(s)− x(s)‖E 6
ε

3
+ r1 +

ε

3
+
ε

3
= r1 + ε.

To implikuje, »e

ω∞(x, δ) 6 r1 + ε.

W rezultacie mamy, »e

ω∞(X, δ) 6 r1 + ε.

Zatem, otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie

ω∞0 (X ) 6 r1
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co pokazuje, »e ω∞0 (X ) 6 ω∞0 (X). To implikuje z kolei równo±¢ ω∞0 (X) =

ω∞0 (X ).

Zauwa»my dalej, »e równo±¢ µ∞(X ) = µ∞(X) jest konsekwencj¡ wzoru (4.4)

i faktu, »e µ jest miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni E.

Wykorzystuj¡c równo±¢ a∞(X) = r3 oraz wzór (4.5), dla dowolnie ustalonego

ε > 0 mo»emy znale¹¢ T > 0 takie, »e

aT (X) 6 r3 +
ε

2
.

To implikuje z kolei, »e

‖y(t)‖E 6 r3 +
ε

2
(4.15)

dla wszystkich y ∈ X oraz dla t > T .

Dalej ustalmy x ∈ X. Jak ju» zostaªo powiedziane wcze±niej mo»emy znale¹¢ ci¡g

(xn) ⊂ X taki, »e

‖xn(t)− x(t)‖E 6
ε

2

dla t ∈ R+ i dla n > n0. �¡cz¡c powy»sze stwierdzenia z nierówno±ci¡ (4.15), dla

dowolnego t ∈ R+ i dla n > n0 mamy, »e

‖x(t)‖E 6 ‖x(t)− xn(t)‖E + ‖xn(t)‖E 6
ε

2
+ r3 +

ε

2
= r3 + ε.

To implikuje, »e

aT (X ) 6 r3 + ε.

St¡d dla T →∞ otrzymujemy

a∞(X ) 6 r3 + ε

co dowodzi nierówno±ci a∞(X ) 6 a∞(X). Oczywi±cie to implikuje równo±¢

a∞(X) = a∞(X ).

Równo±¢ b∞(X ) = b∞(X) mo»emy pokaza¢ w podobny sposób.

Poka»emy teraz, »e prawdziwa jest równo±¢ c(X ) = c(X). W tym celu

oznaczmy r4 = c(X). Uwzgl¦dniaj¡c wzór (4.7) wnioskujemy st¡d, »e dla do-

wolnie ustalonego ε > 0 mo»emy znale¹¢ T > 0 takie, »e

diamX(t) 6 r4 +
ε

3
(4.16)
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dla t > T .

Nast¦pnie, ustalmy dowolnie elementy x, y ∈ X. Wybierzmy ci¡gi (xn), (yn) ⊂ X

w ten sposób, »e istnieje liczba naturalna n0 taka, »e

‖xn(t)− x(t)‖E 6
ε

3
, ‖yn(t)− y(t)‖E 6

ε

3
(4.17)

dla t ∈ R+ oraz dla n > n0. W ±wietle oszacowania (4.16) wnioskujemy, »e

‖xn(t)− yn(t)‖E 6 r4 +
ε

3
(4.18)

dla n ∈ N oraz dla t > T .

Teraz ª¡cz¡c (4.17) oraz (4.18), dla n > n0 i dla t > T otrzymujemy

‖x(t)− y(t)‖E 6 ‖x(t)− xn(t)‖E + ‖xn(t)− yn(t)‖E + ‖yn(t)− y(t)‖E

6
ε

3
+ r4 +

ε

3
+
ε

3
= r4 + ε.

Oczywi±cie to implikuje, »e diamX(t) 6 r4 + ε dla t > T . St¡d mamy »¡dan¡

równo±¢ c(X ) = c(X).

Wyka»emy teraz, »e speªniony jest warunek (iv) De�nicji 2.2.1.

Zauwa»my najpierw, »e z faktu, »e µ jest miar¡ niezwarto±ci w przestrzeni E

wynika, równo±¢

µ∞(ConvX) = µ∞(X)

dla dowolnie ustalonego zbioru X ∈MBC(R+,E).

Z drugiej strony pami¦taj¡c, »e wielko±ci ω∞, aT , bT oraz c s¡ subliniowe w sto-

sunku do operacji algebraicznych w przestrzeni BC(R+, E) wyci¡gamy wniosek,

»e

ω∞(convX, ε) = ω∞(X, ε),

aT (convX) = aT (X),

bT (convX) = bT (X),

c(convX) = c(X)

dla dowolnych ε > 0 i T > 0. To pozwala nam wywnioskowa¢, »e ω∞0 (convX) =

ω∞0 (X), a∞(convX) = a∞(X), oraz b∞(convX) = b∞(X). St¡d, w ±wietle wa-

runku (iii) De�nicji 2.2.1 wnioskujemy, »e funkcje µa, µb oraz µc s¡ niezmiennicze
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wzgl¦dem domkni¦cia wypukªego. Zatem te funkcje speªniaj¡ warunek (iv) De�-

nicji 2.2.1.

Analogicznie mo»emy pokaza¢, »e funkcje µa, µb i µc speªniaj¡ warunek (v).

Pozostaªo wykaza¢, »e funkcje µa, µb oraz µc speªniaj¡ warunek (vi) De�ni-

cji 2.2.1.

W tym celu ustalmy ci¡g zbiorów domkni¦tych (Xn) z rodzinyMBC(R+,E) takich, »e

Xn+1 ⊂ Xn dla n = 1, 2, . . . oraz lim
n→∞

µa(Xn) = 0. Z równo±ci (4.8) otrzymujemy,

»e

lim
n→∞

ω∞0 (Xn) = 0, (4.19)

lim
n→∞

µ∞(Xn) = 0, (4.20)

lim
n→∞

a∞(Xn) = 0. (4.21)

Dalej, korzystaj¡c z (4.3) wnioskujemy, »e dla dowolnego h > 0 speªniona jest

nast¦puj¡ca nierówno±¢

ω∞(Xn+1, h) 6 ω∞(Xn, h)

dla n = 1, 2, . . . .

Zaªó»my dalej, »e (ti) jest ci¡giem nieujemnych liczb rzeczywistych, g¦stym

w przedziale R+. Nast¦pnie rozwa»my ci¡g funkcji xn = xn(t) dla t ∈ R+ takich,

»e xn ∈ Xn dla n = 1, 2, . . . . U»ywaj¡c metody przek¡tniowej bez straty ogólno±ci

mo»emy zaªo»y¢, »e ci¡g (xn) jest punktowo zbie»ny na zbiorze punktów ci¡gu (ti).

Wreszcie, de�niujemy funkcj¦ x∞ na zbiorze punktów ci¡gu (ti) nast¦puj¡co

x∞(ti) = lim
n→∞

xn(ti)

dla ka»dego i = 1, 2, . . . . Poka»emy, »e funkcja x∞ jest jednostajnie ci¡gªa na

zbiorze punktów ci¡gu (ti).

W tym celu zauwa»my, »e dla dowolnie ustalonych indeksów i, j oraz dla do-

wolnej liczby naturalnej n mamy

‖x∞(ti)− x∞(tj)‖E
6 ‖x∞(ti)− xn(ti)‖E + ‖xn(ti)− xn(tj)‖E + ‖xn(tj)− x∞(tj)‖E
6 ‖x∞(ti)− xn(ti)‖E + ω∞(Xn, |ti − tj|) + ‖xn(tj)− x∞(tj)‖E.
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St¡d dla n→∞ otrzymujemy, »e

‖x∞(ti)− x∞(tj)‖E 6 lim
n→∞

ω∞(Xn, |ti − tj|). (4.22)

Z powy»szego oszacowania oraz (4.19) wynika, »e funkcja x∞ jest jednostajnie

ci¡gªa w punktach ci¡gu (ti).

Teraz, stosuj¡c Twierdzenie 1.5 wnioskujemy, »e funkcja x∞ mo»e by¢ rozsze-

rzona w jedyny sposób do funkcji jednostajnie ci¡gªej na R+. To rozszerzenie

równie» b¦dziemy oznacza¢ przez x∞. Z nierówno±ci (4.22) mamy, »e

‖x∞(t)− x∞(s)‖E 6 lim
n→∞

ω∞(Xn, |t− s|) (4.23)

dla dowolnego t, s ∈ R+.

Poka»emy teraz, »e funkcja x∞ jest granic¡ jednostajn¡ ci¡gu funkcji (xn).

W tym celu ustalmy dowolnie liczb¦ ε > 0. Uwzgl¦dniaj¡c równo±¢ (4.19) mo»emy

znale¹¢ liczb¦ naturaln¡ n0 tak¡, »e

ω∞0 (Xn) 6
ε

4

dla n > n0. St¡d, na podstawie (4.3), istnieje liczba δ > 0 taka, »e

ω∞(Xn, h) 6
ε

4
+
ε

4
=
ε

2

dla ka»dego h takiego, »e 0 < h 6 δ oraz dla n > n0.

W konsekwencji otrzymujemy nierówno±¢

lim
n→∞

ω∞(Xn, h) 6
ε

2
(4.24)

dla h takich, »e 0 < h 6 δ.

Nast¦pnie wybierzmy tj w ten sposób, »e |t− tj| < h. Wtedy mamy

‖x∞(t)−xn(t)‖E 6 ‖x∞(t)− x∞(tj)‖E
+ ‖x∞(tj)− xn(tj)‖E + ‖xn(tj)− xn(t)‖E.

St¡d w ±wietle nierówno±ci (4.23) oraz (4.24) otrzymujemy

‖x∞(t)− xn(t)‖E
6 lim

n→∞
ω∞(Xn, h) + ‖x∞(tj)− xn(tj)‖E + ω∞(Xn, h)

6
ε

2
+ ‖x∞(tj)− xn(tj)‖E + ω∞(Xn, h).
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Z powy»szego oszacowania wynika, »e

lim
n→∞

‖xn(t)− x∞(t)‖E 6 ε

dla wszystkich t ∈ R+. St¡d dostajemy, »e

lim
n→∞

‖xn − x∞‖BC(R+,E) = 0. (4.25)

Powy»sza równo±¢ oznacza, »e funkcja x∞ jest jednostajn¡ granic¡ ci¡gu funkcji

(xn) na przedziale R+. W szczególno±ci z (4.25) wnioskujemy, »e x∞ jest punktem

domkni¦cia wszystkich zbiorów Xn (n = 1, 2, . . . ) . St¡d otrzymujemy wniosek, »e

x∞ ∈ Xn dla n = 1, 2, . . . . Zatem przeci¦cie X∞ =
∞⋂
n=1

Xn jest niepuste.

Ostatecznie, ª¡cz¡c uzyskany wniosek z równo±ciami (4.20) oraz (4.21) wnio-

skujemy, »e funkcja µa speªnia warunek (vi) De�nicji 2.2.1.

W analogiczny sposób dowodzimy, »e funkcje µb oraz µc speªniaj¡ warunek (vi)

De�nicji 2.2.1.

Zatem funkcje µa, µb oraz µc s¡ miarami niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, E).

Koniec dowodu.

Nast¦pnie opiszemy j¡dra miar niezwarto±ci µa, µb oraz µc zde�niowanych wzo-

rami (4.8), (4.9) oraz (4.10), odpowiednio.

Po pierwsze zauwa»my, »e j¡dro kerµa miary µa skªada si¦ ze wszystkich ograniczo-

nych podzbiorów X przestrzeni BC(R+, E) takich, »e funkcje z X s¡ jednostajnie

ci¡gªe i jednakowo ci¡gªe na R+ (innymi sªowami mo»na powiedzie¢, »e te funkcje

s¡ jednakowo jednostajnie ci¡gªe na R+). To ostatnie stwierdzenie jest równowa»ne

temu, »e funkcje ze zbioru X s¡ jednakowo ci¡gªe na póªosi R+. Ponadto, funkcje

ze zbioru X zmierzaj¡ do zera z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡, tzn. jednostajnie ze wzgl¦du

na zbiór:

∀
ε>0
∃
T>0
∀
t>T
∀
x∈X
‖x(t)‖E 6 ε.

Oprócz tego wszystkie przekroje X(t) zbioru X nale»¡ do j¡dra miary niezwarto-

±ci µ w przestrzeni Banacha E. W szczególno±ci, wspomniane przekroje X(t) s¡

relatywnie zwarte w E.
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Podobnie, j¡dro kerµb miary µb skªada si¦ ze wszystkich ograniczonych podzbiorów

X przestrzeni BC(R+, E) takich, »e funkcje z X s¡ jednakowo ci¡gªe na póªosi R+

oraz wszystkie przekroje X(t) zbioru X s¡ zawarte w j¡drze miary niezwarto±ci µ

w przestrzeni E. Ponadto wszystkie funkcje z X zmierzaj¡ do granic w niesko«-

czono±ci jednostajnie ze wzgl¦du na zbiór X.

Wreszcie j¡dro kerµc miary µc zawiera wszystkie ograniczone podzbiory X prze-

strzeni BC(R+, E) które s¡ jednakowo ci¡gªe na R+ oraz wszystkie przekroje X(t)

zbioru X s¡ elementami j¡dra kerµ w przestrzeni Banacha E. Dodatkowo grubo±¢

wi¡zki utworzonej przez wykresy funkcji z X zmierza do zera w niesko«czono±ci.

Zauwa»my dalej, »e miary niezwarto±ci µa, µb oraz µc zde�niowane wzorami

(4.8) - (4.10) nie s¡ peªne. To oznacza, »e j¡dra kerµa, kerµb oraz kerµc s¡

podrodzinami wªa±ciwymi rodziny NBC(R+,E).

Chc¡c to pokaza¢ rozwa»my ustalony niezerowy wektor x0 ∈ E. W przestrzeni

BC(R+, E) rozwa»my funkcje x = x(t), y = y(t) zde�niowane nast¦puj¡co:

x(t) = x0 sin t, y(t) = xo cos t

dla t ∈ R+. Niech zbiór X = {x, y}. Oczywi±cie zbiór X jest zwartym podzbio-

rem przestrzeni BC(R+, E), poniewa» jest sko«czony. Ponadto ªatwo wykaza¢, »e

ω∞0 (X) = 0 oraz µ∞(X) = 0, gdzie wielko±ci ω∞0 i µ∞ s¡ zde�niowane przez (4.3)

oraz (4.4) odpowiednio.

Z drugiej strony bior¡c pod uwag¦ wielko±ci a∞, b∞ oraz c opisane odpowiednio

wzorami (4.5), (4.6) oraz (4.7) widzimy, »e

a∞(X) = ‖x0‖E, b∞(X) = 2‖x0‖E, c(X) =
√

2‖x0‖E.

Zatem, korzystaj¡c ze wzorów (4.8) - (4.10) otrzymujemy

µa(X) = ‖x0‖E, µb(X) = 2‖x0‖E, µc(X) =
√

2‖x0‖E.

Zatem zbiór X nie nale»y do »adnej z rodzin kerµa, kerµb oraz kerµc.

W dalszej cz¦±ci warto wspomnie¢, »e miary niezwarto±ci µa i µb zde�niowane

wzorami (4.8) oraz (4.9) maj¡ wªasno±¢ maksimum podczas gdy miara µc nie ma

tej wªasno±ci. Ponadto je±li zaªo»ymy, »e miara µ w przestrzeni Banacha E jest
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subliniowa, to wtedy wszystkie miary µa, µb oraz µc s¡ subliniowe w przestrzeni

Banacha BC(R+, E).

Uwaga 4.1.5. Przypomnijmy, »e w przypadku gdy miara niezwarto±ci µ w prze-

strzeni Banacha E jest miar¡ Hausdor�a χ (lub Kuratowskiego, lub dowoln¡ regu-

larn¡ miar¡ równowa»n¡ mierze Hausdor�a), to mo»emy okre±li¢ miar¦ niezwarto-

±ci w przestrzeni Banacha BC(R+, E), wzorami (3.19)-(3.21). Dokonuje si¦ tego

przez zast¡pienie pierwszego skªadnika ω∞0 bardziej ogólnym ω0. W podrozdziale

3.3 znajduje si¦ wyprowadzenie równo±ci, które tu przypomnimy. Mianowicie dla

X ∈MBC(R+,E) oraz dla ε > 0, x ∈ X, T > 0 mamy poni»sze równo±ci:

ωT (x, ε) = sup
{
‖x(t)− x(s)‖E : t, s ∈ [0, T ], |t− s| 6 ε

}
,

ωT (X, ε) = sup
{
ωT (x, ε) : x ∈ X

}
,

ωT0 (X) = lim
ε→0

ωT (X, ε),

ω0(X) = lim
T→∞

ωT0 (X).

Oczywi±cie, z nierówno±ci (4.2) wnioskujemy, »e

ω0(X) 6 ω∞0 (X).

Ponadto, ω0(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje nale»¡ce do X s¡ lokalnie

jednakowo ci¡gªe na przedziale R+.

Zatem miary niezwarto±ci µa, µb, oraz µc okre±lone na przestrzeni BC(R+, E)

wzorami (3.19)-(3.21) s¡ ró»ne i bardziej ogólne od miar (4.8)-(4.10).

Nale»y pami¦ta¢ jednak, »e w przypadku, gdy nie znamy wzorów wyra»aj¡cych

miar¦ niezwarto±ci Hausdor�a w przestrzeni Banacha E (lub regularn¡ miar¦ rów-

nowa»n¡ mierze Hausdor�a), wtedy konstrukcja miary w przestrzeni BC(R+, E)

na podstawie wzorów (3.19)-(3.21) jest niemo»liwa. Ponadto miary niezwarto±ci,

które zostaªy zaprezentowane w tym rozdziale, wyra»one wzorami (4.8) - (4.10),

okazuj¡ si¦ by¢ bardziej wygodne z praktycznego punktu widzenia (por. nast¦pny

rozdziaª).
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4.2 Formuªy dla miar niezwarto±ci w przestrzeni BC(R+, l∞)

Bior¡c pod uwag¦ dalsze zastosowanie miar niezwarto±ci µa, µb oraz µc w teorii

niesko«czonych ukªadów równa« caªkowych, rozwa»ymy jako przestrze« Banacha

E przestrze« ci¡gow¡ l∞ skªadaj¡c¡ si¦ ze wszystkich ci¡gów ograniczonych (xn).

Nasze rozwa»ania b¦d¡ dotyczyªy ci¡gów rzeczywistych. Oczywi±cie przestrze« l∞

b¦dzie wyposa»ona w klasyczn¡ norm¦ supremum

‖x‖ = ‖(xn)‖ = sup
{
|xn| : n = 1, 2, . . .

}
,

gdzie x = (xn) ∈ l∞.
Warto przypomnie¢ [7, 11], »e nie jest znany wzór wyra»aj¡cy miar¦ niezwarto-

±ci Hausdor�a (lub Kuratowskiego) w przestrzeni l∞. W zwi¡zku z tym nie mo»na

zastosowa¢ w tym wypadku teorii rozwini¦tej w pracy [5].

Rozwa»my zatem przestrze« BC(R+, l∞) któr¡ b¦dziemy oznacza¢ symbolem

BC∞, skªadaj¡c¡ si¦ z funkcji x : R+ → l∞ ci¡gªych i ograniczonych na R+. Takie

funkcje mo»na zapisa¢ w formie

x(t) = (xn(t)) = (x1(t), x2(t), . . . )

dla ka»dego t ∈ R+, gdzie ci¡g (xn(t)) jest elementem przestrzeni l∞ dla ka»dego

ustalonego t. Norma funkcji x = x(t) = (xn(t)) jest zde�niowana równo±ci¡

‖x‖ = sup
{
‖x(t)‖l∞ : t ∈ R+

}
= sup

t∈R+

{
sup

{
|xn(t)| : n = 1, 2, . . .

}}
.

Dalej zaprezentowane b¦d¡ wzory wyra»aj¡ce miary niezwarto±ci µa, µb oraz

µc w powi¡zaniu z miarami niezwarto±ci w przestrzeni l∞.

Na pocz¡tku ustalmy zbiór X ∈ MBC∞ . Dla ε > 0 oraz dla dowolnej funkcji

x(t) = (xn(t)) nale»¡cej do zbioru X rozwa»my moduª ci¡gªo±ci ω∞(x, ε) zde�nio-

wany wcze±niej wzorem (4.1), który teraz prezentujemy w nast¦puj¡cej postaci

ω∞(x, ε) = sup
{
‖x(t)− x(s)‖l∞ : t, s ∈ R+, |t− s| 6 ε

}
= sup

{
sup

{
|xn(t)− xn(s)| : n = 1, 2, . . .

}
: t, s ∈ R+, |t− s| 6 ε

}
.

Nast¦pnie na podstawie powy»szego wzoru oraz (4.3), otrzymujemy

ω∞(X, ε) = sup
x∈X

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)− xn(s)| : t, s ∈ R+, |t− s| 6 ε

}}
.
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Ostatecznie mamy

ω∞0 (X) = lim
ε→0

ω∞(X, ε)

= lim
ε→0

{
sup
x∈X

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)− xn(s)| : t, s ∈ R+, |t− s| 6 ε

}}}
. (4.26)

Nast¦pnie aby zde�niowa¢ drugi skªadnik µ∞ miar µa, µb oraz µc danych wzo-

rami (4.8) - (4.10) zaªó»my, »e w przestrzeni l∞ we¹miemy pod uwag¦ miary nie-

zwarto±ci µ1, µ2, µ3 okre±lone na rodzinie Ml∞ w nast¦puj¡cy sposób [7, 11]:

µ1(X) = lim
n→∞

{
sup

x=(xi)∈X

{
sup

{
|xk| : k > n

}}}
,

µ2(X) = lim
p→∞

{
sup

x=(xi)∈X

{
sup

{
|xn − xm| : n,m > p

}}}
,

µ3(X) = lim sup
n→∞

diamXn,

gdzie

Xn = {xn : x = (xi) ∈ X}

oraz

diamXn = sup
{
|xn − yn| : x = (xi), y = (yi) ∈ X

}
.

Teraz w oparciu o wy»ej podane wzory, mo»emy zde�niowa¢ wielko±ci µ i∞

(i = 1, 2, 3) zwi¡zane z tymi wzorami. Mianowicie dla X ∈ MBC∞ oraz dla

ustalonego T > 0 mamy:

µ 1
T (X) = sup

{
µ1(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
= sup

t∈[0,T ]

{
lim
n→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
|xk(t)| : k > n

}}}}
,

µ 2
T (X) = sup

{
µ2(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
= sup

t∈[0,T ]

{
lim
p→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
|xn(t)− xm(t)| : n,m > p

}}}}
,
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µ 3
T (X) = sup

{
µ3(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
= sup

t∈[0,T ]

{
lim sup
n→∞

{
sup

{
|xn(t)− yn(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}
.

St¡d wyprowadzamy nast¦puj¡ce wzory:

µ 1
∞(X) = lim

T→∞
µ 1
T (X)

= lim
T→∞

{
sup
t∈[0,T ]

{
lim
n→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
|xk(t)| : k > n

}}}}}
, (4.27)

µ 2
∞(X) = lim

T→∞
µ 2
T (X)

= lim
T→∞

{
sup
t∈[0,T ]

{
lim
p→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
|xn(t)− xm(t)| : n,m > p

}}}}}
, (4.28)

µ 3
∞(X) = lim

T→∞
µ 3
T (X)

= lim
T→∞

{
sup
t∈[0,T ]

{
lim sup
n→∞

{
sup
{
|xn(t)− yn(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}}
. (4.29)

Teraz okre±lmy trzeci skªadnik skonstruowanych miar niezwarto±ci w prze-

strzeni Banacha BC∞. W tym celu zauwa»my, »e w oparciu o wzory (4.5), (4.6)

oraz (4.7), mamy:

a∞(X) = lim
T→∞

aT (X)

= lim
T→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)| : t > T

}}}
, (4.30)

b∞(X) = lim
T→∞

bT (X)

= lim
T→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)− xn(s)| : t, s > T

}}}
, (4.31)

c(X) = lim sup
t→∞

diamX(t)

= lim sup
t→∞

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)− yn(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}
. (4.32)
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Ostatecznie, maj¡c na uwadze wzory (4.8) - (4.10) opisuj¡ce miary niezwarto-

±ci w przestrzeni Banacha BC(R+, E) oraz bior¡c pod uwag¦ powy»ej otrzymane

wzory (4.26) - (4.32) mo»emy przedstawi¢ dziewi¦¢ wzorów opisuj¡cych odpowied-

nie miary niezwarto±ci w przestrzeni Banacha BC∞. Zatem mamy:

µia(X) = ω∞0 (X) + µ i∞(X) + a∞(X) (4.33)

dla i = 1, 2, 3. Podobnie otrzymujemy

µib(X) = ω∞0 (X) + µ i∞(X) + b∞(X) (4.34)

dla i = 1, 2, 3. Ostatecznie mo»emy okre±li¢ miar¦ niezwarto±ci powi¡zan¡ z czyn-

nikiem c = c(X) nast¦puj¡co

µic(X) = ω∞0 (X) + µ i∞(X) + c(X) (4.35)

dla i = 1, 2, 3.

Nie b¦dziemy charakteryzowa¢ j¡der powy»ej zde�niowanych miar niezwarto±ci

poniewa» odpowiednia charakteryzacja byªa opisana wcze±niej.

W dalszej cz¦±ci podamy inny wzór wyra»aj¡cy warto±¢ µ∞ okre±lon¡ wzo-

rem (4.4):

µ∞(X) = lim
T→∞

µT (X) = lim
T→∞

{
sup

{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}}
.

W tym celu wyka»emy nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 4.2.1. Speªniona jest nast¦puj¡ca równo±¢

µ∞(X) = sup
{
µ(X(t)) : t ∈ R+

}
,

gdzie wielko±¢ µ∞ jest wyra»ona wzorem (4.4).

Dowód. Oczywi±cie dla ustalonego T > 0 mamy

sup
{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
6 sup

{
µ(X(t)) : t ∈ R+

}
.

Zatem mamy

µ∞(X) = lim
T→∞

{
sup

{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}}
6 sup

{
µ(X(t)) : t ∈ R+

}
. (4.36)
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W celu udowodnienia przeciwnej nierówno±ci oznaczmy

δ = sup
{
µ(X(t)) : t ∈ R+

}
.

Ustalmy dowolnie liczb¦ ε > 0. Wtedy mo»emy znale¹¢ liczb¦ t0 ∈ R+ tak¡, »e

δ − ε 6 µ(X(t0)).

Zatem dla T > t0 otrzymujemy

δ − ε 6 sup
{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
. (4.37)

Poniewa» funkcja T → sup
{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
jest niemalej¡ca to otrzymujemy,

»e

sup
{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}
6 lim

T→∞

{
sup

{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}}
. (4.38)

�¡cz¡c (4.37) oraz (4.38), uzyskujemy

δ − ε 6 lim
T→∞

{
sup

{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}}
.

W konsekwencji, uwzgl¦dniaj¡c dowolno±¢ warto±ci ε, otrzymujemy nast¦puj¡c¡

nierówno±¢

δ 6 lim
T→∞

{
sup

{
µ(X(t)) : t ∈ [0, T ]

}}
= µ∞(X). (4.39)

Ostatecznie ª¡cz¡c (4.36) oraz (4.39) uzyskujemy »¡dan¡ równo±¢.

Zauwa»my, »e bior¡c pod uwag¦ Lemat 4.2.1 oraz wzory (4.27)-(4.29) opisuj¡ce

warto±¢ µi∞ dla i = 1, 2, 3, w przestrzeni BC∞, uzyskujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 4.2.2. Warto±ci (4.27)-(4.29) mog¡ by¢ wyra»one nast¦puj¡cymi wzo-

rami odpowiednio

µ1
∞(X) = sup

t>0

{
lim
n→∞

{
sup
x∈X

{
sup

{
|xk(t)| : k > n

}}}}
,

µ 2
∞(X) = sup

t>0

{
lim
p→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
|xn(t)− xm(t)| : n,m > p

}}}}
,

µ 3
∞(X) = sup

t>0

{
lim sup
n→∞

{
sup
{
|xn(t)− yn(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}
.
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5 Twierdzenia egzystencjalne dla niesko«czonych

ukªadów równa« caªkowych na póªosi rzeczywi-

stej

Ten rozdziaª przedstawia kluczowe wyniki pracy. Mianowicie przedstawione s¡

tutaj twierdzenia o istnieniu rozwi¡za« dla niesko«czonych ukªadów równa« caª-

kowych na póªosi rzeczywistej. Rezultaty te oparte s¡ na wykorzystaniu narz¦dzia

jakim s¡ skonstruowane w poprzednim rozdziale miary niezwarto±ci.

5.1 Rozwi¡zalno±¢ niesko«czonych ukªadów równa« caªko-

wych w klasie ci¡gów funkcyjnych na R+ asymptotycz-

nie stabilnych

W tej cz¦±ci pracy zostanie pokazane zastosowanie miar niezwarto±ci skonstru-

owanych w poprzedniej sekcji w przestrzeni Banacha BC(R+, l∞).

Mianowicie, rozwa»my niesko«czony ukªad nieliniowych kwadratowych równa«

caªkowych typu Volterry-Hammersteina postaci

xn(t) = an(t) + fn(t, x1(t), x2(t), . . . )

t∫
0

kn(t, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . ) ds (5.1)

dla t ∈ R+ oraz dla n = 1, 2, . . . .

Jak ju» zostaªo wcze±niej wspomniane, nasze rozwa»ania b¦d¡ dotyczy¢ przestrzeni

Banacha BC(R+, l∞) opisanej wcze±niej. B¦dziemy u»ywa¢ miary niezwarto±ci

µ3
c(X) zde�niowanej wzorem (4.35) (dla i = 3). Dokªadniej mówi¡c ta miara jest

zde�niowana nast¦puj¡co

µ3
c(X) = ω∞0 (X) + µ 3

∞(X) + c(X),

gdzie skªadniki ω∞0 , µ3
∞ oraz c s¡ opisane odpowiednio wzorami (4.26), (4.29) oraz

(4.32), które tu przypomnimy:

ω∞0 (X) = lim
ε→0

{
sup
x∈X

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)− xn(s)| : t, s ∈ R+, |t− s| 6 ε

}}}
,
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µ 3
∞(X) = lim

T→∞

{
sup
t∈[0,T ]

{
lim sup
n→∞

{
sup
{
|xn(t)− yn(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}}
,

c(X) = lim sup
t→∞

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)− yn(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}
.

Uwaga 5.1.1. Bardzo istotna jest obserwacja, »e do j¡dra miary µ3
c , której b¦-

dziemy u»ywa¢, nale»¡ takie zbiory X z przestrzeni BC∞ = BC(R+, l∞), »e ele-

menty tych zbiorów s¡ ci¡gami funkcyjnymi okre±lonymi na R+ i m.in. takimi,

»e s¡ to ci¡gi w pewnym sensie asymptotycznie stabilne. Dokªadniej, j¡dro kerµ3
c

zawiera wszystkie ograniczone podzbiory X przestrzeni BC∞ które s¡ jednakowo

ci¡gªe na R+, oraz wszystkie przekroje X(t) zbioru X s¡ relatywnie zwarte w prze-

strzeni Banacha l∞. Ponadto grubo±¢ wi¡zki utworzonej przez wykresy funkcji z X

zmierza do zera w niesko«czono±ci.

Sformuªujemy teraz zaªo»enia, pod jakimi b¦dziemy rozwa»a¢ niesko«czony

ukªad równa« caªkowych (5.1).

(i) Ci¡g (an(t)) jest elementem przestrzeni BC∞. Ponadto funkcje an = an(t)

s¡ jednakowo ci¡gªe na R+, tzn.

∀
ε>0
∃
δ>0
∀
n∈N
∀

t1,t2∈R+

[
|t1 − t2| 6 δ ⇒ |an(t1)− an(t2)| 6 ε

]
Oznaczmy przez A norm¦ elementu (an(t)) w przestrzeni BC∞ tzn.

A = ‖(an(t))‖∞ = sup
t∈R+

{
‖(an(t))‖l∞

}
= sup

t∈R+

{
sup
n∈N
|an(t)|

}
.

(ii) Funkcje kn(t, s) = kn : R2
+ → R s¡ ci¡gªe na zbiorze R2

+ (n = 1, 2, . . . ).

Oprócz tego funkcje t → kn(t, s) s¡ jednakowo ci¡gªe na zbiorze R+ jedno-

stajnie wzgl¦dem s ∈ R+ tzn. speªniony jest nast¦puj¡cy warunek

∀
ε>0
∃
δ>0
∀
n∈N
∀
s∈R+

∀
t1,t2∈R+

[
|t2 − t1| 6 δ ⇒ |kn(t2, s)− kn(t1, s)| 6 ε

]
.

(iii) Istnieje staªa K1 > 0 taka, »e

t∫
0

|kn(t, s)|ds 6 K1

dla ka»dego t ∈ R+ oraz n = 1, 2, . . . .
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(iv) Ci¡g (kn(t, s)) jest ograniczony na R2
+ tzn. »e istnieje staªa K2 > 0 taka, »e

|kn(t, s)| 6 K2

dla t, s ∈ R+ oraz n = 1, 2, . . . .

(v) Funkcje fn s¡ zde�niowane na zbiorze R+×R∞ i przyjmuj¡ warto±ci rzeczy-

wiste dla n = 1, 2, . . . . Ponadto funkcje t → fn(t, x1, x2, . . . ) s¡ jednakowo

ci¡gªe na R+ jednostajnie wzgl¦dem x = (xn) ∈ l∞ tzn. speªniony jest

nast¦puj¡cy warunek

∀
ε>0
∃
δ>0
∀

(xi)∈l∞
∀
n∈N
∀

t1,t2∈R+

[
|t2 − t1| 6 δ

⇒ |fn(t2, x1, x2, . . . )− fn(t1, x1, x2, . . . )| 6 ε
]
.

(vi) Istnieje funkcja l : R+ → R+ niemalej¡ca na R+, ci¡gªa w zerze i taka, »e

l(0) = 0, oraz speªniony jest poni»szy warunek

|fn(t, x1, x2, . . . )− fn(t, y1, y2, . . . )| 6 l(r) sup
{
|xi − yi| : i > n

}
dla ka»dego r > 0, oraz dla x = (xi), y = (yi) ∈ l∞ takich, »e ‖x‖l∞ 6 r,

‖y‖l∞ 6 r, a tak»e dla wszystkich t ∈ R+ oraz n = 1, 2, . . . .

(vii) Ci¡g funkcji ( fn), gdzie fn(t) = |fn(t, 0, 0, . . . )| jest elementem przestrzeni

BC∞.

Zauwa»my, »e z zaªo»enia (vii) wynika, »e mo»emy okre±li¢ sko«czon¡ staª¡

F = sup
{
fn(t) : t ∈ R+, n = 1, 2, . . .

}
.

Poni»ej formuªujemy pozostaªe zaªo»enia, pod jakimi b¦dziemy rozwa»a¢ ukªad (5.1).

(viii) Funkcje gn s¡ okre±lone na zbiorze R+×R∞ i przyjmuj¡ warto±ci rzeczywiste

dla n = 1, 2, . . . . Ponadto istnieje funkcja m : R+ → R+ niemalej¡ca na R+,

ci¡gªa w r = 0, i taka »e m(0) = 0, oraz speªniony jest nast¦puj¡cy warunek

|gn(t, x1, x2, . . . )− gn(t, y1, y2, . . . )| 6 m(r) sup
{
|xi − yi| : i > n

}
dla ka»dego r > 0, oraz dla x = (xi), y = (yi) ∈ l∞ takich, »e ‖x‖l∞ 6 r,

‖y‖l∞ 6 r i dla wszystkich t ∈ R+ oraz n = 1, 2, . . . .
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(ix) Operator g zde�niowany na zbiorze R+ × l∞ wzorem

(gx)(t) = (gn(t, x)) = (g1(t, x), g2(t, x), . . . )

jest ograniczony tzn. istnieje dodatnia staªa g taka, »e

‖(gx)(t)‖l∞ = sup
n∈N
|gn(t, x)| 6 g

dla ka»dego x ∈ l∞ i dla wszystkich t ∈ R+.

(x) Istnieje dodatnia staªa G taka, »e dla dowolnych t ∈ R+, n ∈ N oraz dla

wszystkich x = x(t) = (xn(t)) ∈ BC∞ speªniona jest nast¦puj¡ca nierówno±¢

t∫
0

|gn(s, x(s))|ds =

t∫
0

|gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds 6 G.

(xi) Istnieje dodatnie rozwi¡zanie r0 nierówno±ci

A+ F gK1 + g K1 r l(r) 6 r

takie, »e

g K1 l(r0) + (r0 l(r0) + F )K1m(r0) < 1,

gdzie staªe A, F , g, K1 zostaªy opisane wy»ej.

Uwaga 5.1.2. Zauwa»my, »e z zaªo»enia (vi) otrzymujemy, »e dla ka»dego r > 0

oraz dla x = (xi), y = (yi) ∈ l∞ takich, »e ‖x‖l∞ 6 r, ‖y‖l∞ 6 r oraz dla t ∈ R+,

n ∈ N, speªniona jest nast¦puj¡ca nierówno±¢

|fn(t, x1, x2, . . . )− fn(t, y1, y2, . . . )| 6 l(r)‖x− y‖l∞ ,

gdzie l = l(r) jest funkcj¡ z zaªo»enia (vi).

Podobnie z zaªo»enia (viii) wnioskujemy, »e dla t ∈ R+, n ∈ N i dla r > 0, oraz

x = (xi), y = (yi) ∈ l∞ takich, »e ‖x‖l∞ 6 r, ‖y‖l∞ 6 r zachodzi nierówno±¢

|gn(t, x1, x2, . . . )− gn(t, y1, y2, . . . )| 6 m(r)‖x− y‖l∞ ,

gdzie funkcja m = m(r) wyst¦puje w zaªo»eniu (viii).
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Mo»emy teraz sformuªowa¢ twierdzenie mówi¡ce o istnieniu rozwi¡zania nie-

sko«czonego ukªadu (5.1).

Twierdzenie 5.1.3. Je»eli speªnione s¡ zaªo»enia (i)−(xi), to niesko«czony ukªad

równa« caªkowych (5.1) ma co najmniej jedno rozwi¡zanie x(t) = (xn(t)) w prze-

strzeni BC∞ = BC(R+, l∞). Ponadto funkcja x = x(t) jest jednostajnie ci¡gªa na

przedziale R+.

Dowód. Dowód zaczniemy od okre±lenia trzech operatorów F , V , Q w przestrzeni

BC∞ w nast¦puj¡cy sposób

(Fx)(t) = ((Fnx)(t)) = (fn(t, x(t))) = (fn(t, x1(t), x2(t), . . . )),

(V x)(t) = ((Vnx)(t)) =
( t∫

0

kn(t, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds
)
,

(Qx)(t) = ((Qnx)(t)) = (an(t) + (Fnx)(t)(Vnx)(t)).

Najpierw poka»emy, »e operator F przeksztaªca przestrze« BC∞ w siebie.

W tym celu wybierzmy dowolnie funkcj¦ x = x(t) = (xn(t)) ∈ BC∞. Ustalmy

liczb¦ n ∈ N oraz t ∈ R+. Nast¦pnie w ±wietle narzuconych warunków i Uwagi

5.1.2 otrzymujemy, »e

|(Fnx)(t)| 6 |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(t, 0, 0, . . . )|+ |fn(t, 0, 0, . . . )|

6 l(‖x(t)‖l∞) sup
{
|xi(t)| : i > n

}
+ |fn(t)|

6 l(‖x‖BC∞)‖x‖BC∞ + F . (5.2)

W szczególno±ci uzyskane oszacowanie pokazuje, »e funkcja Fx jest ograniczona

na przedziale R+.

Nast¦pnie poka»emy, »e funkcja Fx jest ci¡gªa na R+. W tym celu wykorzy-

stamy fakt ci¡gªo±ci ustalonej funkcji x = x(t) = (xn(t)) ∈ BC∞ na przedziale R+.

Oznacza ona, »e speªniony jest nast¦puj¡cy warunek

∀
t0∈R+

∀
ε>0
∃
δ>0
∀
t∈R+

[
|t− t0| 6 δ ⇒ ‖x(t)− x(t0)‖l∞ 6 ε

]
. (5.3)

Dalej ustalmy ε > 0 oraz t0 ∈ R+ i wybierzmy δ > 0 tak, aby zachodziª warunek

(5.3). Nast¦pnie dla t ∈ R+ takich, »e |t − t0| 6 δ, uwzgl¦dniaj¡c Uwag¦ 5.1.2
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otrzymujemy

|(Fnx)(t)− (Fnx)(t0)| = |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(t0, x1(t0), x2(t0), . . . )|

6 |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(t0, x1(t), x2(t), . . . )|

+ |fn(t0, x1(t), x2(t), . . . )− fn(t0, x1(t0), x2(t0), . . . )|

6 |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(t0, x1(t), x2(t), . . . )|

+ l(‖x(t)‖l∞)‖x(t)− x(t0)‖l∞
6 |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(t0, x1(t), x2(t), . . . )|+ l(‖x‖BC∞) ε. (5.4)

Nast¦pnie bior¡c pod uwag¦ zaªo»enie (v), mo»emy wybra¢ liczb¦ δ > 0 w ten

sposób, »e

|fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(t0, x1(t), x2(t), . . . )| 6 ε

dla |t− t0| 6 δ oraz dla n = 1, 2, . . . . �¡cz¡c to z (5.4), otrzymujemy nast¦puj¡ce

oszacowanie

|(Fnx)(t)− (Fnx)(t0)| 6
(
1 + l(‖x‖BC∞)

)
ε

dla n = 1, 2, . . . oraz dla ka»dego t ∈ R+ takiego, »e |t − t0| 6 δ. To pokazuje,

»e funkcja Fx jest ci¡gªa w punkcie t0 ∈ R+. Poniewa» t0 byª wybrany dowolnie

wnioskujemy, »e funkcja Fx jest ci¡gªa na R+.

�¡cz¡c powy»ej wykazan¡ ci¡gªo±¢ Fx z wcze±niej pokazan¡ ograniczono±ci¡ Fx

stwierdzamy, »e operator F przeksztaªca przestrze« BC∞ w siebie.

Dalej poka»emy, »e operator V zde�niowany wy»ej przeksztaªca przestrze«

BC∞ w siebie.

W tym celu, podobnie jak powy»ej, ustalmy funkcj¦ x = x(t) = (xn(t)) ∈ BC∞.
Nast¦pnie, dla dowolnie ustalonych liczb t ∈ R+ oraz n ∈ N, w oparciu o zaªo»enia

(iii) oraz (ix) mamy, »e

|(Vnx)(t)| 6
t∫

0

|kn(t, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds

6

t∫
0

|kn(t, s)| g ds 6 g

t∫
0

|kn(t, s)|ds 6 gK1. (5.5)
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W szczególno±ci uzyskane oszacowanie pokazuje, »e funkcja V x jest ograniczona

na przedziale R+.

Nast¦pnie ustalmy ε > 0 i wybierzmy liczb¦ δ > 0 tak, aby speªniony byªo

zaªo»enie (ii). Wtedy dla dowolnych t1, t2 ∈ R+ takich, »e |t2 − t1| 6 δ, na

podstawie zaªo»e« (ii) oraz (ix) (zakªadaj¡c na przykªad, »e t1 < t2) otrzymujemy

|(Vnx)(t2)− (Vnx)(t1)|

6

∣∣∣∣∣∣
t2∫
0

kn(t2, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds−
t2∫
0

kn(t1, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t2∫
0

kn(t1, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds−
t1∫
0

kn(t1, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds

∣∣∣∣∣∣
6

t2∫
0

|kn(t2, s)− kn(t1, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds

+

t2∫
t1

|kn(t1, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds

6

t2∫
0

ωk(δ)|gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds+

t2∫
t1

K2|gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds,

gdzie K2 jest staª¡ z zaªo»enia (iv), natomiast ωk(δ) oznacza zwykªy moduª jed-

nakowej ci¡gªo±ci ci¡gu funkcji t → kn(t, s) na R+ (zgodnie z zaªo»eniem (iii)).

Oczywi±cie mamy, »e ωk(δ)→ 0 dla δ → 0.

Zauwa»my nast¦pnie, »e korzystaj¡c z zaªo»e« (ix) oraz (x), powy»sze oszacowanie

prowadzi nas do kolejnego

|(Vnx)(t2)− (Vnx)(t1)| 6 Gωk(δ) + gK2 δ. (5.6)

Zatem mamy, »e

‖(V x)(t2)− (V x)(t1)‖l∞ 6 Gωk(δ) + gK2 δ.

To pokazuje, »e funkcja V x jest ci¡gªa na przedziale R+. �¡cz¡c ograniczono±¢

funkcji V x z jej ci¡gªo±cia na R+ wnioskujemy, »e operator V przeksztaªca prze-

strze« BC∞ w siebie.
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Bior¡c pod uwag¦ fakt, »e przestrze« BC∞ = BC(R+, l∞) jest algebr¡ Banacha

wzgl¦dem mno»enia po wspóªrz¦dnych ci¡gów funkcji oraz uwzgl¦dniaj¡c de�nicj¦

operatora Q oraz zaªo»enie (i), wnioskujemy, »e dla dowolnie ustalonej funkcji

x = x(t) ∈ BC∞ funkcja (Qx)(t) = ((Qnx)(t)) = (an(t) + (Fnx)(t)(Vnx)(t))

przeksztaªca przedziaª R+ w przestrze« l∞.

Rzeczywi±cie, maj¡c na wzgl¦dzie fakt, »e ((Fnx)(t)) ∈ l∞ dla ka»dego t ∈ R+ oraz

w ±wietle oszacowa« (5.5) oraz (5.2) otrzymujemy

|(Qnx)(t)| 6 |an(t)|+ |(Fnx)(t)||(Vnx)(t)|

6 |an(t)|+ |(Fnx)(t)|gK1

dla ka»dego n ∈ N. Oznacza to, »e (Qx)(t) = ((Qnx)(t)) ∈ l∞ dla ka»dego t ∈ R+.

W podobny sposób uzyskujemy ograniczono±¢ funkcji Qx na R+, je»eli uwzgl¦d-

nimy dodatkowo zaªo»enie (i). Nast¦pnie zauwa»my, »e ci¡gªo±¢ funkcji Qx na R+

wynika wprost z ci¡gªo±ci funkcji Fx oraz V x na przedziale R+.

Ostatecznie ª¡cz¡c wszystkie wy»ej pokazane wªasno±ci funkcji Qx wnioskujemy,

»e operator Q przeksztaªca przestrze« BC∞ w siebie.

Zauwa»my teraz, »e na podstawie oszacowa« (5.2) oraz (5.5), dla dowolnie

ustalonych n ∈ N oraz t ∈ R+, otrzymujemy

|(Qnx)(t)| 6 |an(t)|+ |(Fnx)(t)||(Vnx)(t)|

6 A+
[
l(‖x(t)‖l∞)‖x(t)‖l∞ + F

]
gK1

6 A+ F gK1 + g K1 l(‖x‖BC∞)‖x‖BC∞ .

St¡d dostajemy nast¦puj¡ce oszacowanie

‖Qx‖BC∞ 6 A+ F gK1 + g K1 l(‖x‖BC∞)‖x‖BC∞ .

Z powy»szej nierówno±ci i zaªo»enia (xi) wynika, »e istnieje liczba r0 > 0 taka, »e

operator Q przksztaªca kul¦ Br0 (w przestrzeni BC∞) w siebie. Inaczej mówi¡c,

istnieje taka liczba r0 > 0, »e dla ka»dego x ∈ BC∞ takiego, »e ‖x‖BC∞ 6 r0

warto±¢ operatora (Qx)(t) speªnia nierówno±¢ ‖(Qx)(t)‖BC∞ 6 r0, tzn.

‖Qx‖BC∞ 6 A+ F gK1 + g K1 l(‖x‖BC∞)‖x‖BC∞

6 A+ F gK1 + g K1 l(r0) r0 6 r0.
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W dalszej cz¦±ci poka»emy, »e operator Q jest ci¡gªy na kuli Br0 . W tym celu,

bior¡c pod uwag¦ posta¢ operatora Q, wystarczy pokaza¢ ci¡gªo±¢ operatorów F

oraz V osobno.

Ustalmy zatem dowoln¡ liczb¦ ε > 0 i wybierzmy x ∈ Br0 . Nast¦pnie we¹my

dowolny punkt y ∈ Br0 tak, aby ‖x − y‖BC∞ 6 ε. Wtedy, dla ustalonego n ∈ N
oraz dla t ∈ R+, bior¡c pod uwag¦ zaªo»enie (vi) i Uwag¦ 5.1.2, mamy

|(Fnx)(t)− (Fny)(t)| = |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(t, y1(t), y2(t), . . . )|

6 l(r0)‖x− y‖BC∞ 6 l(r0) ε.

Zatem otrzymujemy, »e

‖Fx− Fy‖BC∞ 6 l(r0) ε.

Z tego oszacowania wynika »¡dana ci¡gªo±¢ operatora F na kuli Br0 .

Nast¦pnie wybierzmy dowolne punkty x = (xi), y = (yi) ∈ Br0 . Wtedy,

uwzgl¦dniaj¡c zaªo»enie (viii), dla ustalonych t ∈ R+ oraz n ∈ N, otrzymujemy

|(Vnx)(t)− (Vny)(t)|

6

t∫
0

|kn(t, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )− gn(s, y1(s), y2(s), . . . )|ds

6

t∫
0

|kn(t, s)|m(r0) sup
{
|xi(s)− yi(s)| : i > n

}
ds

6 m(r0)

t∫
0

|kn(t, s)|
(
‖x(s)− y(s)‖l∞

)
ds

6 m(r0) sup
{
‖x(u)− y(u)‖l∞ : u ∈ R+

} t∫
0

|kn(t, s)|ds.

Zatem, bior¡c pod uwag¦ zaªo»enie (iii), otrzymujemy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

|(Vnx)(t)− (Vny)(t)| 6 K1m(r0)‖x− y‖BC∞ .

W konsekwencji mamy

‖V x− V y‖BC∞ 6 K1m(r0)‖x− y‖BC∞ .
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Na podstawie wy»ej uzyskanego oszacowania stwierdzamy, »e operator V jest ci¡-

gªy na kuli Br0 . Pokazana zostaªa zatem ci¡gªo±¢ operatora Q na kuli Br0 .

Rozwa»my teraz pierwszy skªadnik miary niezwarto±ci µ3
c , to znaczy wielko±¢

ω∞0 okre±lon¡ wzorem (4.26). Ustalmy dowolnie liczb¦ ε > 0. Nast¦pnie wybierzmy

t, s ∈ R+ tak, aby |t−s| 6 ε, a tak»e we¹my niepusty podzbiór X kuli Br0 . Wtedy,

dla funkcji x = x(t) = (xn(t)) ∈ X oraz dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej

n, szacuj¡c podobnie jak w (5.4), mamy

|(Fnx)(t)− (Fnx)(s)| 6 l(r0) sup
{
|xi(t)− xi(s)| : i > n

}
+ sup

{
|fn(t, x1, x2, . . . )− fn(s, x1, x2, . . . )| : |t− s| 6 ε, ‖(xn)‖l∞ 6 r0

}
6 l(r0)ω

∞(x, ε) + ω1
∞(f, ε), (5.7)

gdzie

ω1
∞(f, ε)

= sup
n∈N

{
sup

{
|fn(t, x1, x2, . . . )− fn(s, x1, x2, . . . )| : |t− s| 6 ε, ‖(xn)‖l∞ 6 r0

}}
.

W ±wietle zaªo»enia (v) mamy, »e ω1
∞(f, ε)→ 0 dla ε→ 0.

Teraz z oszacowania (5.7) dedukujemy, »e

ω∞(Fx, ε) 6 l(r0)ω
∞(x, ε) + ω1

∞(f, ε). (5.8)

Zauwa»my dalej, »e pod tymi samymi warunkami jak powy»ej, zakªadaj¡c do-

datkowo, »e t > s, podobnie jak w (5.6) otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie

|(Vnx)(t)− (Vnx)(s)| 6 Gωk(ε) + g K2 ε,

gdzie symbol ωk(ε) oznacza wcze±niej wprowadzony moduª jednakowej ci¡gªo±ci

ci¡gu funkcji t→ kn(t, τ) tzn.,

ωk(ε) = sup
n∈N

{
sup

{
|kn(t, τ)− kn(s, τ)| : t, s, τ ∈ R+, τ 6 t, τ 6 s, |t− s| 6 ε

}}
.

Oczywi±cie ωk(ε)→ 0 dla ε→ 0.

Nast¦pnie zanotujmy, »e z powy»szego oszacowania otrzymujemy

ω∞(V x, ε) 6 Gωk(ε) + g K2 ε. (5.9)
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Dalej, dla ustalonej funkcji x ∈ X oraz dla dowolnych liczb t, s ∈ R+, uwzgl¦d-

niaj¡c posta¢ operatora Q otrzymujemy

‖(Qx)(t)− (Qx)(s)‖l∞ = ‖
(
a(t) + (Fx)(t)(V x)(t)

)
−
(
a(s) + (Fx)(s)(V x)(s)

)
‖

6 ‖a(t)− a(s)‖l∞ + ‖(V x)(t)‖l∞‖(Fx)(t)− (Fx)(s)‖l∞
+ ‖(Fx)(s)‖l∞‖(V x)(t)− (V x)(s)‖l∞ ,

gdzie oznaczono a(t) = (an(t)).

Nast¦pnie ustalmy ε > 0 i zaªó»my, »e |t − s| 6 ε. Wykorzystuj¡c (5.8), (5.9),

(5.3) oraz (5.5), otrzymujemy z powy»szej nierówno±ci oszacowanie

ω∞(Qx, ε) 6ω∞(a, ε) + g K1 ω
∞(Fx, ε)

+ (r0 l(r0) + F )(Gωk(ε) + g K2 ε)

6ω∞(a, ε) + g K1

[
l(r0)ω

∞(x, ε) + ω1
∞(f, ε)

]
+ (r0 l(r0) + F )(Gωk(ε) + g K2 ε).

Zatem, maj¡c na uwadze pokazane wy»ej wªasno±ci funkcji ε → ω1
∞(f, ε), oraz

ε→ ωk(ε), a tak»e zaªo»enie (i) dostajemy nierówno±¢

ω∞0 (QX) 6 g K1 l(r0)ω
∞
0 (X). (5.10)

W nast¦pnej cz¦±ci rozwa»ymy drugi skªadnik miary niezwarto±ci µ3
c zde�nio-

wanej wzorem (4.35) dla i = 3. Ten skªadnik zostaª oznaczony jako µ 3
∞ i opi-

suje go wzór (4.29). Wybierzmy zbiór X ⊂ Br0 oraz ustalmy dowolnie funkcje

x = x(t), y = y(t) ∈ X. Wtedy, dla dowolnych t ∈ R+ oraz k ∈ N, mamy

|(Qkx)(t)− (Qky)(t)| = |(Fkx)(t)(Vkx)(t)− (Fky)(t)(Vky)(t)|

6 |(Vkx)(t)||(Fkx)(t)− (Fky)(t)|+ |(Fky)(t)||(Vkx)(t)− (Vky)(t)|. (5.11)

W dalszej cz¦±ci b¦dziemy szacowali skªadniki wyst¦puj¡ce po prawej stronie

nierówno±ci (5.11).

Zatem ustalmy liczb¦ naturaln¡ n oraz warto±¢ T > 0. Nast¦pnie dla t ∈ [0, T ] oraz

dla p ∈ N, p > n, na podstawie zaªo»e« (viii) oraz (iii), dla dowolnie wybranych
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funkcji x, y ∈ X, otrzymujemy

|(Vpx)(t)−(Vpy)(t)|

6

t∫
0

|kp(t, s)||gp(s, x1(s), x2(s), . . . )− gp(s, y1(s), y2(s), . . . )|ds

6m(r0)

t∫
0

|kp(t, s)|
(

sup
{
|xi(s)− yi(s)| : i > p

})
ds

6m(r0)

t∫
0

|kp(t, s)|

{
sup
t∈[0,T ]

{
sup
i>n
|xi(t)− yi(t)|

}}
ds

6K1m(r0)

{
sup
t∈[0,T ]

{
sup
i>n

{
sup

{
|xi(t)− yi(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}}
.

St¡d otrzymujemy

sup
t∈[0,T ]

{
sup
p>n

{
sup

{
|(Vpx)(t)− (Vpy)(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}
6K1m(r0)

{
sup
t∈[0,T ]

{
sup
i>n

{
sup

{
|xi(t)− yi(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}}
.

Powy»sze oszacowanie prowadzi do nierówno±ci (por. wzór (4.29)):

µ 3
∞(V X) 6 K1m(r0)µ

3
∞(X). (5.12)

Podobnie jak powy»ej, dla dowolnie ustalonych n ∈ N, t ∈ R+ oraz x = x(t),

y = y(t) ∈ X, wykorzystuj¡c zaªo»enie (vi), dostajemy

|(Fnx)(t)− (Fny)(t)| 6 l(r0) sup
{
|xi(t)− yi(t)| : i > n

}
.

St¡d wyprowadzamy nast¦puj¡ce oszacowanie

sup
t∈[0,T ]

{
sup
i>n

{
sup

{
|(Fix)(t)− (Fiy)(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}
6 l(r0)

{
sup
t∈[0,T ]

{
sup
i>n

{
sup

{
|xi(t)− yi(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}}
.
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Maj¡c na uwadze wy»ej wykazan¡ nierówno±¢ oraz wzór (4.29), otrzymujemy na-

st¦puj¡c¡ nierówno±¢

µ 3
∞(FX) 6 l(r0)µ

3
∞(X). (5.13)

Ostatecznie ª¡cz¡c oszacowania (5.11), (5.5), (5.2), (5.12) oraz (5.13), dostajemy

µ 3
∞(QX) 6 g K1 l(r0)µ

3
∞(X) +

(
l(r0) r0 + F

)
K1m(r0)µ

3
∞(X). (5.14)

W kolejnej cz¦±ci naszych rozwa»a« we¹my pod uwag¦ trzeci skªadnik miary

niezwarto±ci µ3
c okre±lonej wzorem (4.35) tzn. element c(X) wyra»ony wzorem

(4.32). Ustalmy zatem niepusty zbiór X ⊂ Br0 , oraz we¹my funkcje x = x(t),

y = y(t) ∈ X. Nast¦pnie ustalmy T > 0 oraz wybierzmy t > T . Wtedy, dla

dowolnie wybranej liczby naturalnej n, na podstawie rachunków prowadzonych

przed (5.12), otrzymujemy

|(Vnx)(t)− (Vny)(t)| 6 K1m(r0)

{
sup
t>T

{
sup
i>n
|xi(t)− yi(t)|

}}
.

Powy»sze oszacowanie prowadzi do nierówno±ci

sup
t>T

{
sup

{
sup
n∈N
|(Vnx)(t)− (Vny)(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}
6K1m(r0)

{
sup
t>T

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)− yn(t)| : x = x(t), y = y(t) ∈ X

}}}
.

Ostatecznie dostajemy, »e

c(V X) 6 K1m(r0) c(X). (5.15)

Nast¦pnie, argumentuj¡c podobnie jak w rachunkach poprzedzaj¡cych oszaco-

wanie (5.13), otrzymujemy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

c(FX) 6 l(r0) c(X). (5.16)

Ostatecznie ª¡cz¡c oszacowania (5.15), (5.16), (5.2), (5.5) oraz (5.11) dostajemy

c(QX) 6 g K1 l(r0) c(X) +
(
l(r0) r0 + F

)
K1m(r0) c(X). (5.17)
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Teraz, ª¡cz¡c (5.10), (5.14), (5.17) oraz uwzgl¦dniaj¡c wzór (4.35) de�niuj¡cy

miar¦ niezwarto±ci µ3
c , mamy

µ3
c(QX) 6 g K1 l(r0)ω

∞
0 (X)

+
[
g K1 l(r0) + (r0 l(r0) + F )K1m(r0)

]
µ3
∞(X)

+
[
g K1 l(r0) + (r0 l(r0) + F )K1m(r0)

]
c(X).

St¡d wyprowadzamy nast¦puj¡ce oszacowanie

µ3
c(QX) 6

[
g K1 l(r0) + (r0 l(r0) + F )K1m(r0)

]
µ3
c(X). (5.18)

Bior¡c pod uwag¦ uzyskane wy»ej oszacowanie, zaªo»enie (xi) oraz Twierdze-

nie 1.1 wnioskujemy, »e istnieje co najmniej jeden element x ∈ Br0 , który jest

punktem staªym operatora Q w kuli Br0 . Oczywi±cie funkcja x = x(t) jest rozwi¡-

zaniem niesko«czonego ukªadu równa« caªkowych (5.1) w przestrzeni BC∞.

Ponadto, w ±wietle Uwagi 1.2 oraz opisu j¡der miar niezwarto±ci µa, µb, µc

umieszczonego po dowodzie Twierdzenia 4.1.4 wnioskujemy, »e funkcja x = x(t)

jest jednostajnie ci¡gªa na przedziale R+.

Koniec dowodu.

Poka»emy teraz przykªad ilustruj¡cy rezultat Twierdzenia 5.1.3.

Przykªad 5.1.4. Rozwa»my nast¦puj¡cy niesko«czony ukªad nieliniowych kwa-

dratowych równa« caªkowych typu Volterry-Hammersteina

xn(t) = sin

(
nt+ 1

t+ n

)

+

(
xn(t)

n+ x2n(t)
+
x2n+1(t)

n+ 1
+
x3n+2(t)

n+ 2

) t∫
0

s

n+ s2 + t2
·
arctg

(
x2n(s) + x2n+1(s)

)
β + n+ s2

ds, (5.19)

dla n = 1, 2, . . . oraz t ∈ R+. Dodatkowo β jest dodatni¡ staª¡, która zostanie

sprecyzowana w dalszym ci¡gu. Zauwa»my, »e niesko«czony ukªad (5.19) jest
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szczególnym przypadkiem ukªadu (5.1), je»eli przyjmiemy

an(t) = sin

(
nt+ 1

t+ n

)
, (5.20)

fn(t, x1, x2, . . . ) =
xn

n+ x2n
+
x2n+1

n+ 1
+
x3n+2

n+ 2
, (5.21)

kn(t, s) =
s

n+ s2 + t2
, (5.22)

gn(t, x1, x2, . . . ) =
arctg

(
x2n + x2n+1

)
β + n+ t2

(5.23)

dla n = 1, 2, . . . oraz t ∈ R+.

W celu pokazania, »e niesko«czony ukªad równa« caªkowych (5.19) ma rozwi¡-

zanie w przestrzeni Banacha BC∞ = BC(R+, l∞) wystarczy zastosowa¢ Twier-

dzenie 5.1.3. W tym celu poka»emy, »e funkcje okre±lone wzorami (5.20) - (5.23)

speªniaj¡ zaªo»enia (i) - (xi) Twierdzenia 5.1.3.

Zauwa»my najpierw, »e funkcje an(t) opisane wzorem (5.20) speªniaj¡ warunek

Lipschitza ze staª¡ L = 1 dla n = 1, 2, . . . . Zatem te funkcje s¡ jednakowo ci¡gªe

na R+. Ponadto mamy, »e

A = sup
{
|an(t)| : n = 1, 2, . . . , t ∈ R+

}
= 1.

Pokazuje to, »e zaªo»enie (i) jest speªnione.

Nast¦pnie zauwa»my, »e funkcje fn = fn(t, x1, x2, . . . ) dane wzorem (5.21) prze-

ksztaªcaj¡ R+ × R∞ w R (n = 1, 2, . . . ). Ponadto, bior¡c pod uwag¦, »e funkcje

fn nie zale»¡ wprost od t wnioskujemy, »e speªnione jest zaªo»enie (v).

W celu wykazania zaªo»enia (vi) ustalmy liczb¦ r > 0 oraz we¹my x = (xi),

y = (yi) ∈ l∞ takie aby ‖x‖l∞ 6 r oraz ‖y‖l∞ 6 r. Wtedy uwzgl¦dniaj¡c wzór

(5.21), dla dowolnej liczby naturalnej n, mamy

|fn(t, x1,x2, . . . )− fn(t, y1, y2, . . . )|

6

∣∣∣∣ xn
n+ xn

− yn
n+ yn

∣∣∣∣+
1

n+ 1

∣∣∣x2n+1 − y2n+1

∣∣∣+
1

n+ 2

∣∣∣x3n+2 − y3n+2

∣∣∣.
Nast¦pnie uwzgl¦dniaj¡c nierówno±¢∣∣∣∣ x

n+ x2
− y

n+ y2

∣∣∣∣ 6 1

n
|x− y|,
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otrzymujemy

|fn(t, x1, x2, . . . )− fn(t, y1, y2, . . . )|

6
1

n
|xn − yn|+

1

n+ 1

(
|xn+1|+ |yn+1|

)
|xn+1 − yn+1|

+
1

n+ 2

(
x2n+2 + |xn+2||yn+2|+ y2n+2

)
|xn+2 − yn+2|

6
1

n
|xn − yn|+

2r

n+ 1
|xn+1 − yn+1|+

3r2

n+ 2
|xn+2 − yn+2|

6 max

{
1

n
,

2r

n+ 1
,

3r2

n+ 2

}[
|xn − yn|+ |xn+1 − yn+1|+ |xn+2 − yn+2|

]
6 3 max {1, r, r2} sup

{
|xi − yi| : i > n

}
.

Zatem, zaªo»enie (vi) jest speªnione dla

l(r) = 3 max {1, r, r2}.

Zauwa»my dalej, »e fn(t) = |fn(t, 0, 0, . . . )| = 0 dla ka»dego n = 1, 2, . . . . Zatem

funkcje (fn) speªniaj¡ zaªo»enie (vii), oraz F = 0.

Nast¦pnie widzimy, »e funkcje kn(t, s) de�niowane wzorem (5.22) s¡ ci¡gªe na

zbiorze R2
+. Poza tym, dla dowolnie ustalonych t1, t2 ∈ R+ (bez straty ogólno±ci

mo»emy zaªo»y¢, »e t1 < t2) oraz dla n ∈ N, s ∈ R+, mamy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

|kn(t2, s)− kn(t1, s)| =
s

n+ s2 + t21
− s

n+ s2 + t22

=
s(t22 − t21)

(n+ s2 + t21)(n+ s2 + t22)
6

st1 + st2
(n+ s2 + t21)(n+ s2 + t22)

|t2 − t1|

6

(
st1

n+ s2 + t21
+

st2
n+ s2 + t22

)
|t2 − t1| 6

(
1

2
+

1

2

)
|t2 − t1| = |t2 − t1|.

Powy»sze oszacowanie pokazuje, »e funkcje kn(t, s) (n = 1, 2, . . . ) speªniaj¡ zaªo-

»enie (ii).

W celu wykazania zaªo»e« (iii) oraz (iv) wystarczy zauwa»y¢, »e

|kn(t, s)| 6 s

s2 + n
6

s

s2 + 1
6

1

2

oraz
t∫

0

|kn(t, s)|ds =
1

2

t∫
0

2s

n+ s2 + t2
ds =

1

2
ln

(
n+ 2t2

n+ t2

)
6

1

2
ln 2
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dla n = 1, 2, . . . . Zatem zaªo»enia (iii) oraz (iv) s¡ speªnione dla nast¦puj¡cych

staªych

K1 =
1

2
ln 2, K2 =

1

2
.

Nast¦pnym naszym krokiem jest wykazanie zaªo»enia (viii). W tym celu

ustalmy liczb¦ r > 0 oraz we¹my x = (xi), y = (yi) ∈ l∞ takie, »e ‖x‖l∞ 6 r

oraz ‖y‖l∞ 6 r. Wtedy uwzgl¦dniaj¡c wzór (5.23), dla dowolnych t ∈ R+ oraz

n ∈ N, otrzymujemy

|gn(t, x1,x2, . . . )− gn(t, y1, y2, . . . )|

6
1

β + n+ t2

∣∣∣arctg(x2n + x2n+1)− arctg(y2n + y2n+1)
∣∣∣

6
1

β + 1

∣∣(x2n − y2n) + (x2n+1 − y2n+1)
∣∣

6
1

β + 1

[
|xn − yn|

(
|xn|+ |yn|

)
+ |xn+1 − yn+1|

(
|xn+1|+ |yn+1|

)]
6

2r

β + 1

(
|xn − yn|+ |xn+1 − yn+1|

)
6

4r

β + 1
sup

{
|xi − yi| : i > n

}
.

Zatem funkcje gn(t, x1, x2, . . . ) (n = 1, 2, . . . ) speªniaj¡ zaªo»enie (viii) z funkcj¡

m(r) =
4r

β + 1
.

Poza tym otrzymujemy

|gn(t, x1, x2, . . . )| 6
π

2
· 1

β + n
6

π

2(β + 1)

dla n ∈ N oraz t ∈ R+. To pokazuje, »e zaªo»enie (ix) jest speªnione ze staª¡

g =
π

2(β + 1)
.

Dalej, dla dowolnie ustalonych n ∈ N oraz t ∈ R+, otrzymujemy∫ t

0

|gn(s, x1(s), x2(s), . . . )| ds 6
t∫

0

arctg
(
x2n(s) + x2n+1(s)

)
β + n+ s2

ds

6
π

2

t∫
0

ds

β + n+ s2
6

π2

4
√
β + 1

.
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Zatem wnioskujemy, »e funkcje gn speªniaj¡ zaªo»enie (x) ze staª¡

G =
π2

4
√
β + 1

dla n = 1, 2, . . . .

Ostatecznie ª¡cz¡c powy»ej ustalone warto±ci staªych A, F , K1, K2, g, G oraz

uwzgl¦dniaj¡c wzory wyra»aj¡ce funkcje l(r) oraz m(r) otrzymujemy, »e pierwsza

nierówno±¢ z zaªo»enia (xi) ma posta¢

1 +
3πr ln 2

4(β + 1)
max {1, r, r2} 6 r.

Bior¡c β = 37, liczba r = 3/2 speªnia powy»sz¡ nierówno±¢.

Druga nierówno±¢ z zaªo»enia (xi) dla tak przyj¦tych staªych β = 37, r0 = 3/2

przyjmuje posta¢
27π ln 2

608
+

243 ln 2

304
< 1.

Ta nierówno±¢ jest prawdziwa, zatem zaªo»enie (xi) jest speªnione.

Zatem stosuj¡c Twierdzenie 5.1.3 wnioskujemy, »e niesko«czony ukªad równa«

caªkowych (5.19) ma co najmniej jedno rozwi¡zanie x(t) = (xn(t)) zawarte w kuli

B3/2 w przestrzeni BC∞. To rozwi¡zanie jest jednostajnie ci¡gªe na przedziale R+.

5.2 Istnienie rozwi¡za« niesko«czonych ukªadów równa« caª-

kowych w klasie ci¡gów funkcyjnych jednakowo znika-

j¡cych w niesko«czono±ci

W tej cz¦±ci pracy b¦dziemy studiowa¢ bardziej ogólny niesko«czony ukªad

nieliniowych równa« caªkowych. Rozwa»ania b¦d¡ prowadzone w tej samej prze-

strzeni Banacha BC(R+, l∞), ale wykorzystana zostanie inna z miar niezwarto±ci

okre±lonych wcze±niej. To podej±cie pozwoli nam uzyska¢ rezultat egzystencjalny

dotycz¡cy wspomnianego ukªadu, lecz pod sªabszymi warunkami ni» te, które wy-

st¦puj¡ we wcze±niejszym podrozdziale. Zatem ten rezultat jest pewnym uogól-

nieniem wcze±niej podanego wyniku.

Jak ju» zostaªo wcze±niej wspomniane, nasze rozwa»ania b¦d¡ dotyczy¢ prze-

strzeni Banacha BC(R+, l∞) = BC∞ opisanej wcze±niej. B¦dziemy u»ywa¢ miary
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niezwarto±ci µia(X) wyra»onej wzorem (4.33) (dla i = 1). Dokªadniej mówi¡c ta

miara jest okre±lona nast¦puj¡co

µ1
a(X) = ω∞0 (X) + µ 1

∞(X) + a∞(X), (5.24)

gdzie skªadniki ω∞0 , µ 1
∞ oraz a∞ s¡ opisane odpowiednio wzorami (4.26), (4.27)

oraz (4.30), które tu przypomnimy:

ω∞0 (X) = lim
ε→0

{
sup
x∈X

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)− xn(s)| : t, s ∈ R+, |t− s| 6 ε

}}}
,

µ 1
∞(X) = lim

T→∞

{
sup
t∈[0,T ]

{
lim
n→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
|xk(t)| : k > n

}}}}}
,

a∞(X) = lim
T→∞

{
sup

x=x(t)∈X

{
sup

{
sup
n∈N
|xn(t)| : t > T

}}}
.

Uwaga 5.2.1. Bardzo istotna jest obserwacja, »e do j¡dra miary µ3
c , której b¦-

dziemy u»ywa¢, nale»¡ takie zbiory X z przestrzeni BC∞ = BC(R+, l∞), »e ele-

menty tych zbiorów s¡ ci¡gami funkcyjnymi okre±lonymi na R+ i m.in. takimi,

»e s¡ to ci¡gi jednakowo znikaj¡ce w niesko«czono±ci. Dokªadniej mówi¡c, j¡dro

kerµ1
a miary µ1

a skªada si¦ z ograniczonych podzbiorów X przestrzeni BC(R+, l∞)

takich, »e funkcje z X s¡ jednakowo ci¡gªe na R+ i zmierzaj¡ do zera z t¡ sam¡

pr¦dko±ci¡, tzn. jednostajnie ze wzgl¦du na zbiór X. Ponadto, wszystkie prze-

kroje X(t) = {x(t) : x ∈ X} zbioru X nale»¡ do j¡dra kerµ miary niezwarto±ci µ

w przestrzeni Banacha l∞.

Rozwa»my niesko«czony ukªad nieliniowych kwadratowych równa« caªkowych

typu Volterry-Hammersteina, takiej postaci jak (5.1), tzn.

xn(t) = an(t) + fn(t, x1(t), x2(t), . . . )

t∫
0

kn(t, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . ) ds

dla t ∈ R+ oraz dla n = 1, 2, . . . .

Sformuªujemy teraz zaªo»enia pod jakimi b¦dzie rozwa»any niesko«czony ukªad (5.1).

(i) Ciag (an(t)) jest elementem przestrzeni BC∞ takim, »e lim
t→∞

an(t) = 0 jedno-

stajnie wzgl¦dem n ∈ N tzn. speªniony jest nast¦puj¡cy warunek

∀
ε>0
∃
T>0
∀
t>T
∀
n∈N
|an(t)| 6 ε.
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Ponadto, lim
n→∞

an(t) = 0 dla wszystkich t ∈ R+.

Oznaczmy przez A norm¦ elementu (an(t)) w przestrzeni BC∞

A = sup
{
|an(t)| : t ∈ R+, n = 1, 2, . . .

}
. (5.25)

(ii) Funkcje kn(t, s) = kn : R2
+ → R s¡ ci¡gªe na zbiorze R2

+ (n = 1, 2, . . . ). Co

wi¦cej, funkcje t → kn(t, s) s¡ jednakowo ci¡gªe na zbiorze R+ jednostajnie

wzgl¦dem s ∈ R+ tzn. zachodzi nast¦puj¡cy warunek

∀
ε>0
∃
δ>0
∀
n∈N
∀
s∈R+

∀
t1,t2∈R+

[
|t2 − t1| 6 δ ⇒ |kn(t2, s)− kn(t1, s)| 6 ε

]
.

(iii) Istnieje staªa K1 > 0 taka, »e

t∫
0

|kn(t, s)|ds 6 K1

dla wszystkich t ∈ R+ oraz n = 1, 2, . . . .

(iv) Ci¡g (kn(t, s)) jest ograniczony na R2
+ tzn. istnieje staªa K2 > 0 taka, »e

|kn(t, s)| 6 K2

dla t, s ∈ R+ oraz n = 1, 2, . . . .

(v) Funkcja fn jest okre±lona na zbiorze R+×R∞ i przyjmuje warto±ci rzeczywi-

ste dla n = 1, 2, . . . . Ponadto, funkcja t→ fn(t, x1, x2, . . . ) jest jednostajnie

ci¡gªa na R+ jednostajnie ze wzgl¦du na x = (xn) ∈ l∞ oraz jednostajnie

wzgl¦dem n ∈ N tzn. speªniony jest nast¦puj¡cy warunek

∀
ε>0
∃
δ>0
∀

(xi)∈l∞
∀
n∈N
∀

t,s∈R+

[
|t− s| 6 δ

⇒ |fn(t, x1, x2, . . . )− fn(s, x1, x2, . . . )| 6 ε
]
.

(vi) Istnieje funkcja l : R+ → R+ taka, »e l jest niemalej¡ca na R+, ci¡gªa

w 0 oraz istnieje ci¡g funkcji ( fn) b¦d¡cych elementami przestrzeni BC∞,
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przyjmuj¡cych nieujemne warto±ci oraz takich, »e lim
t→∞

fn(t) = 0 jednostajnie

wzgl¦dem n ∈ N oraz lim
n→∞

fn(t) = 0 dla ka»dego t ∈ R+. Ponadto dla

ka»dego r > 0 speªniona jest nast¦puj¡ca nierówno±¢

|fn(t, x1, x2, . . . )| 6 fn(t) + l(r) sup
{
|xi| : i > n

}
dla ka»dego x = (xi) ∈ l∞ takiego, »e ‖x‖l∞ 6 r, dla ka»dego t ∈ R+ oraz

dla n = 1, 2, . . . .

Zauwa»my, »e na podstawie zaªo»enia (vi) mo»emy okre±li¢ staª¡

F = sup
{
fn(t) : t ∈ R+, n = 1, 2, . . .

}
.

Poni»ej formuªujemy pozostaªe zaªo»enia pod jakimi b¦dziemy rozwa»a¢ ukªad (5.1).

(vii) Istnieje funkcja m : R+ → R+ taka, »e m jest niemalej¡ca na R+, ci¡gªa w 0,

oraz speªniona jest nast¦puj¡ca nierówno±¢

|fn(t, x1, x2, . . . )− fn(t, y1, y2, . . . )| 6 m(r)‖x− y‖l∞

dla ka»dego r > 0, oraz dla x = (xi), y = (yi) ∈ l∞ takich, »e ‖x‖l∞ 6 r,

‖y‖l∞ 6 r i dla wszystkich t ∈ R+ oraz n = 1, 2, . . . .

(viii) Funkcja gn jest okre±lona na zbiorze R+ × R∞ i przyjmuje warto±ci rzeczy-

wiste dla n = 1, 2, . . . . Ponadto operator g okre±lony na zbiorze R+ × l∞
wzorem

(gx)(t) = (gn(t, x)) = (g1(t, x), g2(t, x), . . . )

przeksztaªca zbiór R+× l∞ w przestrze« l∞. Dodatkowo operator g jest taki,

»e rodzina funkcji
{

(gx)(t)
}
t∈R+

jest jednakowo ci¡gªa w przestrzeni l∞ tzn.

dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e

‖(gy)(t)− (gx)(t)‖l∞ 6 ε

dla ka»dego t ∈ R+ i wszystkich x, y ∈ l∞ takich, »e ‖x− y‖l∞ 6 δ.
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(ix) Operator g okre±lony w zaªo»eniu (viii) jest ograniczony na zbiorze R+× l∞.
Dokªadniej mówi¡c, istnieje dodatnia staªa G taka, »e

‖(gx)(t)‖l∞ = sup
n∈N
|gn(t, x)| 6 G

dla wszystkich x ∈ l∞ oraz t ∈ R+.

(x) Istnieje dodatnie rozwi¡zanie r0 nierówno±ci

A+ F GK1 +GK1r l(r) 6 r

takie, »e

GK1 max
{
l(r0),m(r0)

}
< 1,

gdzie staªe A, F , G, K1 zostaªy okre±lone powy»ej.

Przed sformuªowaniem gªównego rezultatu tego rozdziaªu wska»emy na kilka

konsekwencji zaªo»enia (i).

Lemat 5.2.2. Niech funkcja x(t) = (xn(t)) b¦dzie elementem przestrzeni BC∞.

Wtedy ci¡g (xn) jest ograniczony i lokalnie jednakowo ci¡gªy na R+.

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e funkcja x = x(t) = (xn(t)) jest funkcj¡ ci¡gª¡ na

przedziale R+ o warto±ciach z przestrzeni l∞. Zatem dla ka»dego T > 0 funkcja x(t)

jest jednostajnie ci¡gªa na przedziale [0, T ]. St¡d wynika, »e dla ka»dego, dowolnie

ustalonego ε > 0, mo»emy znale¹¢ δ > 0 tak¡, »e z nierówno±ci |t1 − t2| 6 δ, dla

t1, t2 ∈ [0, T ] wynika, »e

‖x(t2)− x(t1)‖l∞ = sup
{
|xn(t2)− xn(t1)| : n = 1, 2, . . .

}
6 ε.

Zatem nierówno±¢ |xn(t2)−xn(t1)| 6 ε jest speªniona dla wszystkich n = 1, 2, . . . .

Podsumowuj¡c wnioskujemy, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e dla

dowolnych t1, t2 ∈ [0, T ] takich, »e |t2 − t1| 6 δ, oraz dla wszystkich n = 1, 2, . . .

zachodzi nierówno±¢ |xn(t2) − xn(t1)| 6 ε. To oznacza, »e ci¡g funkcji (xn) jest

jednakowo ci¡gªy na przedziale [0, T ]. Zatem ci¡g (xn) jest lokalnie jednakowo

ci¡gªy na R+.
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W dalszej cz¦±ci dowodu zauwa»my, »e funkcja x(t) ∈ BC(R+, l∞) jest ogra-

niczona na R+. Oznacza to, »e istnieje staªa M > 0 taka, »e ‖x(t)‖l∞ 6 M dla

ka»dego t ∈ R+. St¡d wynika, »e |xn(t)| 6 M dla n = 1, 2, . . . oraz dla ka»dego

t ∈ R+. To pokazuje, »e ci¡g (xn) jest ograniczony na przedziale R+.

Lemat 5.2.3. Niech ci¡g funkcji (an(t)) b¦dzie elementem przestrzeni BC∞ takim,

»e lim
t→∞

an(t) = 0 jednostajnie wzgl¦dem n ∈ N (por. zaªo»enie (i)). Wtedy ci¡g

(an) jest ograniczony oraz jednakowo ci¡gªy na R+.

Dowód. Ograniczono±¢ ci¡gu (an) na R+ wynika wprost z Lematu 5.2.2. W celu

udowodnienia jednakowej ci¡gªo±ci (an) na R+ ustalmy ε > 0. Uwzgl¦dniaj¡c

zaªo»enie o jednostajnej granicy, mo»emy znale¹¢ liczb¦ T > 0 tak¡, »e

|an(t)| 6 ε

4

dla t > T oraz n = 1, 2, . . . . Z drugiej strony, uwzgl¦dniaj¡c Lemat 5.2.2 wniosku-

jemy, »e ci¡g (an) jest lokalnie jednakowo ci¡gªy na R+. Zatem mo»emy okre±li¢

liczb¦ δ > 0 tak aby

|an(t2)− an(t1)| 6
ε

2

dla t1, t2 ∈ [0, T ] takich, »e |t2−t1| 6 δ oraz dla wszystkich n = 1, 2, . . . . Nast¦pnie

ustalmy dowolne t1, t2 ∈ R+ takie, »e |t2 − t1| 6 δ. Bez straty ogólno±ci mo»emy

zaªo»y¢, »e t1 < t2. Je»eli t1, t2 ∈ [0, T ], wtedy w ±wietle powy»ej ustalonego faktu

mamy, »e

|an(t2)− an(t1)| 6
ε

2

dla n = 1, 2, . . . .

Je»eli t1, t2 > T , wtedy otrzymujemy

|an(t2)− an(t1)| 6 |an(t2)|+ |an(t1)| 6
ε

2

dla n = 1, 2, . . . .

Zaªó»my teraz, »e t1 < T 6 t2. Wtedy ustalaj¡c dowolnie n ∈ N i bior¡c pod

uwag¦ powy»ej pokazane zale»no±ci otrzymujemy

|an(t2)− an(t1)| 6 |an(t2)− an(T )|+ |an(T )− an(t1)| 6
ε

2
+
ε

2
= ε.

To pokazuje, »e ci¡g (an) jest jednakowo ci¡gªy na R+.
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W dalszej cz¦±ci zauwa»my, »e jako konsekwencj¦ Lematu 5.2.2 otrzymujemy

nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 5.2.4. Warto±¢ A zde�niowana równo±ci¡ (5.25) jest sko«czona.

Sformuªujemy teraz twierdzenie o istnieniu rozwi¡zania niesko«czonego ukªadu

równa« caªkowych (5.1).

Twierdzenie 5.2.5. Je»eli speªnione s¡ zaªo»enia (i)− (x), to niesko«czony ukªad

równa« caªkowych (5.1) ma co najmniej jedno rozwi¡zanie x(t) = (xn(t)) w prze-

strzeni BC∞ = BC(R+, l∞).

Dowód. Na pocz¡tku, analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 5.1.3, okre±lmy

trzy operatory F , V , Q na przestrzeni BC∞ w nast¦puj¡cy sposób:

(Fx)(t) =((Fnx)(t)) = (fn(t, x(t))) = (fn(t, x1(t), x2(t), . . . )),

(V x)(t) =((Vnx)(t)) =
( t∫

0

kn(t, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds
)
,

(Qx)(t) =((Qnx)(t)) =
(
an(t) + (Fnx)(t)(Vnx)(t)

)
.

Najpierw poka»emy, »e operator F przeksztaªca przestrze« BC∞ w siebie.

W tym celu ustalmy funkcj¦ x = x(t) = (xn(t)) ∈ BC∞. Wtedy w ±wietle zaªo»enia

(vi) mamy nast¦puj¡ce oszacowanie

|(Fnx)(t)| = |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )|

6 fn(t) + l
(
‖x(t)‖l∞

)
sup

{
|xi(t)| : i > n

}
(5.26)

dla t ∈ R+ oraz dla n = 1, 2, . . . , gdzie funkcje fn oraz l = l(r) zostaªy okre±lone

w zaªo»eniu (vi). St¡d na podstawie (5.26) wnioskujemy, »e

‖Fx‖BC∞ 6 F + l
(
‖x‖BC∞

)
‖x‖BC∞ (5.27)

dla ka»dego x ∈ BC∞. To pokazuje, »e funkcja Fx jest ograniczona na R+.

W celu udowodnienia ci¡gªo±ci funkcji Fx na przedziale R+, ustalmy dowolnie

ε > 0. Wtedy z zaªo»enia (v) otrzymujemy, »e istnieje δ > 0 taka, »e dla t, s ∈ R+

oraz |t− s| 6 δ speªniona jest nast¦puj¡ca nierówno±¢

|fn(t, x1, x2, . . . )− fn(s, x1, x2, . . . )| 6 ε
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dla ka»dego x = (xi) ∈ l∞. To implikuje, »e

‖(Fx)(t)− (Fx)(s)‖l∞ 6 ε

dla t, s ∈ R+ takich, »e |t − s| 6 δ. To oznacza, »e funkcja Fx jest ci¡gªa (nawet

jednostajnie ci¡gªa) na R+. Ostatecznie otrzymujemy, »e operator F przeksztaªca

przestrze« BC∞ w siebie.

Przejd¹my teraz do pokazania, »e operator V dziaªa z przestrzeni BC∞ w siebie.

Zatem, podobnie jak powy»ej, ustalmy funkcj¦ x = x(t) = (xn(t)) ∈ BC∞. Wtedy,

dla dowolnie wybranych liczb t ∈ R+ oraz n ∈ N, w ±wietle zaªo»e« (iii) oraz (ix),

mamy

|(Vnx)(t)| 6
t∫

0

|kn(t, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds

6

t∫
0

|kn(t, s)|G ds 6 G

t∫
0

|kn(t, s)|ds 6 GK1. (5.28)

W szczególno±ci powy»sze oszacowanie pokazuje, »e funkcja V x jest ograniczona

na przedziale R+.

Nast¦pnie ustalmy ε > 0 oraz wybierzmy liczb¦ δ > 0 wedªug zaªo»enia (ii).

Wtedy, dla dowolnie ustalonych liczb t1, t2 ∈ R+ takich, »e |t2 − t1| 6 δ, na

podstawie zaªo»e« (ii) oraz (ix) (zakªadaj¡c dodatkowo, »e t1 < t2), otrzymujemy

|(V nx)(t2)− (Vnx)(t1)|

6

∣∣∣∣∣∣
t2∫
0

kn(t2, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds−
t2∫
0

kn(t1, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t2∫
0

kn(t1, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds−
t1∫
0

kn(t1, s)gn(s, x1(s), x2(s), . . . )ds

∣∣∣∣∣∣
6

t2∫
0

|kn(t2, s)− kn(t1, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds

+

t2∫
t1

|kn(t1, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds
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6

t2∫
0

ωk(δ)|gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds+

t2∫
t1

K2|gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds, (5.29)

gdzie K2 jest staª¡ wyst¦puj¡c¡ w zaªo»eniu (iv). Z kolei ωk(δ) oznacza zwykªy

moduª ci¡gªo±ci ci¡gu funkcji t→ kn(t, s) na przedziale R+ (zgodnie z zaªo»eniem

(ii)). Oczywi±cie mamy, »e ωk(δ)→ 0 dla δ → 0.

Bior¡c pod uwag¦ oszacowanie (5.29) oraz zaªo»enie (ix), otrzymujemy

|(Vnx)(t2)− (Vnx)(t1)| 6 Gωk(δ) +K2Gδ. (5.30)

Zatem otrzymujemy, »e funkcja V x jest ci¡gªa na przedziale R+. �¡cz¡c ograni-

czono±¢ funkcji V x z jej ci¡gªo±ci¡ na R+ wnioskujemy, »e operator V przeksztaªca

przestrze« BC∞ w siebie.

Bior¡c pod uwag¦ fakt, »e przestrze« BC∞ = BC(R+, l∞) tworzy algebr¦

Banacha ze wzgl¦du na mno»enie po wspóªrz¦dnych ci¡gów funkcyjnych, oraz

uwzgl¦dniaj¡c de�nicj¦ operatora Q, a tak»e zaªo»enie (i) stwierdzamy, »e dla

dowolnie ustalonej funkcji x = x(t) ∈ BC∞ funkcja (Qx)(t) = ((Qnx)(t)) =(
an(t) + (Fnx)(t)(Vnx)(t)

)
dziaªa z przedziaªu R+ w przestrze« l∞. Faktycznie,

w ±wietle faktu, »e ((Fnx)(t)) ∈ l∞ dla ka»dego t ∈ R+ oraz oszacowania (5.28)

mamy

|(Qnx)(t)| 6 |an(t)|+GK1|(Fnx)(t)|.

St¡d stosuj¡c (5.26) otrzymujemy, »e (Qx)(t) = ((Qnx)(t)) ∈ l∞ dla ka»dego

t ∈ R+.

Zauwa»my nast¦pnie, »e ci¡gªo±¢ funkcji Qx na R+ jest konsekwencj¡ tego, »e

obie funkcje Fx oraz V x s¡ ci¡gªe na R+. Podobnie mo»emy stwierdzi¢, »e funkcja

Qx jest ograniczona na przedziale R+. Wystarczy wykorzysta¢ zaªo»enie (i) oraz

Lemat 5.2.2.

Ostatecznie zauwa»my, »e ª¡cz¡c wszystkie powy»ej wskazane wªasno±ci funkcji

Qx, otrzymujemy, »e operator Q przeksztaªca przestrze« BC∞ w siebie.

Dalej, na podstawie nierówno±ci (5.27) oraz (5.28), dla dowolnie ustalonych
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n ∈ N oraz t ∈ R+ mamy

|(Qnx)(t)| 6 |an(t)|+ |(Fnx)(t)||(Vnx)(t)|

6 A+
[
F + l(‖x‖BC∞)‖x‖BC∞

]
GK1

6 A+ F GK1 +GK1 l(‖x‖BC∞)‖x‖BC∞ .

Z powy»szego oszacowania i zaªo»enia (x) wynika, »e istnieje liczba r0 > 0 taka,

»e operator Q przeksztaªca kul¦ Br0 w siebie.

Poka»emy teraz, »e operator Q jest ci¡gªy na kuli Br0 . Bior¡c pod uwag¦

posta¢ operatora Q, wyst¦puj¡c¡ na pocz¡tku tego dowodu widzimy, »e wystarczy

udowodni¢ ci¡gªo±¢ operatorów F oraz V osobno.

W tym celu ustalmy dowolnie ε > 0 oraz x ∈ Br0 . Nast¦pnie wybierzmy

dowolny punkt y ∈ Br0 taki, »e ‖x − y‖BC∞ 6 ε. Wtedy dla ka»dego ustalonego

t ∈ R+, na mocy zaªo»enia (vii) mamy

‖(Fy)(t)− (Fx)(t)‖l∞ 6 m(r0)‖x− y‖l∞ 6 εm(r0).

W szczególno±ci pokazuje to, »e operator F jest ci¡gªy w ka»dym punkcie kuli Br0 .

W calu udowodnienia ci¡gªo±ci operatora V na kuli Br0 okre±lmy funkcj¦ δ =

δ(ε) w poni»szy sposób

δ(ε) = sup
{
|gn(t, y)− gn(t, x)| : x, y ∈ l∞, ‖y − x‖l∞ 6 ε, t ∈ R+, n ∈ N

}
.

Oczywi±cie z zaªo»enia (viii) wynika, »e δ(ε) → 0 dla ε → 0. Nast¦pnie bior¡c

x, y ∈ Br0 takie, »e ‖y−x‖BC∞ 6 ε oraz t ∈ R+, dla dowolnego n ∈ N otrzymujemy

|(Vny)(t)− (Vnx)(t)|

6

t∫
0

|kn(t, s)||gn(s, y1(s), y2(s), . . . )− gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds

6

t∫
0

|kn(t, s)|δ(ε)ds 6 K1δ(ε).

To prowadzi do oszacowania

‖V x− V y‖BC∞ 6 K1 δ(ε).
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Zatem, operator V jest ci¡gªy na kuli Br0 .

Ostatecznie wykazali±my, »e operator Q jest ci¡gªy na kuli Br0 .

W dalszym ci¡gu rozwa»ymy pierwszy ze skªadników miary µ1
a, to znaczy wiel-

ko±¢ ω∞0 wyra»on¡ wzorem (4.26). Ustalmy dowolnie liczb¦ ε > 0. Nast¦pnie

wybierzmy warto±¢ δ > 0 zgodnie z zaªo»eniem (v). Wybierzmy niepusty podzbiór

X kuli Br0 , oraz we¹my dowoln¡ funkcj¦ x ∈ X oraz n ∈ N. Wtedy dla dowolnych

t, s ∈ R+ takich, »e |t− s| 6 δ, uwzgl¦dniaj¡c zaªo»enia (v) oraz (vii) mamy

|(Fnx)(t)− (Fnx)(s)| = |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(s, x1(s), x2(s), . . . )|

6 |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )− fn(s, x1(t), x2(t), . . . )|

+ |fn(s, x1(t), x2(t), . . . )− fn(s, x1(s), x2(s), . . . )|

6 ε+m(r0) sup
{
‖x(t)− x(s)‖l∞ : t, s ∈ R+, |t− s| 6 δ

}
6 ε+m(r0)ω

∞(x, δ).

Nast¦pnie na podstawie powy»szego oszacowania otrzymujemy

ω∞(Fx, ε) 6 ε+m(r0)ω
∞(x, δ). (5.31)

Ustalmy nast¦pnie liczb¦ ε > 0 i wybierzmy t1, t2 ∈ R+ tak, aby |t2 − t1| 6 ε.

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e t1 < t2. Wtedy w ±wietle oszacowania

(5.30) otrzymujemy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

|(Vnx)(t2)− (Vnx)(t1)| 6 Gωk(ε) +GK2 ε.

To prowadzi do oszacowania

ω∞(V x, ε) 6 Gωk(ε) +GK2 ε. (5.32)

Teraz bior¡c pod uwag¦ reprezentacj¦ operatora Q, dla dowolnej funkcji x ∈ X
oraz dowolnych liczb t, s ∈ R+, otrzymujemy

‖(Qx)(t)− (Qx)(s)‖l∞ 6 ‖a(t)− a(s)‖l∞
+ ‖(V x)(t)‖l∞‖(Fx)(t)− (Fx)(s)‖l∞ + ‖(Fx)(s)‖l∞‖(V x)(t)− (V x)(s)‖l∞ ,
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gdzie a(t) = (an(t)).

Nast¦pnie ustalmy ε > 0 i zaªó»my, »e |t− s| 6 ε. Wtedy z powy»szej nierówno±ci

i oszacowa« (5.31), (5.32), (5.27), oraz (5.28), mamy

ω∞(Qx, ε) 6ω∞(a, ε) +GK1 (ε+m(r0)ω
∞(x, ε))

+
(
F + r0 l(r0)

)(
Gωk(ε) +GK2 ε

)
.

Teraz uwzgl¦dniaj¡c Lemat 5.2.3 wnioskujemy, »e ω∞(a, ε) → 0 dla ε → 0. Na-

st¦pnie maj¡c na uwadze, »e ωk(ε) → 0 dla ε → 0, z powy»szego oszacowania

wyprowadzamy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

ω∞(QX) 6 GK1m(r0)ω
∞
0 (X). (5.33)

Rozwa»ymy nast¦pnie drugi skªadnik miary niezwarto±ci µ1
a (por. wzór (5.24))

oznaczony przez µ 1
∞ i okre±lony wzorem (4.27).

W tym celu ustalmy niepusty podzbiór X kuli Br0 i wybierzmy dowoln¡ funkcj¦

x = x(t) ∈ X. Dalej, we¹my liczb¦ naturaln¡ n oraz T > 0. Wtedy dla ustalonego

t ∈ [0, T ], uwzgl¦dniaj¡c posta¢ operatora Q i oszacowania (5.26) oraz (5.28),

otrzymujemy

|(Qnx)(t)| 6 |an(t)|+ |fn(t, x1(t), x2(t), . . . )|
t∫

0

|kn(t, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds

6 |an(t)|+
[
fn(t) + l

(
‖x(t)‖l∞

)
sup

{
|xi(t)| : i > n

}]
GK1.

Nast¦pnie bior¡c supremum po wszystkich x ∈ X, z powy»szego oszacowania

otrzymujemy

sup
x∈X
|(Qnx)(t)| 6 |an(t)|+GK1

[
fn(t) + l(r0) sup

x∈X

{
sup

{
|xi(t)| : i > n

}}]
.

St¡d, bior¡c pod uwag¦ zaªo»enia (i) oraz (vi), wyprowadzamy nast¦puj¡c¡ nie-

równo±¢

lim
n→∞

{
sup
x∈X
|(Qnx)(t)|

}
6 GK1l(r0)

{
lim
n→∞

{
sup
x∈X

{
sup

{
|xi(t)| : i > n

}}}}
.
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Ostatecznie bior¡c supremum po t ∈ [0, T ], po obu stronach powy»szej nierówno±ci,

a nast¦pnie dla T →∞, na podstawie wzoru (4.27) dostajemy

µ 1
∞(QX) 6 GK1 l(r0)µ

1
∞(X). (5.34)

W celu oszacowania ostatniego skªadnika a∞ miary niezwarto±ci µ1
a (por. wzór

(5.24)) wyra»onego wzorem (4.30), ustalmy niepusty podzbiór X (X ⊂ Br0) i wy-

bierzmy funkcj¦ x ∈ X. Nast¦pnie wybierzmy dowolnie T > 0. Wtedy bior¡c

t > T i uwzgl¦dniaj¡c otrzymane wcze±niej nierówno±ci (5.26) oraz (5.28), mamy

sup
{
|(Qnx)(t)| : n ∈ N

}
6 sup

{
|an(t)| : n ∈ N

}
+ sup

|fn(t, x1(t), x2(t), . . . )|
t∫

0

|kn(t, s)||gn(s, x1(s), x2(s), . . . )|ds : n ∈ N


6 sup

{
|an(t)| : n ∈ N

}
+ sup

[
fn(t) + l(r0) sup

{
|xi(t)| : i > n

}
: n ∈ N

]
GK1

6 sup
{
|an(t)| : n ∈ N

}
+ l(r0)GK1 sup

[
sup

{
|xi(t)| : i > n

}
: n ∈ N

]
+GK1 sup

{
fn(t) : n ∈ N

}
.

Dalej, bior¡c w powy»szym oszacowaniu supremum po t > T a nast¦pnie po x ∈ X,

otrzymujemy

sup
x∈X

{
sup
t>T

{
sup

{
|(Qnx)(t)| : n ∈ N

}}}
6 sup

t>T

{
sup

{
|an(t)| : n ∈ N

}}
+ l(r0)GK1

{
sup
x∈X

{
sup
t>T

{
sup

{
|xn(t)| : n ∈ N

}}}}

+GK1

{
sup
t>T

{
sup

{
fn(t) : n ∈ N

}}}
.

Bior¡c pod uwag¦ zaªo»enia (i) oraz (vi) dla T →∞, otrzymujemy nast¦puj¡c¡

nierówno±¢

a∞(QX) 6 l(r0)GK1 a∞(X). (5.35)

Ostatecznie ª¡cz¡c oszacowania (5.33)-(5.35) oraz uwzgl¦dniaj¡c wzór (5.24),
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dla dowolnego niepustego podzbioru X kuli Br0 dostajemy nierówno±¢

µ1
a(QX) 6 GK1m(r0)ω

∞
0 (X) +GK1 l(r0)µ

1
∞(X) + l(r0)GK1 a∞(X)

6 GK1 max
{
l(r0),m(r0)

}
µ1
a(X).

Zatem, bior¡c pod uwag¦ fakt, »e operator Q jest ci¡gªy, oraz przeksztaªca kul¦ Br0

w siebie, a tak»e uwzgl¦dniaj¡c zaªo»enie (x) oraz Twierdzenie 1.1 wnioskujemy,

»e niesko«czony ukªad równa« caªkowych typu Volterry-Hammersteina (5.1) ma

co najmniej jedno rozwi¡zanie x = x(t) w przestrzeni BC∞ = BC(R+, l∞), które

zawarte jest w kuli Br0 i jest jednostajnie ci¡gªe na przedziale R+.

Koniec dowodu.

Poka»emy teraz przykªad ilustruj¡cy rezultat o istnieniu rozwi¡zania niesko«-

czonego ukªadu równa« caªkowych, uzyskany w Twierdzeniu 5.2.5.

Przykªad 5.2.6. Rozwa»my nast¦puj¡cy niesko«czony ukªad nieliniowych równa«

caªkowych typu Volterry-Hammersteina postaci

xn(t) =
αt

1 + n2 + t2
+

(
β

n2 + t2
+

γxn(t)

1 + x21(t)

+
γxn+1(t)

n+ x22(t)

) t∫
0

s

1 + n(s2 + t2)
arctg

(
x1(s) + xn(s)

n+ s2

)
ds, (5.36)

dla n = 1, 2, . . . oraz t ∈ R+. Zakªadamy ponadto, »e liczby α, β, γ wyst¦puj¡ce

w powy»szym ukªadzie s¡ dodatnimi staªymi.

Zauwa»my, »e niesko«czony ukªad (5.36) jest szczególnym przypadkiem ukªadu

(5.1) dla

an(t) =
αt

1 + n2 + t2
, (5.37)

fn(t, x1, x2, . . . ) =
β

n2 + t2
+

γxn
1 + x21

+
γxn+1

n+ x22
, (5.38)

kn(t, s) =
s

1 + n(s2 + t2)
, (5.39)

gn(t, x1, x2, . . . ) = arctg

(
x1 + xn
n+ t2

)
(5.40)
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dla n = 1, 2, . . . oraz t, s ∈ R+.

Poka»emy, »e niesko«czony ukªad równa« caªkowych (5.36) ma rozwi¡zanie

w przestrzeni Banacha BC∞ = BC(R+, l∞). W tym celu zastosujemy Twierdze-

nie 5.2.5. Poka»emy zatem, »e funkcje okre±lone wzorami (5.37)-(5.40) speªniaj¡

zaªo»enia (i)-(x) Twierdzenia 5.2.5.

Zauwa»my najpierw, »e funkcja an(t) okre±lona wzorem (5.37) jest elementem

przestrzeni BC∞ dla n = 1, 2, . . . . Uwzgl¦dniaj¡c nierówno±¢

|an(t)| = an(t) 6
αt

1 + t2

stwierdzamy, »e lim
t→∞

an(t) = 0 jednostajnie wzgl¦dem n ∈ N. Ponadto, zachodzi

równo±¢ lim
n→∞

an(t) = 0 dla ka»dego t ∈ R+. To pokazuje, »e ci¡g (an(t)) speªnia

zaªo»enie (i). Po wykonaniu rachunków otrzymujemy, »e

A =
α
√

2

4
,

gdzie staªa A jest de�niowana wzorem (5.25). (Jest to nie tylko supremum ale

nawet maksimum dla n = 1, t =
√

2.)

Zaobserwujmy dalej, »e funkcja kn(t, s) okre±lona wzorem (5.39) (n = 1, 2, . . . )

jest ci¡gªa na R2
+. Dodatkowo, u»ywaj¡c standardowych narz¦dzi rachunku ró»-

niczkowego widzimy, »e

|kn(t2, s)− kn(t1, s)| 6
1

n
|t2 − t1|

dla n = 1, 2, . . . oraz dla t1, t2 ∈ R+. To oznacza, »e ci¡g funkcji (kn(·, s)) jest

jednakowo ci¡gªy na R+ jednostajnie wzgl¦dem s ∈ R+.

Podsumowuj¡c stwierdzamy, »e zaªo»enie (ii) jest speªnione.

Zauwa»my nast¦pnie, »e dla ka»dego n ∈ N oraz dla dowolnych t, s ∈ R+ mamy

nast¦puj¡ce oszacowanie

|kn(t, s)| 6 s

1 + ns2
6

s

1 + s2
6

1

2
.

Zatem ci¡g (kn(t, s)) jest ograniczony na R+ ze staª¡

K2 =
1

2
.
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To pokazuje, »e zaªo»enie (iv) jest speªnione.

Z drugiej strony otrzymujemy

t∫
0

|kn(t, s)|ds =

t∫
0

s

1 + n(s2 + t2)
ds =

1

2n
ln

(
1 + 2nt2

1 + nt2

)
6

1

2n
ln 2 6

1

2
ln 2.

Powy»sza nierówno±¢ pokazuje, »e ci¡g funkcji (kn(t, s)) speªnia zaªo»enie (iii) ze

staª¡

K1 =
1

2
ln 2.

We¹my teraz pod uwag¦ funkcj¦ t→ fn(t, x1, x2, . . . ) okre±lon¡ wzorem (5.38)

dla n = 1, 2, . . . . Ustalmy dowolnie t1, t2 ∈ R+, x = (xn) ∈ l∞. Mamy wtedy, »e

|fn(t2, x1, x2, . . . )− fn(t1, x1, x2, . . . )|

=

∣∣∣∣( β

n2 + t22
+

γxn
1 + x21

+
γxn+1

n+ x22

)
−
(

β

n2 + t21
+

γxn
1 + x21

+
γxn+1

n+ x22

)∣∣∣∣
6 β

∣∣∣∣ 1

n2 + t22
− 1

n2 + t21

∣∣∣∣ 6 β
|t2 − t1|(t1 + t2)

(n2 + t21)(n
2 + t22)

= β|t2 − t1|
[

t1
(n2 + t21)(n

2 + t22)
+

t2
(n2 + t21)(n

2 + t22)

]
6 β|t2 − t1|

[
1

2
· 1

n2 + t22
+

1

2
· 1

n2 + t21

]
6 β|t2 − t1|

dla ka»dego n = 1, 2, . . . . To pokazuje, »e funkcje fn (n = 1, 2, . . . ) speªniaj¡

zaªo»enie (v).

W celu zwery�kowania zaªo»enia (vi) ustalmy liczb¦ r > 0 i wybierzmy

x = (xi) ∈ l∞ takie, »e ‖x‖l∞ 6 r. Wtedy, dla dowolnie ustalonych n ∈ N
oraz t ∈ R+, otrzymujemy

|fn(t, x1, x2, . . . )| 6
β

n2 + t2
+ γ

[
|xn|

1 + x21
+
|xn+1|
n+ x22

]
6

β

n2 + t2
+ γ
(
|xn|+ |xn+1|

)
6

β

n2 + t2
+ 2 γ sup

{
|xi| : i > n

}
.

To pokazuje, »e nierówno±¢ z zaªo»enia (vi) jest speªniona z nast¦puj¡cymi funk-

cjami

fn(t) =
β

n2 + t2
,

l(r) = 2γ
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dla n = 1, 2, . . . . Poniewa»

fn(t) 6
β

(1 + t2)

stwierdzamy, »e lim
t→∞

fn(t) = 0 jednostajnie wzgl¦dem n ∈ N. Ponadto mamy, »e

lim
n→∞

fn(t) = 0 dla ka»dego t ∈ R+.

Podsumowuj¡c, zaªo»enie (vi) jest speªnione. Ponadto zauwa»my, »e

F = sup{fn(t) : t ∈ R+, n = 1, 2, . . . } = β.

Nast¦pnie ustalmy liczb¦ r > 0 i we¹my dowolne x = (xi), y = (yi) ∈ l∞ takie,

»e ‖x‖l∞ 6 r, ‖y‖l∞ 6 r. Wtedy dla ustalonych n ∈ N oraz t ∈ R+, mamy

|fn(t,x1, x2, . . . )− fn(t, y1, y2, . . . )| 6 γ

∣∣∣∣ xn
1 + x21

− yn
1 + y21

∣∣∣∣+ γ

∣∣∣∣ xn+1

n+ x22
− yn+1

n+ y22

∣∣∣∣
6 γ
|xn + xny

2
1 − yn − ynx21|

(1 + x21)(1 + y21)
+ γ
|nxn+1 + xn+1y

2
2 − nyn+1 − x22yn+1|

(n+ x22)(n+ y22)

6 γ |xn − yn|+ γ
|(xny21 − yny21) + (yny

2
1 − ynx21)|

(1 + x21)(1 + y21)

+ γ n
|xn+1 − yn+1|

(n+ x22)(n+ y22)
+ γ
|(xn+1y

2
2 − yn+1y

2
2) + (yn+1y

2
2 − yn+1x

2
2)|

(n+ x22)(n+ y22)

6 γ|xn − yn|+ γ
y21|xn − yn|

(1 + x21)(1 + y21)
+ γ|yn|

(|x1|+ |y1|)|x1 − y1|
(1 + x21)(1 + y21)

+ γ|xn+1 − yn+1|+ γ
y22|xn+1 − yn+1|
(n+ x22)(n+ y22)

+ γ|yn+1|
(|x2|+ |y2|)|x2 − y2|

(n+ x22)(n+ y22)

6 2γ|xn − yn|+ γ r

(
|x1|

(1 + x21)(1 + y21)
+

|y1|
(1 + x21)(1 + y21)

)
|x1 − y1|

+ 2γ|xn+1 − yn+1|+ γ r

(
|x2|

(n+ x22)(n+ y22)
+

|y2|
(n+ x22)(n+ y22)

)
|x2 − y2|

6 2γ|xn − yn|+ γ r|x1 − y1|+ 2γ|xn+1 − yn+1|+ γ r|x2 − y2|

6 (4γ + 2γr)‖x− y‖l∞ = 2γ(2 + r)‖x− y‖l∞ .

Widzimy zatem, »e zaªo»enie (vii) jest speªnione z funkcj¡

m(r) = 2γ(2 + r).

W nast¦pnej cz¦±ci zwery�kujemy zaªo»enie (viii). W tym celu ustalmy do-

wolnie n ∈ N i rozwa»my funkcj¦ gn(t, x) = gn(t, x1, x2, . . . ) okre±lon¡ wzorem
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(5.40) tzn.

gn(t, x1, x2, . . . ) = arctg

(
x1 + xn
n+ t2

)
.

Wtedy z oszacowania

|gn(t, x1, x2, . . . )| 6
|x1|+ |xn|
n+ t2

6
|x1|+ |xn|

n

wnioskujemy, »e operator g okre±lony w zaªo»eniu (viii) równo±ci¡

(gx)(t) = (gn(t, x)) = (g1(t, x), g2(t, x), . . . )

przeksztaªca zbiór R+ × l∞ w l∞.

W dalszym ci¡gu ustalmy t ∈ R+ i we¹my x = (xi), y = (yi) ∈ l∞. Mamy wtedy

|gn(t, x)− gn(t, y)| 6
∣∣∣∣x1 + xn
n+ t2

− y1 + yn
n+ t2

∣∣∣∣
6
|x1 − y1|
n+ t2

+
|xn − yn|
n+ t2

6
|x1 − y1|

n
+
|xn − yn|

n
.

To pozwala nam wyprowadzi¢ nast¦puj¡ce oszacowanie

‖(gx)(t)− (gy)(t)‖l∞ = sup
{
|gn(t, x)− gn(t, y)| : n ∈ N

}
6 sup

{
|x1 − y1|

n
+
|xn − yn|

n
: n ∈ N

}
6 2 sup

{
|xn − yn|

n
: n ∈ N

}
6 2‖x− y‖l∞ .

Z powy»szej nierówno±ci wynika, »e operator g speªnia zaªo»enie (viii).

Ponadto dla dowolnych x ∈ l∞ oraz t ∈ R+ mamy

‖(gx)(t)‖l∞ = sup
{
|gn(t, x)| : n ∈ N

}
6
π

2
.

Oznacza to, »e operator g speªnia zaªo»enie (ix) ze staª¡

G =
π

2
.

W ko«cu rozwa»my pierwsz¡ nierówno±¢ z zaªo»enia (x). W tym wypadku

przyjmuje ona posta¢
α

2
√

2
+
π

4
ln 2 (β + 2γ r) 6 r. (5.41)
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Z drugiej strony druga nierówno±¢ rozwa»anego zaªo»enia (x) przyjmuje posta¢

γ
π

2
ln 2 (2 + r0) < 1. (5.42)

Wybieraj¡c na przykªad γ < 1
π ln 2

oraz r0 >
α√
2

+ β
2γ

widzimy, »e obydwie nierów-

no±ci, (5.41) oraz (5.42), s¡ speªnione.

Zatem na podstawie Twierdzenia 5.2.5 stwierdzamy, »e niesko«czony ukªad

nieliniowych równa« caªkowych (5.36) ma co najmniej jedno rozwi¡zanie nale»¡ce

do kuli Br0 w przestrzeni BC(R+, l∞).
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