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Charakteryzacje rozktadéw prawdopodobieristwa przez regresje niekolejnych uogolnionych

statystyk porzadkowych oraz dyskretnych wartosci rekordowych

STRESZCZENIE

W rozprawie rozwazany jest problem wyznaczania rozktadéw prawdopodobieristwa na pod-
stawie znajomosci tylko pojedynczej funkcji regresji w réznych modelach uporzadkowanych
danych statystycznych. W pracy zaprezentowane zostato nowatorskie podej$cie do problemu
charakteryzacyjnego bazujace na wlasno§¢ Markowa rozwazanych modeli. W przypadku roz-
ktadéw ciaglych problem tego typu jest rozpatrywany dla modelu uogélnionych statystyk po-
rzadkowych, ktéry obejmuje, jako szczegélne przypadki, wiele modeli uporzadkowanych zmien-
nych losowych m.in. statystyk porzadkowych, wartosci rekordowych, k-tych wartosci rekor-
dowych, sekwencyjnych statystyk porzadkowych oraz statystyk porzadkowych progresywnie

cenzorowanych typu IL Funkcja regresji jest w tym przypadku okre§lona wzorem

E (n(x{™0) | x4 =x) = £,

gdzie h jest znang funkcjg §ciSle rosnaca a xﬁ’),xi’“) oznaczaja odpowiednio r-ta oraz
(r+¢)-ta uogdlniong statystyke porzadkowa z pewnego ciagltego rozktadu okreslonego przez
dystrybuante F. Natomiast w przypadku dyskretnych rozktadéw prawdopodobienistwa badany
jest analogiczny problem charakteryzacyjny z wykorzystaniem tylko funkcji regresji dyskret-
nych wartosci rekordowych.

W rozdziale 1 przypomniano podstawowe definicje i potrzebne w rozprawie wlasnosci roz-
patrywanych modeli uporzadkowanych zmiennych losowych. Oméwiono doktadnie problem
charakteryzacji rozktadéw prawdopodobiefistwa na podstawie znajomosci tylko pojedynczej
funkcji regresji tych modeli oraz przedstawiono zarys nowego podejscia do problemu charakte-
ryzacyjnego opartego na wlasnosci Markowa rozwazanych modeli. Korzystajac z tej wlasnosci
pokazano specyficzng strukture rekurencyjna regresji. W szczegdlnoSci wlasnos¢ ta pozwala
zastapi¢ regresje niekolejnych uogdlnionych statystyk porzadkowych przez odpowiednio zmo-
dyfikowana regresje kolejnych zmiennych w tym modelu. W rozdziale tym wyprowadzono réw-
niez istotne whasnosci regresji modeli uporzadkowanych zmiennych losowych.

W rozdziale 2 rozwazano charakteryzacje rozktadéw absolutnie cigglych o ciagtych funk-
cjach gestosci przez pojedyncze regresje nickolejnych uogdlnionych statystyk porzadkowych.
Korzystajac z wlasnosci Markowa wykazano, ze jednoznaczno$¢ charakteryzacji bazowego roz-
ktadu prawdopodobiefistwa przez regresje uogdlnionych statystyk porzadkowych jest rowno-

wazna z jednoznacznoscia rozwiazania odpowiedniego uktadu £ — 1 réwnar rézniczkowych



spetniajacego pewne warunki ograniczajace. W szczegélnosci, dla ¢ = 2 regresja & uogdlnio-
nych statystyk porzadkowych z parametrami %1 i 4 determinuje F jednoznacznie wtedy
i tylko wtedy, gdy réwnanie rézniczkowe
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ma doktadnie jedno rozwiazanie ¢ takie, ze h(x) < @(x) < £(x) dla x € (a,B) oraz

B [)d’ = oo. Co wigcej, wowczas dystrybuanta F jest jednoznacznie wyznaczona wzorem

o E(t)—o(r
Fl)=1-ep (“ 3 §<r>§—(t«)p<z> ‘”) '

Wynik ten jest nowy nawet dla zwyktych statystyk porzadkowych. Zaprezentowane podejScie

zostato zastosowane do otrzymania nowych charakteryzacji rozktadéw absolutnie ciagtych,
a takze do wyprowadzenia nowego dowodu jednoznacznosci charakteryzacji rozktadu potego-
wego, wyktadniczego i Pareto przez odpowiednie regresje liniowe. Podano charakteryzacje dla
pewnego rozktadu befa oraz wykazano, ze rozktad normalny, Gompertza oraz Weibulla z pa-
rametrem ksztattu 6 > 1 sa jednoznacznie charakteryzowane przez odpowiadajace im regresje
uogdlnionych statystyk porzadkowych o odstepie dwa, ¢ = 2.

W kolejnym rozdziale rozprawy wyniki zostaly uogélnione na klase wszystkich rozktadéw
ciggtych, niekoniecznie majacych funkcje gestosci. W tym 0gdllny przypadku wykazano, ze
jednoznacznos¢ charakteryzacji bazowego rozktadu zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy odpo-
wiedni problem catkowy (réwnania catkowe lub uktady réwnan catkowych) ma jednoznaczne
rozwiazanie. Korzystajac z uzyskanych wynikéw otrzymano nowe charakteryzacje rozktadéw
ciagtych. W szczeg6lnosci wykazano, ze rozktad gamma, Gumbela i logistyczny sg jednoznacz-
nie charakteryzowane przez odpowiadajace im regresje uog6lnionych statystyk porzadkowych
o odstepie dwa.

Przedmiotem rozwazafi w rozdziale 4 jest analogiczny problem charakteryzacyjny dla dys-
kretnych rozktadéw prawdopodobieristwa z wykorzystaniem regresji niekolejnych stabych war-

tosci rekordowych nastepujacej postaci

E(h(Wyio) | Wy = x) = & (),
gdzie Wy, W, ¢ oznaczaja odpowiednio r-tg oraz (r+ £)-ta staba warto$¢ rekordowa z pewnego
dyskretnego rozktadu prawdopodobieristwa. Dla £ > 2 pokazano, ze jednoznaczno$é charakte-
ryzacji bazowego rozktadu prawdopodobiefistwa w tym przypadku jest réwnoznaczna z jedno-
znacznoscig rozwigzania odpowiadajgcego réwnania réznicowego (£ = 2) lub uktadu réwnan
réznicowych (£ > 2) z pewnymi niestandardowymi warunkami ograniczajacymi. To nowe kry-
terium jednoznacznosci zastosowano do otrzymania znanych jak i nowych charakteryzacji dys-
kretnych rozktadéw prawdopodobieristwa. Wykazano m.in., ze rozktad Poissona i ujemny dwu-
mianowy sg jednoznacznie charakteryzowahe przez odpowiadajace im regresje stabych warto-

Sci rekordowych o odstgpie dwa.



Wyniki rozprawy doktorskiej zostaty opublikowane w nastepujacych artykutach:

e M. Bieniek, K. Maciag, Uniqueness of characterization of absolutely continuous distri-

butions by regressions of generalized order statistics, AStA Advances in Statistical Ana-
lysis, 102(3):359-380, 2018.

e M. Bieniek, K. Maciag, On the unique characterization of continuous distributions by sin-
gle regression of non—adjacent generalized order statistics, Journal of Integral Equations
and Applications, 30(4):491-519, 2018.

e M. Bienick, K. Maciag, On the problem of the unique characterization of discrete distri-
butions by single regression of weak records, Statistics, 52(3):533-551, 2018.




