Uniwersytet im. Marii Curie-Sktodowskiej
w Lublinie

Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki

mgr Agnieszka Monika Gdula

Mocne Prawo Wielkich Liczb
dla sum zmiennych losowych i p6l losowych

Praca doktorska z dziedziny:
Rachunek Prawdopodobienstwa,

napisana pod kierunkiem dr hab. Andrzeja Krajki

Streszczenie

Mocne prawo wielkich liczb (MPWL) jest jednym z najbardziej fundamen-
talnych i szeroko stosowanych twierdzen teorii prawdopodobienstwa. MPWL
znajduje zastosowania miedzy innymi w obliczaniu calek metodami Monte Car-
lo (Stanistaw Ulam uzy! tej metody do obliczen zwiazanych z bomba atomowa),
wyliczaniu dystrybuanty empirycznej, dowodzeniu twierdzen dotyczacych teorii
liczb, konstruowaniu estymatoréw w statystyce, badaniu proceséw ergodycznych
w fizyce lub ekonomii takich, jak na przykiad model Isinga. MPWL doczeka-
lo sie szeregu uogdlnien. Miedzy innymi rozwazano wielowymiarowe sumy poél
zmiennych losowych ([11], [12]), sumy dowolnie zaleznych zmiennych losowych,
ale o jednakowym rozkladzie ([13]), czy sumy losowo indeksowane ([9]). Badano
réwniez szybkosci zbieznosci w MPWL (twierdzenia typu Bauma-Katza, [14]).

Niech V bedzie pewnym obszarem w N? takim, Ze elementy przekatnej
(n,n,...n) naleza do V. MPWL dla podciagéw polega na badaniu granicy
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gdzie n = (n1,n2,...ng) € N |n| = H?zl nj,{Xn,n € N¢} jest polem nie-
zaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie oraz S, = >, ., Xi.
W przypadku dowodzenia MPWL dla podciagéw takich sum pojawil Ei\e_pro—
blem techniczny (szczegblowo opisany w rozdziale 9.4 str. 246-247 [11]). Techni-
ki dowodzenia polegaja na przedstawieniu kazdego X, jako kombinacji liniowej
Sk, k < n,, wywnioskowaniu o prawie pewnej zbieznosci X,,/|n| i zastosowaniu
Lematu Borela-Cantelliego. Jednak w tej liniowej kombinacji, w przypadku nie-
regularnego brzegu V moze nam zabrakna¢ dos¢ duzo sum Si,k < n,k ¢ V.
W pierwszym rozdziale pracy podajemy nowe (nie wystepujace w literaturze)
czeéciowe rozwiazanie tego problemu, poprzez wygladzenie z gory i z dotu brzegu
V' i szacowanie réznic w MPWL pomiedzy tymi poziomami.



Losowo indeksowane sumy, czy tez sumy dla nielosowych podciagéw by-
ly rozwazane w literaturze, jednakze nie rozwazano dotychczas MPWL dla
sum losowo wybranych skladnikéw. Niech {A,,n > 1} bedzie ciagiem do-
wolnie zaleznych, prawie pewnie skonczonych, zbioréw losowych w N. Niech
{Xn,n > 1} bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych niezaleznych od
{A,,n > 1}. MPWL dla sum losowo wybranych sktadnikéw polega na badaniu

granic {S(b’i"), V(A”)., Z(bi”),n > 1} gdzie

S(4) = > Xi-E) X,

i€EA i€EA
V(4) = > Xi—-) EX,
€A €A
Z(A) = Y EX;-E) X
i€EA i€EA

Wiyniki tego typu uzyskujemy w rozdziale drugim pracy, wykorzystujac techniki
oparte o nieréwno$é¢ Héjeka-Rényiego a opisane w [3].

W trzecim rozdziale pracy dowodzimy MPWL dla pola losowego {X,,n €
N9} zmiennych losowych dowolnie zaleznych, ale o tym samym rozkladzie. Réw-
niez tutaj sumowanie przebiega po polu zbioréw losowych {A,,n € N}, te-
raz jednak bedacych mierzalnymi odwzorowaniami przestrzeni probabilistycz-
nej (Q, A, P) w (N4, QNd), podobnie jak w poprzednim rozdziale, prawie pewnie
skonczonymi. Otrzymane wyniki uogélniaja wyniki Rosalsky’ego i Stoici [13],
ktérzy rozwazali ten problem dla ciagéw zmiennych losowych i nielosowych sum.

Jednym z rodzajéw MPWL jest Prawie Pewne Centralne Twierdzenie Gra-
niczne (PPCTG), tutaj sumujemy odpowiednio znormowane indykatory zalez-
nych zdarzen. Szczegbtowa historia PPCTG mozna znalezé, na przyktad, w mo-
nografii [10], podczas gdy gléwne techniki dowodéw sa rozwiniete w [1] i [2].
W rozdziale czwartym, podobnie jak w poprzednim, rozwazamy sumy po zbio-

S(Z:‘;_k_) < z] dla

rach podzbioréw N¢,d > 1, czyli badamy sumy D>, dil]
pewnych pol liczb {dy,bn,n € N}, Dy, =37, dp.

Ostatni rozdzial pracy po$wiecony jest szybkosci zbiezno$ci w MPWL, a wiec
Twierdzeniu typu Bauma-Katza dla losowego (nierozwazane dotad w literatu-
rze) d-wymiarowego procesu §rednich ruchomych. Wynik ten uogélnia gléw-
ne Twierdzenie Sunga [14], ktéry rozwazal nielosowy proces sredniej ruchomej
w jednowymiarowej przestrzeni.

Wiyniki pierwszego rozdziatu sa opublikowane w [5], drugiego rozdziatu sa
przyjete do druku w [8], trzeciego rozdziatu znajduja sie w recenzji w czasopismie
Periodica Mathematica Hungarica [7] i cze$ciowo zostaly przyjete do druku w [8],
wyniki czwarego rozdzialu zostaly przyjete do druku w [6] natomiast wyniki
piatego rozdzialu ukazaly sie w [4].
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