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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Stawomira Borzdynskiego

Pan mgr Stawomir Borzdynski przedstawit rozprawe doktorska pod tytutlem

Twierdzenia o punktach statych dla pétgrup odwzorowarni nieliniowych wzgledem
stabych topologii

Praca sktada si¢ z pigciu rozdzialéw. Dwa pierwsze majq charakter wstepny i
dotycza omo6wienia przedstawionych wynikéw (Rozdzial 1) oraz podstawowych
wlasnoSci pétgrup odwzorowan zwiazanych z przemiennoscia (Rozdziat II). Ko-
lejne dwa rozdzialy zawieraja gtéwne wyniki mgra Borzdynskiego. Ostatni, piaty
rozdzial zostal po§wigcony oméwieniu przedstawionych we wczes$niejszych roz-
dziatach wynikéw w $wietle czgSciowej weryfikacji prawdziwosci hipotezy Lau
postawionej w pracy [A. Lau i Y. Zhang, Fixed point properties for semigroups of
nonlinear mappings and amenability, Journal of Functional Analysis 263 (2012)
2949-2977] (por. takze [A. Lau i W. Takahashi, Invariant means and fixed point
properties for non-expansive representations of topological semigroups, Topologi-
cal Methods in Nonlinear Analysis 5 (1995) 39-57]) i dotyczacej rownowaznosci
lewostronnej SredniowalnoSci pétgrupy i istnienia punktéw statych dla kazdej re-
prezentacji tej potgrupy.

W dalszej czgSci zostang oméwione najistotniejsze wyniki rozdziatéow trze-
ciego i czwartego. W trzecim rozdziale Autor skupia si¢ na rodzinie odwzoro-
wan nieoddalajacych okreslonych na ograniczonym (i ewentualnie wypuktym)
podzbiorze przestrzeni Banacha. W szczegdlnosci Autor dowodzi, ze rodzina S
wszystkich regularnie nieoddalajacych odwzorowan jest uniwersalnie jednostaj-
nie regularnie nieoddalajaca, czyli

limsupsup | T"z — T""'z|| = 0.
n TeS xeC



Idea dowodu zaczerpnigta zostata z pracy [K. Goebel i W. Kirk, Iteration pro-
cesses for nonexpansive mappings, in: Topological Methods in Nonlinear Func-
tional Analysis, 1983]. Stad tez mozna wywnioskowac, kiedy rodziny odwzoro-
wan okreslonych na ograniczonych i wypuktych podzbiorach przestrzeni Banacha
maja wspOlny punkt staty (patrz twierdzenie 3.4.8).

Najdtuzszy, bo liczacy trzydzieSci stron, jest rozdzial czwarty poSwigcony
istnieniu idempotentéw 1 retrakcji (ciagtych idempotentéw) na zbiér wspdlnych
punktéw statych dla rodzin i pétgrup odwzorowan. W podrozdziale 4.2 Autor
rozwaza rodziny i generowane przez nie potgrupy odwzorowan aficznicznych.
W szczegblnosci w twierdzeniu 4.2.10 i podobnie we wniosku 4.2.11 dowodzi,
ze jezeli C' jest zwartym (odpowiednio stabo-zwartym) i wypuklym podzbiorem
przestrzeni unormowanej (odpowiednio przestrzeni Banacha), to dla dowolnej ro-
dziny S odwzorowati afinicznych z C' w C' istnieje idempotent R: C' — Fix S.
Warto w tym miejscu podkreslié, ze druga czg$¢ twierdzenia dotyczaca istnienia
retraktu oparta jest na falszywym lemacie 4.2.7. Mianowicie w dowolnej prze-
strzeni topologiczno-liniowej réwnociagla rodzina odwzorowan (nawet afinicz-
nych) niekoniecznie generuje réwnociagta podgrupe tychze odwzorowan (poréw-
naj lemat 4.2.7 oraz wniosek 4.5 w pracy [S. Borzdynski i1 A. Wisnicki, Appli-
cations of uniform asymptotic regularity to fixed point theorems, Journal of the
Fixed Point Theory and Applications, 18 (2016) 855-866]). Ponadto we wniosku
4.2.11 Autor rozwazajac rodzing S opiera si¢ na lematach dowiedzionych wcze-
$niej dla szczegbdlnego przypadku rodzin zamknigtych na sktadanie, czyli de facto
bedacych potgrupami. Zauwazmy jednak, ze zardwno teza twierdzenia jak 1 wnio-
sku pozostaja stuszne, jezeli zalozy¢ a priori, zZe rodzina S ma strukturg pétgrupy
(jak na przyktad w pracy [V. Phong, Nonlinear almost periodic actions of semin-
groups, in: Functional Analysis, 1994]).

Podrozdziat 4.3 poSwigcony jest rozszerzaniu wtasnosci skoniczonych retrak-
cji na przypadek nieskonczony, oczywiscie przy zatozeniu silnej badz stabej zwar-
toSci zbioru. Zaprezentowany sposob postepowania pozwala na dowodzenie twier-
dzen dla wielu r6znych zalozen dotyczacych rodziny przeksztalcen S jak na przy-
ktad nieoddalania (patrz twierdzenie 4.3.8) czy regularnego nieoddalania (patrz
twierdzenie 4.3.9) czy afiniczno$ci (patrz twierdzenie 4.3.7).

Podrozdziat 4.4 dotyczy istnienia nieoddalajacego retraktu R: C' — Fix S,
gdzie C' jest ograniczonym wypuklym i zwartym (w pewnej stabej topologii 7)
podzbiorem przestrzeni Banacha, w ktérej norma jest 7-pétciagta z dotu, a S jest
komutujaca rodzing 7-ciagtych nieoddalajacych odwzorowan na C' (patrz twier-
dzenie 4.4.10). Wynik ten pochodzi z samodzielnej pracy mgra Borzdynskiego,
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co pozwala przypuszczaé, ze jest jego autorstwa. Rozumowanie oparte jest na
nietrywialnym dowodzie, ze taki retrakt istnieje dla dowolnej skoficzonej rodziny
odwzorowan. Dalsze rozumowanie jest juz takie samo jak w podrozdziale 4.3.
Weczesniej twierdzenie tego typu dla *-stabej topologii w przestrzeni dualnej po-
jawito si¢ w pracy [S. Borzdynski i A. Wisnicki, A common fixed point theorem
for a commuting family of weak* continuous nonexpansive mappings, Studia Ma-
thematica 225 (2014) 173-181].

Kroétki podrozdziat 4.5 poSwigcono mozliwym uogdlnieniom twierdzen z po-
przednich podrozdziatéw, w szczegdlnoSci ostabieniu zatozenia o przemiennosci
potgrupy S (patrz na przyktad twierdzenie 4.5.5).

Recenzent z przykroscia odnotowal, ze oceniana rozprawa zawiera kilkanascie
omytek, nie tylko drukarskich, ktorych listg zamieszczono ponize;j.

811 zamiast ¢ € F f powinno by¢ e € F;

307 zamiast (’;) powinno by¢ (";1);

34, zbidr funkcji dziatajacych z S w C* nie jest przestrzenia liniowa, przestrze-
nig taka jest zbior funkcji z S w E*, natomiast C* jest wypuktym podzbio-
rem £, zatem omawiany zbior funkcji jest wypukty;

367 zamiast lemat 3.2.2 powinno by¢ twierdzenie 3.2.2;

449 zamiast R: C — S powinno byé R: C — FixzS, tutaj S C C¢ i R nie
moze by¢ idempotentem;

5816 zamiast Tx = 7 — lim, x powinno byé¢ Tz = 7 — lim,, T,x;

595 nieréwnos¢ || Ty — Tenz|| < Ally — z|| daje juz wspomniana kontrakcje,
natomiast nieréwnos¢ || T}, n, — T2 2|| < ||y — z|| daje tylko odwzorowanie
kontrakcyjne;

607 fraza wykorzystujqc T—ciqgtos¢ T i T—dolnq pétciqgtos¢ powinna by¢ uzu-
pelniona o wyraz normy;

61! z réwnosci TR, 1& = R,z nie mozemy wnioskowaé, ze Ty, .0 = x,
powinno by¢ (tak jak w dowodzie twierdzenia 2.15 pracy [S. Borzdynski,
Common fixed point theorems for nonexpansive mappings using the lower
semicontinuity property, Colloquium Mathematicum 154 (2018) 157-165])

x e FixT, 1R, =T\, .0 = ;
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ponadto strong wcze$niej to samo odwzorowanie byto oznaczone przez 7, )

m

61; zamiast z twierdzenia 4.4.9 powinno by¢ z lematu 4.4.9;

amnte (L1 00

t+ A=A

652 we wzorze na 3 powinno byé 3 = —
e X ey

655 powinno by¢ jak w twierdzeniu 4.3.9 badz ewentualnie jak przy twierdzeniu
4.3.9.

76% w nocie bibliografii brakuje tytutu pracy;
77" w nocie bibliografii brakuje roku wydania.

W calej pracy na krytyke zastuguje interpunkcja — catkowicie nieodpowia-
dajaca zasadom jezyka polskiego, autor wielokrotnie nie poprzedza przecinkiem
wyrazow kiory, ktdra, w ktdrych. . ., natomiast czgsto poprzedza przecinkiem sp6j-
nik oraz.

Na zakoniczenie jeszcze jedna uwaga krytyczna: w duzej mierze omawiana
rozprawa zawiera wyniki, ktére zostaty opublikowane w trzech artykulach, kté-
rych Pan Borzdyriski jest wsp6tautorem badZ autorem (ostatnia praca) i ktore zo-
staty opublikowane w cenionych czasopismach migdzynarodowych: Studia Ma-
thematica, Journal of Foxed Point Theory and Applications oraz Colloquium Ma-
thematicum. Z racji, ze wspétautorem dwéch sposréd nadmienionych prac jest
promotor tej rozprawy, recenzentowi brakuje istotnej informacji dotyczacych wktadu
wlasnego doktoranta.

Konkluzja

Pomimo licznych niedociagnig¢ giéwnie jezykowych, prace mgr Borzdyn-
skiego oceniam wysoko, Autor zajmuje si¢ niebanalnymi problemami i otrzy-
mat bardzo duzg liczbe interesujacych wynikéw. Stad tez wnosze o dopuszczenie
mgra Stawomira Borzdyriskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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6214 zhiorem punktéw statych odwzorowania jest oczywiscie {(1,0,0,...), (0,0, 0,.




