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Recenzja rozprawy doktorskie]

Katarzyny Broniszewskiej
,Indeksy topologiczne w teorii grafow”

1. Tematyka

Problematyka pracy zwiazana jest z tzw. chemiczna teorig grafow. W dzie-
dzinie tej indeks topologiczny jest rodzajem deskryptora molekularnego ol-
liczanego na podstawie grafu molekularnego modelujacego zwigzek chemicz-
ny. Wskazniki topologiczne sg z jednej strony parametrami liczbowymi gra-
fu, ktére charakteryzuja jego topologie i zazwyczaj sa jego niezmiennikami,
z drugiej za$ strony sa stosowane w badaniu ilosciowych zaleznodci struktura-
aktywnosé, w ktérych aktywnosé biologiczna lub inne wladciwoscl czasteczek
sa skorelowane z ich strukturg chemiczna. Czasteczki chemiczne modelowatl
grafami juz Cayley. To on zauwazy! ich drzewiasta strukture i zwigzki z pew-
nymi wlaéciwoéciami chemicznymi i fizycznymi. W 1947 r. H. Wiener zapro-
ponowal liczenie sumy wszystkich odlegtosci w grafie modelujacym molcku-
larng strukture. Opisat on zwiazek tej liczby z temperatura wrzenia odpo-
wiedniego zwiazku chemicznego.

Tematyka rozprawy dotyka trzech indeksow topologicznych, ktére sa mo-
dyfikacjami indeksu Wienera. W pierwszym przypadku badany jest uogol-
‘niony biegunowy indeks Wienera Wy (G) grafu G, czyli liczba nieuporzadko-
wanych par wierzchotkéw w odlegtodci k. W drugim przypadku rozwazanc sq
juz bardziej czute indeksy, w ktére ingeruje odchylenie (acentrycznos$é) wierz-
chotka £(v) (czyli najwigksza odlegto$¢ od v). suma wszystkich odlegtosci od
tego wierzchotka D(v) oraz liczba jego wszystkich wierzchotkéw sasiednich



deg(v). Mianowicie rozwazany jest indeks AEDS, jako suma
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oraz indeks EDS jako suma

> e(w)D(w).
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Zdefiniowawszy nowy indeks, pytamy zwykle o wartosci tego indeksu dla
drzew albo innych, podobnych struktur. W tym kontekscie ciekawym kie-
runkiem wydaje si¢ badanie wartosci indeksow topologicznych dla t-drzew
czy kaktuséw. Badania teoretyczne rozwijaja sie ostatnio réwniez z duzq in-
tensywnoscia dla innych klas graféw, takich jak grafy kubiczne, grafy wierz-
chotkowo przechodnie, grafy bez trojkatéw, czy grafy bez cykli. Dowodzi
sie nieréwnoéci typu Nordhausa-Gadduma, czy ogélnych ograniczen dolnvch
i gornych dla poszczegdlnych indekséw. Kazdego roku w czolowych czasopi-
smach matematyki dyskretne]j ukazuje si¢ kilka prac z najnowszymi wynikami
dotyczacymi omawianych indeksow.

Tematyke rozprawy jest zatem wazna, aktualna, ciggle rozwijana i moze
stanowié dobra motywacje do oryginalnych badal.

2. Wyniki

Omoéwienie zawartosci pracy pani Katarzyny Broniszewskiej musze zaczal
od pierwszego rozdziatu, ktéry — jak twierdzi Doktorantka — ,zawiera pod-
stawowe definicje wykorzystywane w pracy”. Otz niestety zdecydowanie nic
wszystkie, brakuje definicji krawedzi przyleglych, podgrafu, drzewa i wiclu
innych (warto moze byloby powola¢ si¢ na jaki$ podrecznik, gdzie czytelnik
moéglby znalezé te pominiete, choc lepiej, zeby znalazly sie wszystkie po-
trzebne w rozprawie). Ponadto definicje powinny byé¢ postawione precyzyjnie
i niesprzecznie. A tu graf ma z definicji jeden zbiér wierzcholkdw, tymezasem
graf dwudzielny ma w def.1.1.10 dwa zbiory wierzchotkéw. W innym micjscu
przy definicji ztaczenia dwoch graféw pada ogblnikowe stwierdzenie ..przy
zachowaniu wewnetrznej budowy” ...



Jednak co wazniejsze, niektére z tych definicji, ktore sie pojawiajq. sq
wprowadzone w niestandardowy sposéb, jak definicja $ciezki czy cyklu. Teo-
retycznie matematyk moze pod danym pojeciem zdefiniowaé co chce, byvieby
potem konsekwentnie uzywal tego w budowanej teorii. Pani Broniszewska
jednak powoluje sie w dalszej czesci rozprawy na prace, w ktoérych autorzy
postuguja sie standardows definicja Sciezki, cyklu, czy kaktusa (por. str. 13).
Co wiecej, twierdzenia, ktorych wspétautorem jest pani Broniszewska, bywa-
ja nieprawdziwe lub trywialne z tak przyjetymi definicjami jak w rozdziale
pierwszym.

W dalszej czesci recenzji omowie wigc wyniki Doktorantki, przyjmujac
definicje ogdlnie znane (np. R. Diestel, Graph Theory, Springer-Verlag, 2010)
i zgodne ze stosowanymi w cytowanych w rozprawie pracach innych autorow.

W rozdziale drugim w przypadku uogélnionego biegunowego indeksu Wie-
nera W (G) Autorka rozwaza klase grafow zwanych t-drzewami, jednak tvlko
dla ¢t = 2 i z pominieciem zbadania przypadku £ = 21 k = 3. Twierdzenic
2.4.10 dotyczy istnienia 2-drzewa z ,ekstremalng”, tzn. maksymalng?, warto-
4cia uogdlnionego biegunowego indeksu Wienera W,(G) dla dowolnego parzy-
stego k > 4. Jest to jedyne twierdzenie wspotautorstwa Doktorantki w tym
rozdziale. Dowdd jest konstrukeyjny, jednak jego przedstawienie przypomi-
na notatki z roboczego spotkania. Przed sformutowaniem twierdzenia 2.4.10,
przez kolejne trzy strony prezentowane sg przerézne przeliczenia w réznych
przypadkach. Brakuje jednak komentarzy i oddzielenia przypadkow. Jest to
tym bardziej wazne, ze wyprowadzone sg pewne zaleznoéei, ktore wydaja sie
byé istotna czescia dowodu. Samo sformutowanie twierdzenia 2.4.10. pozo-
stawia wiele do Zyczenia — nie stanowi ono catosci, poniewaz nie 53 okreélone
parametry p_, p, ani funkcja g(k) (moze niepotrzebnie sa w ogdle wspomina-
ne). To co nastepuje po sformutowaniu twierdzenia, trudno nazwaé¢ dowodem.
raz z przyczyn wspomnianych powyzej (gdy istotna, zdaje sie, czes¢ dowo-
du zostala wylaczona przed twierdzenie), a po wtére — jedyne rozumowanie
dowodowe jest sformutowane stosunkowo luzno, bez niezbednej w pracach
matematycznych precyzji. Np. pada stwierdzenie: ,poprzez rozwigzanie tych
nieréwnosci (czysto analitycznych — przyp. recenzenta) mozemy skonstruowac
dwudrzewo” . Rozwiazaniem nieréwnoéci moze by¢ przedzial, a nie graf. ..

Poczatkowe 12 stron rozdziatu drugiego to obszerne wprowadzenie w ba-
dania dotyczace indeksu Wienera i jego réznorakich modyfikacji. Dobor tyeh
wynikéw troche dziwi i momentami wydaje si¢ chaotyczny — niektére twier-
dzenia powtarzaja sie (szczegdly wskazuje w rozdziale 3), a nic nie wiemy
o najnowszych osiagnieciach tak, jakby badania w tej dziedzinie skonczyly
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sie w roku 2011 i jedynie w ostatnich latach pojawit si¢ uogdlniony indeks
Wienera. Tymeczasem jak juz wspomniatam w rozdziale 1, dziedzina tzw.
chemicznej teorii graféw bardzo dynamicznie rozwija sie w wielu kierunkach.

W rozdziale trzecim Autorka rozwaza dwa indeksy AEDS i EDS. Dla
pierwszego z nich Doktorantka jest wspotautorka ograniczen dolnych i gor-
nych, ktére poprawiaja wyniki Hua i Yu, wnikajac bardziej w strukture grafu
i istotnie wykorzystujac liczbe wierzchotkéw o acentrycznosci 2 oraz maksy-
malny i minimalny stopienn wierzchotkow z wigksza acentrycznoscig (twicr-
dzenia 3.1.4, 3.1.513.1.6.). Ich dowody sa stosunkowo prostym zastosowanicim
definicji i oznaczen, oraz wynikiem prostych rachunkowych przeksztatcen.
Zaskakuje jednoczeénie formutowanie banalnych, niemal natychmiastowych
wnioskéw z tych twierdzeh w formie lematéw (por. lemat 3.1.1. — 3.1.5.).
Mimo to Autorka sili sie na prowadzenie ,dowodéw”.

Przez kolejne pigé stron poznajemy znane z literatury doktadne wartosci
(i ich szacowania) indeksu AEDS wzgledem innych parametréw grafowych.
Jednak w tym kierunku Doktorantka nie prowadzi badan. Za to w nastep-
nym podrozdziale przedstawia specyficzng konstrukeje dla bardzo szczegdlne]
klasy graféw. Brakuje tu ewidentnie motywacji rozwazania tak wyjatkowyvch
graféw, zwanych polaczeniem H i gwiazdy, i ich indeksu AEDS. Ewentualne
zastosowania chemiczne mogtyby thumaczy¢ tak nietypowe badania. Nie wic-
my, czy pozadane s duze, czy mate wartosci badanego indeksu. W tym kon-
tekécie twierdzenie 3.1.15, pokazujace malejaca tendencje wartosci indeksu
AEDS w przypadku tej specyficznej transformacji sciggania krawedzi w bar-
dzo waskiej klasie graféw, nie wydaje sie ciekawym wynikiem. Podobnic jak
w przypadku twierdzenia 2.4.10, pierwsza czgs¢ dowodu zostata wyizolowa-
na wezesniej bez jakiegokolwiek komentarza. Caly dowdd jest konsekwencja
prowadzonych prostych przeksztalcen i rachunkéw.

W podrozdziale 3.2 omawiany jest indeks EDS. Autorka zgrabnie przy-
toczyla znane wyniki dla drzew, graféw unicyklicznych i graféw powstalvch
2z S-transformacji. Nastepnie powtarzajac metody dowodu Hua, Xu i Wena,
prezentuje swéj wspolautorski wynik dla delikatnie uogblnionych kaktusow
(twierdzenie 3.2.9). Lemat 3.2.2 jest natychmiastowym wnioskiem niewvma-
gajacym formutowania. Natomiast twierdzenie 3.2.10 okreslaé ma dolne ogra-
niczenie indeksu EDS dla klasy graféw doéé specyficznie wezesniej zdefinio-
wanych. Jednak z drugiej czeéci twierdzenia i z dowodu wynika, Ze nie jest
to dolne ograniczenie a wartos¢ doktadna.



Podsumowanie

Wszystkie opublikowane prace Doktorantki sa wspoétautorskie (poz. 5-3
w spisie literatury). Prezentowane wyniki nie nalezg niestety do wybitnych
osiagnie¢ w poruszanej tematyce. Doktorantka nie cytuje prawie w ogole
biezacych wynikéw z  ostatnich lat (jak pisalam w rozdziale pierwszyi.
w kazdym z poruszanych tematow pojawia sie rokrocznie kilka artykulow
w najlepszych czasopismach matematycznych), ani tez osiggniete wyniki nic
wpisuja sie w biezace badania w tym temacie. Wspomniane rezultaty odbic-
gaja znacznie ogdlnoscig rozwazan i metodami stosowanymi w tej dziedzinic.

Praca sprawia wrazenie spisanej pospiesziie, czasem bardziej skrotowo
niz w opublikowanych artykutach (np. na rys. 2.5. brakuje podpisow gra-
féw). Ewidentnie brakuje komentarzy wiazacych kolejno prezentowane twier-
dzenia, lematy, konstrukcje i zasadnoéé ich kolejnoéci, czy wrecz potrzebg
ich podawania. Brak narracji powoduje podejrzenia, ze Doktorantka nie wic.
jak wyglada formalnie poprawnie przeprowadzony dowdd - sposréd picciu
gléwnych twierdzen wspolautorstwa pani Broniszewskiej zaden dowod nie
jest przedstawiony z precyzyjna doktadnoscig dedukeji od zatozen do tezy.
czego oczekuje sie od dowodu matematycznego. Przed dowodem twierdzenia
9 410 oraz twierdzenia 3.1.15 znajduje sie rozwazanie mnostwa przypadkow,
nieopatrzonych zresztg zadnym komentarzem, ani nawet nowe watki nie sa
oddzielone akapitami, z ktérych potem nagle wynikaja podobno tezy odpo-
wiednich twierdzen.

7 jednej strony praca zawiera zbyt diugie wtrety historyczne, z ktorych
nie korzysta sie w dalszych rozwazaniach, ani nie uogblnia ich. Nie majg onc
bowiem zwiazku z wynikami Doktorantki, a z drugie]j strony ewidentnie bra-
kuje narracji i przemyslanych przykladéw potwierdzajacych orientacje Dok-
torantlki w temacie badawczym i $wiadomego prowadzenia pracy naukowej.

Na podstawie ocenianej pracy nie moge stwierdzi¢, ze Doktorantka wy-
kazuje ogdlng wiedze teoretyczng z teorii graféw. Zaktadam, ze ja posiada.

-ale nie umiala jej jasno zapisa¢. Wydaje si¢ jednak, ze kandydat do stopnia
naukowego z matematyki powinien umieé precyzyjnie i jedoznacznie zdefinio-
waé pojecia oraz prezentowac forme dowoddw, ktéra potwierdzataby, ze umie
przeprowadzié poprawne i spdjne wnioskowanie przyczynowo-skutkowe.

W zwigzku z tym musze¢ wnioskowaé o poprawg pracy.

(@i



3. Szczegbélowe uwagi techniczne i jezykowe

e W zadnym miejscu nie sg badane obiekty nieprzeliczalne. Zatem za
kazdym razem zamiast ,ilos¢” powinno byé Jliczba” (wierzchotkow.
krawedzi, grup, przykiadéw itd.).

e Dobrym zwyczajem jest nie zaczynac zdania od symbolu (por. definicja
1.1.1)

e Sporo jest bledéw interpunkeyjnych — jezyk polski wymaga przecinkow
w wielu miejscach, w ktérych nie zostaly uzyte (poczawszy od stresz-
czenia).

e Nie brakuje tez literéwek (poczawszy od streszczenia).

o Miejscami szwankuje styl, np. ,wyksztatca sie klasa indekséw” (str. 4).
_rozszerzen do indeksu Wienera” (str. 12), powtorzenia (str. 13).

e Osobna numeracja definicji, osobna twierdzen i osobna lematow bardzo
utrudnia znajdowanie szukanych wynikow.

o We wstepie, podobnie jak w dalszej czgsci pracy, brakuje informacji co
jest gtéwnym wynikiem poszczegdlnych rozdzialéw i ktoére wyniki sa
dzietem Doktorantki. W rozdziale drugim, jak i w trzecim, motywacja
i wyniki historyczne nie sa oddzielone od rozwazan Autorki narracja
(str. 22, 32), co bardzo utrudnia czytanie. Nie wiemy tez, czemu akurat
taki jest zaproponowany dobér wynikéw historycznych, w szczegblnosci

z pominieciem tych najnowszych.

e Przy niektérych definicjach, tak kluczowych jak definicje 2.4.2. 1 3.1.1..
brakuje nazwisk autoréw i roku wprowadzenia. To samo dotyczy wszyst-
kich twierdzen i lematéw, ktére sa co najwyzej opatrzone numercm
z bibliografii.

e Niewygodna prezentacja definicji podstawowych. Lepiej przedstawia si¢
definicje w jednolitym tekécie wytiuszczajac stowa definiowane.

e Nie znajduje uzasadnienia stosowania anglicyzméw (komponent. graf
separowalny, tranzytywny, produkt graféw...). W jezyku polskim ma-
my odpowiedniki tych poje¢ i dobrze byloby, zeby kandydat na doktora



nauk matematycznych je znal. Dla przykladu: kolorowanie (nie poko-
lorowanie) nazywamy wlasciwym, a nie legalnym czy dozwolonym. Nie
ma tez potrzeby thumaczenia na angielski polskich nazw skoro praca
jest pisana po polsku — wystarczy je porzadnie zdefiniowac.

N

Czytelnogé rysunkéw: brakuje litery G w petli na rys. 2.1. 1 2.2. (be
tego wydaje sig, ze w wierzchotku w mamy petle albo cykl); brakuje
nazw graféw na rys. 2.9.

Niedopuszczalna jest redakcja twierdzen, w ktérych znaczng czesc zaj-
muja definicje (por. 2.3.1., 2.3.2., 3.1.1).

Rysunki 2.2. 1 3.7 przedstawiajg ten sam graf co rysunek 2.1. Autorka
jednak w tekdcie niestusznie zauwaza miedzy nimi roznice.

Twierdzenie 2.4.1.12.4.2. to ten sam wynik, podobnie twierdzenia 2..1.3.
i 2.4.4. - nalezaloby ujednolici¢ oznaczenia.

Rodzina T,, . jest definiowana dwukrotnie na str. 17 i 18.

Przez dodanie krawedzi do drzewa powstaje graf unicykliczny, a nic
drzewo (por. lemat 2.4.2.)

W lemacie 2.4.2. 2 jest wierzchotkiem, wiec nie mozna pisac @ € T, edv
T jest grafem.

Konstrukeja drzewa T'(r,t) na str. 19 jest nieprecyzyjna.

Diugo$é najkrétszego cyklu w grafie to talia. Obwod to diugosé naj-
dluzszego cyklu w grafie — definicja 2.4.1.

Interpunkcja matematyczna w definicji Wi.(G) na str. 21 jest niepo-
prawna.

W omawianiu Wa(T) na str. 21 blednie wystepuje oznaczenie G w in-
deksie zagrzebskim (a nie indeksie Zagreb).

Wartosé Ws(T') otrzymana na str. 22 jest natychmiastowym wnioskiem
z tw. 2.4.6. Wystarczylby tylko komentarz.

Nastepny komentarz (przed wprowadzeniem uogélnienia indeksu za-
grzebskiego) jest oczywisty | prawdziwy dla wszystkich graféw, nie tvl-
ko dla drzew.



Sformutowanie ,wartoé¢ indeksu moze si¢ zmieniaé w gére albo w dol”
(str. 23) mozna stosowaé w notatkach jedynie. Kilka wierszy wczesnie]
napisano, ze rozpatrywany indeks moze si¢ jedynie zwigkszal w cza-
sie proponowanej transformacji, co jest nieprawda - por. przyktad na
rysunku 2.5.

Przyjmujac oznaczenia ze stron 23-24 1 rozwazajac lewy graf w $rodlko-
wym rzedzie z rys. 2.5, mamy p =3, k=4, n =121 nieré6wnosé (2.6)
ani poprzedzajace je réwnanie sa prawdziwe...

Nagle od strony 25 Autorka rozwaza wartoécl ,ekstremalne” (maksy-
malne, minimalne?). W celu ich wyznaczenia rézniczkuje funkcje /[
bada miejsca zerowe pochodnej, ale nie analizuje brzegu dziedziny.

Oznaczenia parametréw majace wigcej niz jedna litere nie piszemy leur-
sywa, np. max, deg, a nie max, deg (por. str.33).

Str. 35: z Twierdzenia 3.1.4. — z twierdzenia 3.1.4.; analogicznic na
str. 53.

Str. 35: 6-tej — szostej.

Sformutowanie warunku jako ,poza” w definicji 7 na str. 44 jest nie-
eleganckie i niedopuszczalne.

Podajac dwie alternatywne defnicje, jak np. w definicji 3.2.1., nalezy
pokazaé ich réwnowaznos¢.

W twierdzeniu 3.2.8 definiowany jest graf (zamiast przed twierdzeniem)
tak nieprecyzyjnie, ze nie wiadomo jak on wyglada. Co ma znaczyé
dolgczenie niezaleznych krawedzi wzdiuz wierzchotkow” ?

Przypadek 2. w dowodzie tw. 3.2.10: korzysta si¢ z lematu 3.2.1. bez
sprawdzenia zalozen. Po czym wykonuje sig obliczenia niczym nicuza-
sadnione i wnioskuje, ze to konczy dowdd. Wypadatoby prezentowac
taka forme dowodéw, ktéra nie budzitaby watpliwosci, czy Doktorant-
ka umie przeprowadzié poprawne, precyzyjne i spojne wnioskowanie
przyczynowo-skutkowe.

Dwa ostatnie zdania na str. 58: Jak indeks moze porzadkowac klase
grafow?



e W zakoficzeniu warto bytoby oméwié problemy otwarte, dalsze kierunki
bada, albo chociaz podaé konkrety (nie ,pewne rezultaty dla pewnych
innych klas graféw”), czy postawiony cel pracy zostal osiagniety iw jaki
sposbb.

e Spis literatury zawiera pozycje w réznych formatach.

4. Konkluzja

Podsumowujac, nie jestem w stanie dopuéci¢ pani mgr Katarzyny Broni-
szewskiej do dalszych etapéw przewodu doktorskiego. Uwazam, ze w przed-
stawionej mi do oceny formie praca nie spetnia ustawowych wymogow sta-
wianych rozprawom doktorskim. Oczekuje, ze rozprawa zostanie poprawiona
co najmniej pod wzgledem formalnym — zostana poprawnie i precyzyvjnie
sformutowane definicje i twierdzenia oraz jasno przedstawione rozumowania
pozwalajace $ledzié dowéd. Zdecydowanie oceng podni6siby choéby jeclen
istotny wynik wpisujacy sie¢ w nurt aktualnych badaf w poruszanej tematy-
ce.

Vd
Monika Piléniak

Krakéw, 3 czerwca 2019 r.



