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Recenzja poprawionej rozprawy doktorskiej mgr Katarzyny Broniszewskiej
ulndeksy topologiczne w teorii grufów"

Przedstawiona rozprawa doktorska dotyczy wybranych indeksów topologicznych w
grafach. W szczególności opisane zostaĘ dwa §py indeksów: indeksy topologiczne
wywodzące się z klasycznego indeksu Wienera (zmodyfikowany indeks Wienera, biegunowy
indeks Wienera, hiper-Wiener indeks) oraz indeksy zvl|Tanych z acentrycznością (AEDS
indeks i EDS indeks). Praca jest podzielona na trzy rozdziĄ w §m pierwszy rozdział to
wprowadzenie, które zawiera podstawowe definicje i oznaczenia. Na początku rozprawy

zanieszczone jest streszczenie w języku polskim i angielskim co jest zgodne z wymogami

stawianymi rozprawom doktorskim wg art. 13 Ustawy.
Na końcu zmięszczone jest podsumowanie, lista symboli i oznaczeń, spis rysunków

oraz licząca 99 pozycji bibliografta. Cała rozprawa liczy 94 strony. Układ rozprawy jest

właściwy a tytuł zgodny z jej treścią.

Zasadnicza częśc pracy jest zawarta w tozdziale drugim t w rozdziale trzecim. W
rozdziale drugim przedstawione zostĄ indeks Wienera i indeksy pochodzące od indeksu
Wienera. W podrozdziałach 2.I oraz 2.2 zamieszczonę są definicje tych indeksów (indeksu

Wienera grafu - będącego sumą odległości pomiędzy wierzchołkami w grafie - oraz definicje
indeksów typu Wienera: biegunowego indeksu Wienera, indeksu hyper-Wiener,
zmodyfikowanego indeksu Wienera v,ffaz z umiejscowieniem §ch pojęć w literaturze i
przedstawieniem problemów dotyczących tych indeksów, które są w literaturze rozwazane.

Nowe wyniki za-warte w pracy doktorskiej doĘczące indeksów typu Wienera są związane z
uogólnionym biegunowym indeksem Wienera. Głównym wynikiem rozdztału drugiego jest

opisanie ogólnego przypadku dla maksymalnych wartości uogólnionego biegunowego
indeksu Wienera dla dwudrzew zę specjalnymi zŃożeniami. Rezultaty zamieszczone w tym
podrozdziale pochodzą z publikacji [7], współautorstwa Pani mgr Katarzyny Broniszewskiej.
Taczęśó rozprawy doĘcząca dwudrzew zostŃaprzeredagowana i poprawiona w stosuŃu do
wersji poprzedniej.

Rozdziałtrzecijest najmocniejszą częściąrozprary i dotyczy indeksów zńązanychz
acentrycznością. Jeden z podrozdziałów poświęcony jest indeksowi AEDS ( z ang.adjacent

eccentric distanse sum index). Indeks ten wprowadzili Sadana i Madan w 2002 roku. W
przedstawionej rozprawie zostały podane własności tego indeksu oraz jego dolne i góme

oszacowania. Znanę są wyniki doĘczące oszacowania tego indeksu uzyskane w 2002 roku
pTzęz Hua i Yu wraz z charakteryzaąą grafów ekstremalnych. W przedłożonej rozprawie
podane zostało dolne i górne oszacowanie indeksu AEDS będące uogólnieniem wyniku Hua i
Yu (twierdzenie 3.I.4). Inne oszacowania indeksu AEDS zostały uzyskane przry

wykorzystaniu indeksu Wienera (twierdzenie 3.1.8) a w dalszej części tego podrozdzińu
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podane zostało jeszcze dokładniejsze oszacowanie (twierdzenie 3.1.11) i jest to nowy rezultat,
który nie był zamieszczony w poprzedniej wersji rczprary. Nie jest on jeszcze opublikowany
lecz umieszczony w manuskrypcie (t6]). Scharakteryzowule zostały również grafy
ekstremalne dla których osiągane są maksymalne wartości indeksu AEDS. W dalszej części
trzeciego rozdziŃu rozxvazane są oszacowania indeksu AEDS w zależności od rożnych
parametrów. W literatutze można znaleźó oszacowania indeksu AEDS w zalężtości od
znanych parametrów grafowych (na przyl<ład w zależności od: minimalnego stopnia
wierzchołka, spójności wierzchołkowej, spójności krawędziowej,Iiczby chromatycznej). W
rozprawie doktorskiej jest dokonany przegląd takich oszacowań. Wśród tych rezultatów
znajdujemy oszacowania indeksu AEDS podane ptzez Qu i Cao w 2015 roku w tym
oszacowanie z wykorzystaniem liczby chromatycznej grafu, (twierdzenie 3.I.I7). Oryginalny
dowód tego twierdzenia jest skomplikowany, natomiast w rozprawie doktorskiej znajdujemy
nowy elegancki dowód, co jest warte podkreślenia. W kolejnym podrozdziaIe rozwńana jest

specjalna klasa grafów będących zŁączeniem dowolnego spójnego grafu i gwiazdy.
Dokonując dla grafow z tej klasy szczególnej operacji (ściągania krawędzi) dokonane zostało
porównanie jaki ma to wpływ na wańość indeksu AEDS. Podrozdziałtenzavłieratakże nowy
rezaltat doĘczący wpbwu transformacji grafowych na wartość indeksu AEDS (twierdzenie

3.I.23), którego nie było w poprzedniej wersji rozprary.
Kolejny rozwazany indeks zvviązany z acentrycznościa to indeks EDS (z ang.

eccentric distance sum), któremu zostŃ poświęcony podrozdziaŁ 3.2. Indeks ten wprowadzili
w 2002 roku Gupta, Singh i Madana, W rozprawie podane zostńy dolne oszacowania tego

indeksu dla roznych klas grafów (twierdzenie 3.2.I0, twierdzenie 3.2.11), które uogólniają
wyniki Hua, Xu i Wen dla kaktusów z20I1 roku.

Tematyka rczprary doktorskiej jest interesująca i aktualna o czym świadczy
bibliografia obejmująca w zdecydowanej większości artykuły opublikowane stosuŃowo
niedawno. Wyniki zawartę w rozprawie są w znacznej części opublikowane. Pani mgr
Katarzyna Broniszewska jest współautorkątrzech artykułów, (pozycje [5], [7], [8]) z czego 2
ukazaĘ się w czasopiśmie Annales UMCE, sectio A a jeden w Proceedings of the Federated
Conference on Computer Science and Information Systems.

W poprawionej rozprawie zostŃy zamieszczone nowe, nieopublikowane jeszcze
wyniki. Praca została w wielu miejscach uzupełniona, poprawiona i dodatkowo wzbogacona

ry sunkam i, które uł atw taj ą zr o zumieni e omawiane g o zagadnienia.
Niniejsza praca w porównaniu do wersji pierwotnej jest lepiej zredagowana ale mimo

to po wersji poprawianej należałoby się spodziewać większej staranności. Nadal występuje
wiele niepoprawnych konstrukcji zdaniowych. Zniechęca do czytania z:właszcza rozdziń
pierwszy, w którym zamieszczone są podstawowe definicje, zalważalny jest brak
konsekwencji w kolejności przedstawianych definicji. Na przykład na początku strony 8 jest
definicja grafu spójnego a definicję spójnej składowej znajdujemy na końcu strony 9. Wiele z
tych definicji byłoby bardziĄ eleganckich gdyby zostńy zapisane przy uĘciu języka
matematyczflego (promień grafu, średnica grafu itd.). Niektóre pojęcia są ilustrowane
przyl<ładarni ale podpisy pod tymi rysuŃami nie zawsze są poprawne. Pod rysunkiem I.4
przedstawiającym cykl C_6 jest umieszczony podpis ,,Pruyl<ład cyklu C_6" zamtast cykl C_6.
Analogicznie pod rysunkiem 1.9. Kolorowanie wierzchołków grafu jest funkcją określoną na
zbiorze wierzchołków, można było uĘó właśnie takiego określenia i zapisaó definicję w



sPosób formalny. Definicja stopnia wierzchołka powinna byc zapisana przł uĘciu pojęcia
incYdencji. Pojęcie ściezki w grafie i ścieżki jako grafu nie jest roztóżnione. W pracy są
lĘwane dwa rożne symbole na oznaczęnie krawędzi, nie zostńo to poprawione w stosunku
do poprzedniej wersji pracy. Także w dalszej częścipracyjest wiele nieścisłości, np. na str.
17 rozwużając graf jednocykliczny autorka powołuje się na lemat 2.I lr, który jest dla drzew.
W poprzedniej wersji pracy był lemat także dla grafow jednocykli cznych został tu pominięty.
Zdanie,, Rozne typy transformacji mają rożme znaczenie praktyczne" jest niefortunne , naleĄ
unikać takich powtórzeń, inny przylład ze strony 19 ,,uprościć wygląd grafu''. W
sformułowaniach twierdzeń też występują niedociągnięcia np. str. 20 twierdzenie 2.3.2.brak
założeńa o grafie G. Takich niedociągnięć w pracy jest więcej.

Przedstawione powyżej uwagi krytyczne nie wpływaj ą znaaząco na moją pozytywną
ocenę Ptzedłożonej rozprawy doktorskiej. IJważam, żę Pani mgr Katarzyna Broniszewska
wykazała się znajomością temafu, literafury, technik dowodowych i narzędzi stosowanych w
teorii grafów. Niektóre dowody !\rymagały żmudnych rachuŃów i pomysłowości. Pani mgr
Katarąlna Broniszewska wykazała się umiejętnościami prowadzenia pracy naukowej i
wYkazuje się ogÓlną wiedzą teoretyczną w dyscyplinie matemaĘka co jest zgodne z
wymogami stawianymi rozprawom doktorskim wg art. 13 Ustawy. Zawarte wyniki w
rozprawie doktorskiej rozszerzają istniejącą wiedzę doĘczącą omawianych indeksów
topologicznych i wnoszą pewien wkład w teorię grafów.

W zvvtązku z powyższym podtrzymuje moje stanowisko i stwierdzam , że przedłożona
Ioz9rawa spełnia wymogi stawiane rozprawom doktorskim określone w art. 13 Ustawy i
wnoszę o doPuszczenie Pani mgr Katarzyny Broniszewskiej do dalszych etapów przewodu
doktorskiego
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