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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Moniki Krajewskiej
pt. Zagadnienia egzystencjalne dla nieskoriczonych uktadéw rownar
rézniczkowych w ciggowych przestrzeniach Banacha

Przedstawiona rozprawa doktorska mgr Moniki Krajewskiej dotyczy, ogol-
nie moéwige, twierdzent o istnieniu rozwigzan problemu Cauchy’ego w nieskori-
czenie wymiarowych przestrzeniach Banacha typu ciggowego, tzn. w przestrze-
niach ¢, ¢g, leo, i ich modyfikacjach w postaci przestrzeni ciggdéw temperowanych
cﬁ,cg,lfc. Liczy ona 76 stron, z czego cztery strony zajmuje Literatura, dwie
- spis tresci i trzy - Wstep. Oparta jest na wynikach opublikowanych w trzech
wspolautorskich pracach z promotorem, wykazanych pod numerami [7]-[9] w spi-
sie literatury.

Problem istnienia rozwigzan problemu Cauchy’ego pozostaje aktualny, gdy
badamy go w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru, gdzie znalez¢ nalezy ade-
kwatne warunki typu zwartosci na tzw. praws stron¢ réwnania. Jak stusznie
zauwaza Autorka, jednym ze sposobow opisania tego typu warunkéw jest zasto-
sowanie miar niezwartoéci. Dodajmy - wlasciwych miar niezwartosci, gdyz po wy-
abstrahowaniu najistotniejszych wlasnosci miary niezwartosci mamy mozliwos¢
zdefiniowania i uzycia takich miar, ktore dadza si¢ stosunkowo latwo ,policzy¢”
lub choéby zgraé¢ z wlasnosciami pola wektorowego. Wtadnie zastosowanie miar
niezwartoéci w przestrzeniach ciggowych w zagadnieniu istnienia rozwigzan jest
gtownym celem badawczym mgr Moniki Krajewskiej.

Rozprawa zawiera sze$¢ merytorycznych rozdzialéw, z czego pierwszy to kro-
ciutkie przedstawienie podstawowych poje¢ i oznaczei. W rozdziale drugim, w
podrozdziale 2.2, pojawiaja sie przestrzenie ciggéw temperowanych, ktére ode-
grajg kluczows role w dalszych rozwazaniach. Rozpatrywanie ciggow tempero-
wanych to tadny i uzyteczny zabieg pozwalajgcy na rozszerzenie klas badanych
probleméw. Pozostala czesé rozdziatu drugiego to pewne przypomnienia znanych
faktow z teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Sporo uwagi Autorka poswieca w rozdziale trzecim miarom niezwartosci, a
szczegodlnie definicji aksjomatycznej, aby nastepnie poda¢ przyktady uzytecznych
miar w przestrzeniach ciggowych (podrozdzialy 3.2 - 3.3), majacych zastosowanie
w technice pochodzacej od Darbo badania punktéw statych odwzorowan konden-
sujacych. Konstrukcja miar niezwartosci w przestrzeniach ciggéw temperowanych
(podrozdziat 3.3) jest w zasadzie natychmiastowa, gdy znamy miary w przestrze-
niach ¢, ¢g, los z powodu izometrii odpowiednich par przestrzeni. Cenne jest, ze
Autorka, nie spotkawszy w literaturze dowodu réwnowaznosci miary niezwartosci



Hausdorffa w przestrzeni c¢ i miary p. zdefiniowanej wzorem (3.5), zastepujacej
zbiezno$é ciggu przez jego fundamentalnosé, sama napisata pelny dowodd tego
faktu (zob. Tw. 3.9). Mowi to o matematycznej dojrzatodci i dbaniu o szczegoty
opracowania danego zagadnienia.

Rozdzial czwarty to przypomnienie pewnych znanych twierdzen egzystencjal-
nych otrzymywanych przy uzyciu miar niezwartosci. Istotna czg$¢ rozwazan za-
czyna sie w rozdziale pigtym, dlatego poswiece temu wigcej miejsca. Pojawiajg
sie tu trzy gléwne twierdzenia (5.1, 5.3 1 5.6) oraz twierdzenie 5.7, ktére moze
by¢ udowodnione analogicznie jak twierdzenie 5.6. Twierdzenie 5.1 odnosi si¢ do
problemu w przestrzeni ;. Autorka podaje pie¢ zatozen (i)-(v), wsrod ktérych, w
zatozeniu (ii), mowi, ze prawa strong réwnania jest funkcja f : I x R® = R, od-
wzorowujgca w sposob ciggly zbior I x Iy w l;. Pomijajac fakt, ze pewnie Autorka
miala na mysli R>® w przeciwdziedzinie, taka redakcja sugeruje, ze topologia jest
brana z przestrzeni R, a nie [;. Ale jesli tak, to o jaks topologie chodzi? Moim
zdaniem, od razu nalezaloby napisa¢, ze f : I x [ = .

W podrozdziale 5.2 mgr Krajewska bada zagadnienie w przestrzeni /o, i tym
razem prawa strona f réwnania jest juz okreslona poprawnie. Zauwazy¢ mozna,
ze 7z zalozenia (iii) wynika, iz f przeksztalca przestrzen I X l,, w podprzestrzen
co. Glowny wynik tego podrozdzialu to twierdzenie 5.3 z do$¢ dlugim, szczego-
towo przeprowadzonym, tadnym dowodem. Zalozenia sa dostosowane do tego,
by wykorzysta¢ ogolne twierdzenie 4.3, ale wyrazone sg w przystepny sposoéb i
wykorzystujg takie wlasnosci funkeji jak jednostajna zbiezno§é do zera na prze-
dziale, jednakowa cigglosé 1 wspdlna ograniczonosé. Twierdzenie 5.3 zilustrowane
jest dobrze dobranym przykladem 5.5.

Okazuje sie, ze pewne zalozenia twierdzenia 5.3 mozna nieco ostabi¢, o czym
pisze Autorka w podrozdziale 5.3, ale dla pewnych szczegdlnych ,prawych stron”
réwnania (z zanikajacym lub powiekszajacym si¢ zaburzeniem). I tu chciatbym
zwr6ci¢ uwage na niewlasciwie, wedlug mnie, zredagowane zatozenie (ii’):

Funkcja t — f(t, z) dzialajaca ze zbioru I x 1, jest jednostajnie ciagta
na I ze wzgledu na z nalezacy do dowolnej kuli B(zg, ) w przestrzeni

L

Czy chodzi o funkcje dzialajaca ze zbioru I?7 Czy zamiast ,ze wzgledu na”’ nie
powinno by¢ ,dla kazdego™ Ponadto w dowodzie twierdzenia chodzi zapewne o
jednostajng ciagtosé, a nie jednostajng zbieznosé funkcji f.

Moim zdaniem, najistotniejszy fragment rozprawy to rozdziat 6. Badane sg
tu rownania w przestrzeniach ciggéw temperowanych, a twierdzenia ilustrowane
sg przyktadami. Mam jednak tez kilka uwag krytycznych. Pierwsza uwaga do-
tyczy dwoch przyktadow 6.1-6.2 otwierajacych rozdzial i majgcych pokazac, ze
.nawet w prostych sytuacjach klasyczne przestrzenie ciggowe nie sg wystarczajace
do ulokowania naszych rozwazan” (cytat ze str.42). W pierwszym przyktadzie po
prostu warunek poczatkowy nie lezy w przestrzeni [, a w drugim pole wektorowe



wyprowadza stan poza przestrzen, wiec oczywiste jest, ze sformutowania proble-
moéw sa nieadekwatne (bardziej niz sama przestrzen fazowa). Warto zauwazyd,
ze w przykladzie 6.1 wystarczy wziaé punkt poczatkowy z lo,, aby z(t) € I dla
kazdego ¢t > 0.

Wyniki podrozdziatu 6.2 sg eleganckie, nowe, z dobrze dobranymi zalozeniami
i precyzyjnymi dowodami. Dotyczy to zaréwno sytuacji uktadéw dolnie przekat-
niowych jak i gornie przekatniowych. Podrozdziat 6.3 dotyczy zagadnien w prze-
strzeni ¢?, a twierdzenie 6.13 uogélnia pewne wezesniej znane wyniki. Nie wiem,
czy wynikto to z koniecznosci wlaczenia w rozprawe wynikow kilku artykutow, ale
Autorka zmienila tu konwencje oznaczania zaburzenia w prawej stronie réwna-
nia rézniczkowego w stosunku do poprzedniego podrozdziatu, co troche utrudnia
czytanie. Sam wynik jednak i jego dowod sg tadnie napisane, z duzg dojrzatoscig.
Chcialbym podzieli¢ sie tu pewng obserwacja dotyczaca przykiadow ilustrujacych
wyniki tego i kolejnych podrozdzialéw (chodzi o przyktady 6.14 1 6.17). O ile sie
nie myle, w przyktadzie 6.14 wystarczy wzigé zamiast ciggu temperujgcego (%)
ciagg (;12-), aby przyktad podpadat pod rozwazania w przestrzeni cg . W przykta-
dzie 6.17 podobnie: dla (8,) = () trafiamy do cg. Spodziewalbym sie raczej
przyktadow, w ktorych taka prosta zamiana ciagu temperujgcego nie sprowadzi
wszystkiego do wezesniejszych rozwazan. Na przyklad prawa strona réwnania nie
przeprowadzi przestrzeni cg w siebie. Jezeli myle sie w moim odbiorze dobranych
przykladow, to mysle, ze przedstawiony dobér mogtby by¢é lepiej uzasadniony.

Przed ostateczng konkluzjg chciatbym jeszcze wspomnieé pewne drobne usterki
w rozprawie nie majgce wpltywu na istote otrzymanych wynikéw, lecz jednak wy-
stepujace w waznych miejscach (pomijam inne literowki).

1. 75 (str. 7 linia 2 od dotu) Powinno byé¢ inne oznaczenie normy.

2. 10" (linia 13 od goéry) Literéwka (?) sprawiajaca, ze norma jest niewlasci-
wie okreslona.

3. 1115 Nalezaloby zatozyé, ze x,, # 0.

4. 1311 Chodzi zapewne o ,dokladnie jedno”.

5. 142 Powinno byé¢ z,,_;.

6. 141; Powinno by¢ jednolicie: f,, zamiast f,(t).

7. 155 wlasnoéci przestrzeni Banacha

8. 1614 Powinno by¢ ,podzbioréw” zamiast ,ciggdw”.

9. 1713_14 Autorka pisze, ze w nieskoriczonym wymiarze wypisane nieré6wnosci
mogg by¢ ostre. Jedna z nich dla niezwartego zbioru zawsze jest ostra. Czy
wiec chodzilo o to, ze obie jednoczesnie moga by¢ ostre?
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10.
11.
12.
13.

14.

16.
17.

18.

19.
20.
2L,
22.
23.
24.

25,

26.

27.

28.
29.
30.
31.

1813 Powinno by¢ ,podzbiér X"

19'2 Powinno by¢ zero, a nie zbiér pusty.

227 Uzycie stowa ,Nastepnie” jest dziwne.

24° Powinno by¢ ,ztozona”, a nie ,zlozonego” (inny sens merytoryczny).

24113 Jest tu kolizja oznaczen. Raz y; € R, a raz y; € loo.

. 25%0 Jest blgd w okreéleniu miary niezwartosci (zty wyktadnik).

2816 Chodzito o ,tzw”.
2813 To zdanie jest nieprawdziwe!

285 Tw. 4.2 powinno by¢ odniesione do literatury, choé¢by do tw. 7.5 w [13].
Podobnie tw. 4.3 na str. 29.

31g jest zbedny nawias.

323 Powinno byé¢ raczej ,z Twierdzenia 4.2”.

328 Brak nawiasu.

3511 W drugim znaku sumy powinno by¢ sumowanie od j = n.
355 Zle postawione nawiasy.

413 Raczej szacowanie jest dla f,,.

43, Czasem sie zdarza, tak jak tu, ze zamiast 0 jest niewlasciwie wstawione
,0" (np. réowniez na str. 50).

44, Zbedny nawias.

4519 Napisana réwnos$¢ nie musi by¢ prawdziwa. Powinna byé nieréwnosé
nieostra.

483 Powinno byé¢ j; zamiast j;.
53! Raczej (anm)-
57% Zbedne jedno ,to”.

6812 ,,Sformutujemy”.



Podsumowanie

Przechodzac do podsumowania stwierdzam, ze, mimo moich uwag krytycz-
nych, przedstawiona rozprawa doktorska pokazuje umiejetnosé dobrego zastoso-
wania wiedzy przez Autorke przy rozwigzaniu zaawansowanego zagadnienia ma-
tematycznego 1 oryginalno$¢ wynikéow. Jest tadnie zredagowana, choé¢ Autorka nie
ustrzegla sie btedow (o niektérych wspomniatem wyzej). Uwazam, ze rozprawa
mgr Moniki Krajewskiej spelnia wymagania stawiane w przewodach doktorskich
(art. 13.1 ustawy z 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym
(...)) oraz wymagania zwyczajowe i wnosze¢ o jej dopuszczenie do dalszych
etap6w przewodu doktorskiego.
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