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Metoda najmniejszych kwadratow od strony praktycznej

Uwaga: Niniejsze opracowanie jest przeznaczone dla studentow chemii majgcych problemy z matematyczng
strong metody najmniejszych kwadratow. Ma ono na celu ultatwié¢ zrozumienie, w jaki sposob (na najprostszym
przykladzie — funkcji liniowej) nalezy wykonaé obliczenia, aby z punktow eksperymentalnych uzyskac rownanie
krzywej przechodzqcej przez te punkty. Ponizsze opracowanie absolutnie nie wyczerpuje tematu metody

najmniejszych kwadratow.

W obliczeniach chemicznych najczgéciej poszukuje si¢ najprostszej zaleznosci pomiedzy
stezeniem danej substancji a wielko$cia fizykochemiczng charakteryzujaca dany roztwoér (najczescie]
przewodnoscia lub absorbancjg). Liniowa =zalezno§¢ w ukladzie wspotrzednych wielkosé
fizykochemiczna=f(stezenie substancji) pozwala (w duzym uproszczeniu) na wyznaczenie stgzenia
substancji w probce o nieznanym stezeniu. Aby uzyskac¢ powyzsza zalezno$¢ sporzadza si¢ roztwory o
znanym stezeniu danej substancji i wykonuje si¢ pomiar danej wielko$ci. Uzyskane dane przedstawia
si¢ w uktadzie XY, odktadajac na osi X st¢zenia, za§ na osi Y odpowiadajace im zmierzone wielkoSci.
Nastepnie do uzyskanego wykresu punktowego dopasowuje si¢ lini¢ prosta, a jej parametry znajduje si¢

za pomocg metody najmniejszych kwadratow.
Funkcja liniowa y = f(x) jest dana rownaniem ogdlnym:
y=ax+b
gdzie x — stezenie substancji, y — zmierzona eksperymentalnie wielko$¢ fizykochemiczna.
a=? i b =?

Zeby znalezé prostg przechodzacg przez punkty pomiarowe (lub mozliwie najblizej wszystkich

punktéw pomiarowych) nalezy rozwigza¢ nastgpujgce rownania:
n n n
_ N Y= XiYVi = Di=1 Xi Ni=1 Vi

nyL x? = (I, %)’

a

— Li=1Xi)i

nyt, xf — (2?:1 xi)z

n — liczba punktéw pomiarowych o wspotrzednych (x, y),
Y. — symbol sumy.
Dla pigciu punktow pomiarowych (n = 5) o wspotrzednych:

(e, y1)s (x2,2)5 (x3,¥3); (X4, Y4); (X5,¥5)
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poszczegdlne sumy wystepujace we wzorach na a i b mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

n

”Z X Vi = 5(x1Y1 + XY, + X3Y3 + X4V + X5Ys5)

i=1

n n
X ) Vi=@+xa+x3+x,+x5)(Y1 Y2 Y3+ Yt Ys)
=1 i=1
n
aniZ =5(x% 4+ x2 + x2 + x% + x2)
i=1
n 2
<Z xl-) = (x; + x5 + x5 + x4 + x5)?
i=1

=(f+xi+x5+xF+x)01+ Y+ Y3+ Y+ s)

Dane liczbowe i obliczenia najlepiej przedstawi¢ w postaci dwoch tabel:

l Xi Vi XiYi X

n

Zn: X; Z Vi Z XiYi zn: xf (i xi>

i=1 i=1 i=1

2
X Yi

n n
i=1 i=1

Majac obliczone parametry a i b mozna okresli¢ standardowe odchylenie (s) punktow pomiarowych od

wyznaczonej prostej na podstawie nastgpujacej zaleznosci:

Yie (yi —ax; — b)?
n—2
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Przyktad:

Sporzadzono szes¢ wodnych roztwordow tiocyjanianu zelaza (I1I) — Fe(SCN); o znanym stezeniu,

a nastgpnie zmierzono ich absorbancje (4).

Wyniki uzyskane podczas pomiaréw:

L mol
Nr proébki Cres+ [%] A
1 2,00E — 05* 0,221
2 4,00E — 05 0,364
3 6,00F — 05 0,470
4 8,00E — 05 0,610
5 1,00E — 04 0,693
6 1,20E — 04 0,819
*2,00E — 05 = 2,00-107> = 0,00002
X=Cpe3+; y=A,n=6
i C; A; CiA; C?
1 2,00E — 05 0,221 4,42F — 06 4,00E — 10
2 4,00E — 05 0,364 1,46E — 05 1,60E — 09
3 6,00E — 05 0,470 2,82E — 05 3,60E — 09
4 8,00E — 05 0,610 4,88E — 05 6,40E — 09
5 1,00E — 04 0,693 6,93E — 05 1,00E — 08
6 1,20E — 04 0,819 9,83E — 05 1,44E — 08
6 6 6 6 6 2 6 6
zci A; ZCiAi zciz (Z Ci> Z CiZAi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
4,20E — 04 3,177 2,64E—04 3,64E—-08 1,76E—-07 1,33E—-03 1,16E —07
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Po podstawieniu do wzorow:

a= nz?:1CiAi_ 7il:1 Ciz?:ﬂ‘li b _ _Z?:1 CiAj
= > = 2
n¥izy Ciz_(z?ﬂ Ci) n¥izy Ciz_(z?ﬂ Ci)
a = 5881,42 b=0,1178

Stad otrzymujemy prostoliniowa zalezno$¢ absorbancji roztworu od jego stezenia tzw. krzywa

kalibracyjna,

Wykres:

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

A = 5881,42Cp,3+ + 0,1178

Krzywa kalibracyjna Fe(SCN),

&

0

0,00002 0,00004 0,00006 0,00008 0,0001 0,00012 0,00014
Ci.» [mol/dm?]

Punkty zaznaczone na wykresie (ich wspodtrzedne) otrzymuje si¢ w trakcie przeprowadzonego

eksperymentu. Natomiast linig przerywang zaznaczono prosta, ktorej rownanie uzyskano metodg

najmniejszych kwadratéw. Majac wodny roztwor tiocyjanianu zelaza (I11) o nieznanym stezeniu mierzy

si¢ jego absorbancjg, i o ile warto$¢ absorbancji znajduje si¢ w zakresie od 0,2 do 0,8, to mozliwe jest

wyznaczenie stezenia Fe(SCN); na podstawie krzywej kalibracyjnej (z wyznaczonego réwnania

prostej).
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