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Recenzja rozprawy doktorskiej Syymana Dudka pod tytulem
Twrerdzenia o punktagh statych i miary niezwartosci w
przestrzeniach Banacha'i Frécheta oraz ich zastosowania do
nielintowych réwnan catkowych
- -

Wprowadzone preez Kuratowskiego w 1930 roku pojecie n‘ga.ry niezwartosci
zyskato na wadze, kiedy w 1955 roku Darbo opublikowal swoje twierdzenie o punkcie
stalym dla odwzorowan dziatajacych kontraktywnie wzgledem tej miary. Kolejnym
milowym krokiem w teorii miar niezwartosci bylo sformittowanie akeiomah’vmej
~+ definicji miary niezwartosci przez Banasia i Goebla ¥ 1580 roku wraz z naturalns
uogolnieniem. twierdzenia Darbo. Jeszcze dalszym 1 waznym wkladem w te. te(““w
byto przeniesienie pojecia miar niezwartoSci na przypadek przestrzeni Frécheta, co
jest wynikiem Olszowego z roku 2012. Innym uogblnieniem twierdzenia Darbo jest
f.‘;iem/e nie Sadovskiego z roku 1967, w ktorym moceny warunek kontrakeyjnosei
z twierdzenia Darbo zostal zmlapmnv przez silng nieréwnosé bez czynnika silnie
mmniejszego od 1. Jak dobrze wiedza wszyscy matematycy, twierdzenia ¢ punkcie
statym na podzbiorach przestizeni funkC.} rinych sd doskonalym narzedziem do bada-
nia istnienia rozwigzan réwnan funke
miedzy innymi nieliniowe réwnania catkowettypu Volterry, Volterry-Hammersteina
i rOownania <"a’1'kowe utamkowe — na roznych przestrzeniach, a do tego w wersji

kwadratowe]’, gdzie po prawe] stronie wy ‘ti‘fmj(a iloczyn dwoch wyrazen z row-
nan odpowiednich typow. To ostatnie pode)s ie wymagato kolejnego uogodlnienia
teorii miar niezwartosci dla algebr Banacha i Frécheta z w vkorzystaniem warunku
{(m), ktory zostal wprowadzony w pracy Banasia i Olszowego w raku 2009. Po tyr
1adzie wynikow fiots czaeych miar niezwartoSci, twierdzei o punktach staty
zastosowan w teorii rownan funkcyjnych mozna bez wahania stwierdzi¢, ze
wyniki pana Szymona Dudka pozostaja w nurcie aktudlngch badan nauixfmrwh

Przejde teraz do omoéwienia zawartosci pracy. Po krotkim rozdziale pierwszym,
po$wieconym pojeciom wstepnym, przechodzimy dofrozdziatu drugiego, gdzie autor
definiuje miaty niezwartosci Kuratowskiego i Hausdorffa (choé nie Hausdorttbyt jej
autorem), a nastepnie miary niezwartodcl w ujeciu aksjomatycznym okreslone na
rodzinie wszystkich nigpustych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni Banacha
i jej analogon (Ha przestrzeni Frﬂ(heta ktory nie jest juZ pojedyncza funkcja,
lecz rodzing funkej ;ji spetniajacych zadane warunki. Nastepnie autor okresla mia-
re niezwartodci na algebrze Banacha BC(R.) funkcji ciaglych i ograniczonych na
poiprostej, na algebrze Frécheta C(R,) funkcji ciaglych na polprostej oraz na al-
gebrze Frécheta C(Ry, F) funkeji elagltych na poiprostej o wartodciach w algebrze
Banacha E. W trakeie omawiania tych pojet autor formuhuje kryterium relatywnej

zwartosci zbioru — szkoda, ze bez podania zrodia. Miara niezwartodci w przy-
padku C(R,, E) rézni sie od przypadku C(R, ) jednym ~dodatkowym skladnikiern,

ktorego niezbedno$é zostala przez autora uzasadniona prostym, ale pomystowym
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przykitadem. Oprécz tego wprowadzone zostaly miary niezwartodci na alg gebrach,
splotowych L}, (R4 ) (Frécheta) oraz L' (R ) (Banacha).

W rozdziale trzecim zapoznajemy sie z warunkiem fn) w algebrze Banacha
!?C(EL) w algebrach Frécheta C(R4,E) i L] (Ry) oraz w algebrze splotowej
My (Ry). Ciekawa wlasnoScia miary niezwartodei #a L}, (R, ) jest to, ze spelnia
ona warunek (m) ze stala % w miejsce 1. Jest to rozdzial o charakterze przygo-
towawczym do rozwazaii w nastepnych rozdzialach, niemniej wymagal od autora
przeprowadzenia niejednego subtelnego oszacowania.

Tematem kolgjnego, czwartego rozdzialu sa zastosowania twierdzeni o punk-
tach stalych do réwnan calkowych. Autor przytacza trzy twierdzenia wykazane
wezesniej przez innych autorow i dewodzi czwartego, w ktorym warunek (m) wys-
tepuje w wersji dla algebr Frécheta. Jak mozna zauwazy¢, warunek (m) stuzy temu,
aby mozna bylo rozwaza¢ réwnania, gdzie po prawej stronie wystepuja iloczyny
dwéch nieliniowych operatoréw, a nie poj?*dvnwy operator. Omowione zostaja
kolejno nieliniowe kwadratowe réwpnanie Volserry w algebrze C(R | F)., kwadratowe
iloczynowe rownanie catkowego typu Vi olr,ex1y—Hamm(n§tema w algebrze Banacha
BC(R,) oraz kwadratowe ulamkowe rownanie eatkowe w tej samej algebrze. Kazde
z tych twierdzenn wymaga do$é obszernych zalozen, z ktorych wiele ma charakter
] ogolny. Wéréd zatozen t\ ch pojawiaja sie jednak takie o budzacym niepokoj
harakterze, gdzie zaklada siel ze istnieje stala spelniajaca skomplikowane warunki
nierdéwnosciowe (By) oraz (Cs). W przypadku drugiego z nich autor na przvktadzie
(Przyklad 4.14) wykazal, ze nie jest to warunek pustg %zellliOll}’, choé pierwszy
pozostal bez takiego zapewnienia. Mozna odnieéc”iwmzenie? ze powtarzajace sie
w tym rozdziale serie zalozen s dobrane ,na site”, ale jednak nalezy przyznac, ze

ich sformulowanie wymagalo sporej inwencji, bo podane twierdzenia o istdieniu i
charakterze rozwigzail nie sg ich prostymi konsekwencjami, a wreez przeciwnie —
wymagaja niebanalnych dowodow pelnych technicznych rachunkéw i oszacowan.

W rozdziale pigtym autor formuluje trzy uogélnienia twierdzenia o punkcie
stalym dla algebr Frécheta, w ktorych zasadnicze zaloZenie o kontrakeyjnosci wzgle-
dem miary niezwartoéei jest zmodyfikowane w taki sposéb, ze zamiast zwyklego
obrazu zbioru rozwazamy obraz potegi operatora z uwzglednieniem domknigtych
otoczek wypuklych.. Dowéd tych tmerd/en*onartx jest na twierdzeniu Schaudera-
Tichonowa, ktore jest daleko idgcym uogélnieniem twierdzenia Brouwera o punkcie
stalym. Pierwsze z tych twierdsenn (Twiefdzenie 5.2) znajduje w dalszej czesci
rozdzialu zastosowanie dla réwnania funkeyjnego z iloczynem dwdéch nieliniowych
operatorow typu Volterry po prawej stronie (ktmp w mysl Uwagl 5.10, nie jest
ub‘egre wezesniejszym Twierdzeniem 4.3). Pozostale dwa twierdzenia (Twierdzenie

5.6 1 Twierdzenie 5.7F maja y swoich zalozeniach-jeszcze dalej idaca modyfikacje
nieréwnosci dla miar niezwartosci, bowiem obie strony nieréwnosci sa oblozone
funkecjami specjalnego typu. Ciekawe byloby zobaczyé, Gzy mozna te uogdlnienia
zastosowaé w jakiej$ sytuacji nieobjetej przez TwierdZenie 5.2, ale autor akurat
tym zagadnieniem sig nie zajal. W sformulowaniwwarunku (Dj3) potrzebnego w
Twiedzeniu 5.9 autor powinien dopisaé zalozenie, z¢ funkcja r jest ograniczona na
kazdym przedziale ograniczonym polproste;.
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Rozdzial szosty jest z kolei poswiecony uo“c‘)hlieniom twierd#nia Sadovskiego
o punkcie stalym, jesli uwiergymy tytulowi, ale zawiera on tylko jedno uogdinie-
nie i kréotka wzmianke o wilasnodci p-FPP. Wspomniane uogélnienie ma charak-
ter podobny do twierdzen z poprzedniego rozdziatu, wktorych wystepuja itera-
cje odwzorowania. Autor nieco utrudnit czytanie dowodu tego twierdzenia, bo na
samym poczatku uzyl litery C majac na myéli zbid ) wymieniony w zalozeniach
twierdzenia. ‘Jedli netomiast chodzi o wlasno§é p-FPP, to autorowi wspoliie z L.
Olszowym udalo sie wykazaé¢, ze pocigga ona refleksywnosé przestrzeni Banacha,
na ktorej rozwazamy miary niezwartosci, a nawet jest jej réwnowazna w Swietle
iejszych wynikow.,

Ostatni xuzdnai najciekawszy w mojej opinii, dotyczy ciag )1@ zaleznogei zbioru
rozwigzan nieliniowego réwnania catkowego typu Volterry od parametru. Te cig-
10§¢ rozumie sie w sensie metryki Hausdorffa dla niepustych i ograniczonych pod-
iordw przestrzeni metryeznel. W Lemacie 7.2 autor podaje-charaktery que cia-
glodci w przypadku, kiedy ta przestrzen to @(&@), zbidr wszystkich funkeji cigglych
na polprostej. Autor skupﬁ si¢ nd%(}pme na nieliniowym réwnaniu Volterry, ktorego
badanie nie jest calkiem nowym pomystem, ale autor rozwaza je jako réwnanie
imﬂf& jne na pr ﬁti zeni Frécheta C{R ) ina tym polt)ga jego oryginalny wkiad w
. W Twierdzeniach 7.4 i 7.6 podane s (jak zwykle rozbudowane) warunki
'Q( ¢ istnienie rozwiazan w przestrzeniach C( [0 T]) i C(R4), a nastepnie

sioznm}mmro sq ,parametryézne’ wersje tych warunkow. Na podstawie bardzo
tadnego Przykladu 7.8 autor zauwaza, 7e te wersje warunkow sa zbyt slabe, aby
ragwarantowaé ciagla zalezno$¢ od parametru. V\(h@d;é}(‘ w szezegoly nalezy za-
—~uwazyc¢, ze nie jest prawda, ze Fix(0), zbiér punktow <fahch rozpatrywanego réw-
nania z parametrem A = 0, sklada sie z dwéch Io;f,vvm‘,an bowiem jest,w nim
nieskonczenie wiele rozwiazan postact: .

0, tel0 cﬁ, o
Ia(t\) - T 7 9 p ’ d o € iu IJ
: 7t —a)*, te(al],

o anowi wielkiej przeszkody, bo wazng obserwacja jest to, ze funkcja
zerowa jest w F 1X( L) . co daje pozadany efekt braku cigglej zaleznosci od parametru.
Po dotozeniu nowego warunku (Fi) udaje sig autorowl wykazac ciagla zaleznos¢ w
przypadicu przestrzeni C'(]0,77]), ktora w catkiem podobny sposob moze byé wy-
cazana dla przestrzeni C( Ry ). Wypomyslowym dowodzie wykorzystuje sie funkcje
U, , ktora jest rozwiazaniem pewnego rownania catkowego. Nie jest dla mnie jasne,
czy funkcja iy, jest rzeczywiscie jedyny 1 TozZW igzaniem tego réwnania, jak sugeruje
autor, ale to jest w istocie bez marzema bo w dowodzie wy kom@g.l]e sie tylko fakt,
ze jest ona rozwigzantem. W wartosciowym Przykladzie 7.11 pokazano nam, ak
mozna zastosowal T\xr%or(‘zrm1<‘ .9 o cigglej zaleznosci od parametru. '
Przejde teraz do oceny pracy. Nie ulega moim zdanigm watpliwosci, Ze orygi-
nalny wklad antora w tematyke miar niezwartodci i ich zastosowail jest interesu-
*+ jacy i istotny, co nie jest osiagnieciem atwym, skorg wydawac by sie moglo, Ze jest
to dziedzina matematycznie wyeksploatowana. Weréd wynikéw zamieszezonych
w pracy sa te o chavakterze twierdzen ogdlnych, jak i zastosowanl, co §wiadczy
o wszechstronnosci dokonari autora. Mozna mieé¢ pewien niedosyt, jesli idzie o
przyklady ilustrujace mozliwosé zastosowania niektorych twierdzen, zwlaszeza tych

7 rozdziatu pigtegd. 7 pewnoscia na wyrdznienie zastuguje sttona redakeyjna pracy,
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odwolujac sig do wezesniej formulowanych zatozen 1 wykazywanych wlasnosci (cho¢
zdarzaja sie i taw. ,glebsze” przejécia). Rowniez strona jezykowa pracy wywiera
pozytywne wrazenie, co wcale nie jest takie czeste w obecnych czasach.

Ponizej przedstawie pare drobniejszycly uwag, ktére nie maja wiekszego zna-
czenia, jesli chodzi o pozytywna ocene pracy.

1) W linii 139 powinno by¢”, te” zamiast ,ta".

2) W liniach 224 i 27! powinno by¢ ,,<7 zamidst ,, ="

3) Na stronies29 w warunku (B1¥ powi by¢ doo (p;

3) Na stronie’29 w warunku (51} powinno by¢ de (p;).

4) W linii 413 powinno by¢ G < 0.77 (chociaz prawda it ze Gy < 0.08,
co jednak jest bez znaczenia).

s

T

(5) Niepolski cudzystéw w linii 437,
( cudzy _
6) W linii 45° ma by¢ C;. zamiast Y7.. e
na by¢ C7, i P
(7) W liniach 453 1 477 pierwsza réwnosé powinna by¢ zastapiona nierGwnos-
) \ 3 i)
cla ,,C7 (to wystarczy). >
(8) Konflikt oznaczeil na stronie 49, T' jest operatorem i liczba. s
9) W linii 49, nie chodzi o ,Jokalng jednakowa cigglosé”, lecz o ciaglosé jed-
J 7 3 i ¥ 18 L& p

nostajna. Y .

Konkluzja. Zgodnie z moja wyrazona powyzej opinia praca doktorska pana
Szymona Dudka pt. Twierdzenia o punktach stalych i miary niezwartosci w prze-
strzeniach Banacha i Frécheta ora? ich zastosowania do nieliniowych réwnari cal-
kowych spelnia ustawowe wymagania dotyczace stopnia naukowego doktora i moze
stanowi¢ podstawe do nadania panu Szymc}n()wi Dudkowi stopnia naukowego do-
ktora. '
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