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Recenzja rozprawy doktorskiej

mgra Szymona Dudka

pt. Twierdzenia o punktach statych © miary niezwartosci
w przestrzeniach Banacha 1 Frécheta oraz ich zastosowania

do nielintowych rownan catkowych

Rozwoj teorii punktu stalego od samego poczatku byt zwigzany z licznymi
jej zastosowaniami w roznych dzialach matematyki, a takze takich naukach jak
ekonomia, teoria gier, czy informatyka teoretyczna. Przede wszystkim jednak
twierdzenia o punktach statych stanowig szczegélnie uzyteczne narzedzie do ba-
dania istnienia lub istnienia i jedynosci rozwiazan nieliniowych réwnan rézniczko-
wych i catkowych. Dynamiczny rozwdj teorii punktu statego nastapit w drugiej
polowie XX wieku i zwigzany byl z badaniami dotyczacymi m.in. odwzorowan
nierozszerzajacych, odwzorowan a-zgeszczajacych oraz ich uogélnien. Wiazato sie
to z wykorzystaniem przez G. Darbo w 1955 roku pojecia miary niezwartosci do
uogolnienia twierdzenia Schaudera o punkcie stalym. Odtad miary niezwartosci
staly sie bardzo przydatnym i naturalnym narzedziem stosowanym w celu uzy-
skania twierdzen o punkcie statym dla szerszych, niz pelnociagle lub zwarte, klas
odwzorowan. To wlasnie twierdzenia typu Darbo, Sadowskiego i inne, w ktorych
nie ma zalozeri o zwartosci (lub pelnociaglosci) odwzorowania, lecz ,,zwartoéé” od-
zwierciedlona jest poprzez odpowiednio rozumiane zwezenie wzgledem stosownie
wybranej miary niezwartosci, sa bardzo przydatne, np. w teorii egzystencjalne;j

dla réznego typu réwnan, w szczegdlnosci takze catkowych.



Obok znanych miar niezwartosci, pochodzacych od Kuratowskiego, Haus-
dorffa i innych, definiuje sie i rozwaza dodatkowo miary niezwarto$ci w konkret-
nych przestrzeniach, ktore stuza okreslonym celom. Aby pokonaé pewne trud-
noéci zwiagzane z brakiem mozliwosci podania formul explicite wyrazajacych te
miary, zaproponowano podejscie aksjomatyczne. Pierwszym, ktory wprowadzit
taka definicje byt B. N. Sadowski. Jednak jedna z najwazniejszych jest aksjo-
matyka podana przez J. Banasia i K. Goebla, dopuszczajgca wiele naturalnych
realizacji, dzieki ktérym mozna otrzymacé rézne klasyczne miary niezwartosei.

Glownym celem recenzowanej rozprawy doktorskiej jest udowodnienie nowych
twierdzeri o punktach statych typu Darbo i Sadowskiego w przestrzeniach i al-
gebrach Banacha oraz Frécheta, a takze zaprezentowanie zastosowan uzyskanych
wynikéw w teorii nieliniowych réwnan catkowych, réwniez w badaniu charakteru
ich rozwiazan. W szczegoélnosci Autor rozprawy rozpatruje nieliniowe kwadratowe
rownania catkowe typu Volterry, Volterry-Hammersteina oraz typu utamkowego.
Ponadto w pewnych przypadkach rozwazane sa rownania catkowe, w ktorych po
prawej stronie réwnania wystepuje iloczyn operatoréow catkowych wspomnianego
typu, dlatego tez niektore rozwazania zostaly przeprowadzone w funkcyjnych al-
gebrach Banacha lub algebrach Frécheta.

Przedstawiona do recenzji praca zawiera uporzadkowany, ujednolicony i roz-
szerzony material pochodzacy gléwnie z pieciu prac Autora, w tym dwoch wspol-
nych z Promotorem rozprawy i jednej wspolnej z J. Banasiem.

Omoéwie teraz bardziej szczegétowo tematyke pracy oraz uzyskane w niej wy-
niki. Praca Pana mgra Szymona Dudka podzielona jest na siedem rozdzialow.
W rozdziale I wprowadzone zostaly oznaczenia i podstawowe pojecia stosowane
w dalszej czedci pracy.

Rozdzial Il ma charakter pomocniczy i zawiera, poza niezbednymi w dalszych
rozwazaniach rozprawy lematami i twierdzeniami, przyklady klasycznych miar
niezwartosci Kuratowskiego oraz Hausdorffa wraz z ich Wl&éﬁoéciami. Ponadto
Autor przedstawia aksjomatyczne definicje miar niczwartosci w przestrzeniach
Banacha i przestrzeniach Frécheta oraz przyktady innych miar niezwartosci, sku-

piajac sie gtéwnie na wynikach wykorzystywanych w rozprawie. Dotyczy to np.



funkcji rzeczywistej p4, zdefiniowanej na Mpow, ) W nastgpujacy sposob

pa(X) = w(X) + doo(X) + lim sup diam X (),

t—c0

ktora jest miarg niezwartosci w algebrze Banacha BC(R.), a zostala wprowa-
dzona we wspoélnej pracy Autora z J. Banasiem ([9]; numeracja z bibliogra-
fii rozprawy doktorskiej). Jadro tej miary sklada si¢ ze wszystkich zbiorow
X € Mper.) takich, ze wszystkie funkcje nalezace do X sa lokalnie jedna-
kowo ciggle na R, i kraricowo niemalejace na R, a ponadto grubos¢ wiazki
X (t) utworzone] przez funkcje ze zbioru X dazy do zera w nieskoriczonosci. Tak
zdefiniowana miara niezwartosci pozwala na badanie asymptotycznej stabilnosci
rozwigzan odpowiedniego rownania operatorowego.

Natomiast w rozdziale III Autor podaje definicje warunku (m) dla algebr
Banacha, ktory zostal wprowadzony w pracy [14] z 2009 roku przez J. Banasia
i Promotora recenzowanej rozprawy. Definicja ta stanowi, iz miara niezwartosci
v okreglona na algebrze Banacha E spelnia warunek (m), jezeli dla dowolnych

zbioréw X,Y € Mg zachodzi nastepujaca nier6wnosé
p(XY) < [ X (Y + [[Y || (X).

Z kolei Doktorant w pracy [29] przeniost to pojecie na przypadek algebr Frécheta.
Roézne postacie warunku (m) w pewnych funkcyjnych algebrach Banacha oraz al-
gebrach Frécheta dla przedstawionych w poprzednim rozdziale miar niezwartosci
staly sie bardzo uzytecznym narzedziem w zastosowaniach tychze miar niezwar-
tosci — co zostalo zaprezentowane w nastepnym rozdziale rozprawy.

Rozdzial IV jest najbardziej obszernym rozdzialem recenzowanej pracy. Po-
$wiecony jest on twierdzeniom o punkcie statym dla operatoréow okreslonych w al-
gebrach Banacha oraz algebrach Frécheta. Twierdzenia 4.5 oraz 4.7 (w szczegol-
nosci ich dowody) potwierdzaja znaczenie warunku (m) i w kolejnych podroz-
dziatach pracy zostaly zaprezentowane przyklady ich zastosowania w dowodzeniu
twierdzeni egzystencjalnych dla rownan catkowych w pewnych funkcyjnych alge-
brach Banacha lub algebrach Frécheta. I tak, w poszczegolnych podrozdzialach

udowodnione zostaly:

e twierdzenie egzystencjalne dla nieliniowego kwadratowego réwnania catko-



wego Volterry

2(t) = g(t) + F(t.z(t)) - / olt,s,z(s))ds (t€R,)
w algebrze Frécheta C(Ry, E);

twierdzenie o istnieniu i charakterze rozwiazan kwadratowego iloczynowego

rownania catkowego postaci
z(t) = (Viz)(t)(Ver)(t), (t € Ry),

gdzie V; sa tak zwanymi kwadratowymi operatorami catkowymi Volterry-

Hammersteina zdefiniowanymi nastepujaco

t
(Vix)(t) == pi(t) + fi(t,.r(t))/ gi(t, s)hi(s,z(s))ds (t€Ry4; i=1,2)
0
i rozpatrywanymi w algebrze Banacha BC(R.);

twierdzenie o istnieniu i charakterze rozwigzan kwadratowego ulamkowego

rownania catkowego
z(t) = (V) () (U2)(t)  (t € Ry),

gdzie

(Uiz)(t) == my(t) + fi(t,w@))/o Eg—’_%&i)—)ds

dla t € R, oraz i = 1,2, rozpatrywanego w algebrze Banacha BC(R.).

W ramach badania charakteru rozwiazan powyzszych réwnan wykazano, ze

te rozwigzania sa nieujemne, asymptotycznie stabilne w zadanym zbiorze oraz

kraiicowo niemalejace. Ostatnie twierdzenie zostato zilustrowane odpowiednio

dobranym przykladem.

Na szczegolng uwage zastuguja twierdzenia 4.12 oraz 4.13, ktorych dowody

wymagaly licznych rozbudowanych oszacowan oraz pokonania pewnych trudnosci

technicznych.

O ile w rozdziale IV przedstawione zostaly twierdzenia o punkcie statym dla

operatoréw okreslonych w algebrach Banacha oraz algebrach Frécheta nawigzu-

jace do twierdzen typu Darbo, ale wykorzystujace takze warunek (m) charakte-

rystyczny dla algebr, to w nastepnym rozdziale pracy, rozdziale V, Pan Dudek
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formutuje twierdzenia uogélniajace twierdzenie Darbo o punkcie statym dla prze-
strzeni Frécheta. Rozwazania te zostaly zainspirowane praca Liu, Guo, Wu, Wu
z 2005 roku opublikowanej w J. Math. Anal. Appl. W tym celu zdefiniowany
zostal w sposéb rekurencyjny pewien ciag superpozycji operatora T. Jak sie
okazuje, a co zostalo wykorzystane w rozwazaniach tego rozdzialu, jezeli opera-
tor generowany przez réwnanie catkowe nie spelnia zalozen twierdzenia Darbo
o punkcie stalym, to moze sie zdarzyé, ze ,n-te ztozenie” tego operatora wraz
z operacjg domknietej otoczki wypuklej juz je spetnia. Takie ostabienie zalozen
twierdzen typu Darbo umozliwilo zmniejszenie ilosci zalozen twierdzen egzysten-
cjalnych dla réownan catkowych, w ktorych znajduja one zastosowanie. Zostato
to zaprezentowane na przyktadzie réwnania catkowego rozwazanego w algebrze
Frécheta C (R, E) funkeji ciaglych na R, o wartosciach w pewnej algebrze Bana-
cha E. Uscislajac, w podrozdziale 5.2 Autor przedstawil zastosowanie twierdzenia
5.2 rozpatrujac rownanie catkowe z iloczynem dwoch operatorow catkowych typu

Volterry postaci:

z(t) = /O/vl(t,s,a:(s))ds ~/0 vo(t, s,z(s))ds (t € R;),

dla ktorego wykazal istnienie rozwiazania z = z(t) w algebrze Frécheta C(R ., E),
gdzie F jest algebra Banacha.

Kolejny, VI rozdzial rozprawy doktorskiej poswiecony jest pewnemu uogdlnie-
niu twierdzenia Sadowskiego dla przestrzeni Frécheta. Jego zalozenie w postaci,
charakterystycznej dla twierdzen typu Sadowskiego, nieréwnosci ma réwniez po-
dobng iteracyjna postaé, jak to miato miejsce w przypadku rozwazanych w po-
przednim rozdziale twierdzen typu Darbo. W drugiej czesci tego rozdziatu Au-
tor przypomina pojecia odwzorowania p-quasi-kondensujacego oraz p-wlasnosci
punktu stalego pewnej przestrzeni Banacha E. Pojecia te wprowadzili D. Ariza-
Ruiz i J. Garcia-Falset w pracy opublikowanej w Fixed Point Theory. W pracy
tej autorzy postawili rowniez pewien problem. Ten problem zostal rozwigzany
przez Autora rozprawy i Promotora w wystanej do druku pracy do J. Fixed Point
Theory Appl. Dotyczy on réwnowaznosci posiadania przez przestrzen Banacha
p~wlasnosci punktu statego i jej refleksywnosci.

Wreszcie ostatni, VII rozdzial rozprawy doktorskiej po$wiecony jest sformu-

towaniu zalozen, ktore zagwarantuja, ze zbiér rozwigzan nieliniowego réwnania



catkowego typu Volterry

z(t) = a(\t) + FOt, (1)) /O'U(A,t., s,2(s))ds (t € J),

gdzie \ jest elementem przestrzeni metrycznej (M, d), a J = [0,7] lub J = R,
w przestrzeni C(J) zalezy w sposob ciagly (ze wzgledu na odlegtosé Hausdorffa
De¢(sy) od parametru A. Jak wykazal Autor rozprawy i zilustrowal odpowied-
nio dobranym przyktadem, zatozenia wystarczajace do istnienia rozwigzania nie
gwarantuja tego, by zbiér rozwiazan zmieniat sie w sposob ciagly wzgledem pa-
rametru.

Na koricu rozprawy Autor przytacza obszerng i wyczerpujaca bibliografie
zwigzang z rozwazaniami prowadzonymi w pracy, zawierajacg 58 pozycji.

Recenzowana rozprawa zawiera szereg nowych, wartosciowych rezultatéow z teo-
rii rownan calkowych w przestrzeniach i algebrach Banacha oraz w przestrzeniach
i algebrach Frécheta. Ich uzyskanie §wiadczy o perfekcyjnym opanowaniu warsz-
tatu badawczego przez Doktoranta oraz o bardzo dobrej orientacji w zakresie
tematyki pracy. Dowody twierdzen zawierajacych te wyniki wymagaly pokona-
nia szeregu trudnosci i uzycia zaawansowanych metod teorii réwnan catkowych
oraz nieliniowej analizy funkcjonalnej, jak rowniez przeprowadzenia dos$é skompli-
kowanych rachunkéw i uzyskania wielu wyrafinowanych oszacowan. Otrzymane
w rozprawie doktorskiej wyniki sg z pewnoscig oryginalne. Wiele z nich zostato
juz opublikowanych, a niektére, jak wynika z bibliografii, czekaja na publikacje.
Styl prezentacji jest jasny i klarowny, a ilosé ,literowek” znikoma, cho¢ kilka z nich
dostrzeglam.

Podsumowujgc, na podstawie zawartych powyzej stwierdzen, uwazam, ze
rozprawa doktorska Pana mgra Szymona Dudka spelnia wszystkie wy-
magania stawiane rozprawom doktorskim w art. 13 ust. 1 ustawy
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki z dn. 14 marca 2003 r. (Dz.U. Nr 65, poz. 595,
z poOzniejszymi zmianami) i wnosze o dopuszczenie jej Autora do dal-

szych etapéw przewodu doktorskiego.
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