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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgra Szyrnorra Dudka

pt. TwzerdzeTlźa o pu,nktolń, stu,łych z miary n,iezuartości

uL ylr-zestrzenia,ch, IJanach,a, l, Frćrłt,eta, oraz ich zastosouania

cl o n,i, elirt,ź cl luy r:h, r,ó wn,ali cał k o wy cłt

R,ozwój teorii punktu stałego od sarnego iloczątku był ziviązany z licznynri

jej zastosolvarriami rł, rózn},ch działach natenatyki, a takze takich narrkach jak

ekononia. teoria gicr, czy irrformatyka teoret1,6211ą. Przerle rvszystkinr jedrrak

trł,ierdzenia o pttrrktac}i stałych statrorvią szczególnie użytcczne narzędzie do ba-

clania istnietria lub istrrienia i jetllrrrości rozrviązati rrielirtiorvych równair różntczko-

rvych i całkor,vyclr. Dytramiczny rozrvój teorii purrktu stałego nastąpił rv drugiej

połoi,ł,ie XX rł,ieku i zrviązarly był z baclanianri dotyczącyrrri m.in. odr,r,zororvałi

rietozszel,zającvch. odr,vzorowatl rl.-zgtlszczającyclr oraz ich uogóInień. \\riązało się

to z rvykorz.v*staniem przezG. Darbo w 1955 rokrr pojęcia miary niezrvartości dcl

uogólnietria trvierdzetria Schauclera o punkcie stałyrn. Odtąd mialy niezwaltości

stał1, się tlardzo przyclatnym i rratriraltrym rrarzęclziem stosowarlvllr w celu uzy-

skania trł,ierdzeń o punkcie stałyłrr dla szerszyclł, lriz pełlrociągłe lub zwarte, klzis

odr,vzclrr;rvań. To rvłaśnie tl,vierdzenia typrr Dartio, Sadorvskiego i inne, w któryc}r

nie rrra założeń o zrvartości (lub pełnociągłości) odr,vzorowania, Iecz,,zwartość" od-

zrł,ierciedlorra jest poplzez odpowiednio rozumiane zwęzenie względem stosowtrie

rvybranej miarv niezwartości. sz1 bardzo przydatrre. np. w teorii egzystetrcjalnej

dla róznego typtt rórvtrati, w szczególności takze całkorvych.



Obok znatrych miar niezwartości, pochodzącyc}r od Kuratorvskiego, Haus-

dorffa i inrryclr. definirrje się i rozr,vaza dodatkowo rniary niezr,vartości w korrkret-

nyclr przestrzeniacli, które słuzą określonyrn celonr. Ally pokonać pervne trrrcl-

ności zrł,iązanel z bla}<ierrr rnozlilvości poclania formuł explicite wyrazających te

miary. zaploponowano podejście aksjomatyczne. Pierwszym, który wproi,vadził

taką definicję b"_vł B. N. Sadolł,ski. Jednak jedną z naju,ażniejszvch jest aksjo-

matyka poclana przez J. Banasia i K. Goebla. dopuszczająca wiele naturalnl.ch

realizacji, rlzięki któryln mozna otrzyrnać różne klasyczne rniarv niezrł,artości.

Głórvnyrn celerrt recenzowallej rozprawy doktorskiej jest udor,vodrrienie nolł,},c}t

twierdzer'r o prrnktach stałl,gh typu Darbo i Sadowskiego w przestrzeniach i al-

gebrach Banacha oraz Fróclreta, a takze zaprezentowanie zastosowań rtzyskanyc}r

rvynikórv rv teorii nieliniowych równań całkorvyclr, równiez w badaniu charakterrt

ic}r rozwiązali. W szczególności Autor rozprawy rozpatruje nieliniowe i<rvadratorve

równania całkowe typrr Volterry, Volterry-Hatnrnersteina oraz typu ułankowego.

Porradto w pervnych przyparlkach rozv,azante są równania całkot,e, w których po

prawe.j stronie rówlrania rvl,stęprrje iloczlłi operzr,torórv całkowych wspomnianego

t1,,1lti, dlatego Łeż rriektóre rozwazania zostały przeprorvadzone w ftrrrkcyjrrych al-

gebrach Banacha lub algebrach Frćclreta.

Przedstaiviontl do recetrz,ji l)raca zarviera uporządkowany, riledrrolicorry i roz-

szerzony trr:rteritił pochodzący głórvrrie z pięcitr prac Autora, w tym dwóch rvspól-

nych z Promotorem lozpra\vy i ieclnej u.spólrrej z J. Banasiem.

Orrrówię teraz bardziej szczegółorvo tenratl,kę pracy oraz uzyskane w niej lvv-

rriki. Praca Pana mgra Szynrona Dudka podzie}ona jest rra siedem rozdziałórv,

W rozdziale I r,vprolvadzone zostały oznaczenia i podstaw,owe pojęcia stoso\^,ane

rv dalszej części plac].\r.

Rozdział II ma charakter pomocniczy i zarviera. poza rriezbędnyrni rv dalszych

rozrvazaniach rozprawy lematarrri i twierdzeniarni, przykładv klasyczrrycłr rrrial

niezlł,artośtli Krrra,tclrł,,skicgcl oraz T{arrsdorffa rnraz z ich u,łasnośi:iami. Pclnatltr_l

Arttor przcdstarł,ia aksjornatyc:zlc definicje rniar niczrł,artośc,i w przcstrz,cniac,h

Banacha i przestrzeniaclr Frócheta oraz przykłacly inrrych miar niezwartości, sku-

piając się głównie na wynikach wykorzystywanyc}r w rozprarviel. Dotl,czy to np.
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funkcji rzeczywistej p,6, zdefrniowanej na 9Jt561p*) w następujący sposób

p,l(X):: r"r(X) + d-(X) + lilypdiamX(ć),

która iest rniarą niezrvartości rv algebrze Balracha BC(R-), a została wplowź}-

dzclna u,e r,vspólnej pracy Autora z.]. Banasiem ([9], nurneracja z bibliogra-

fii rozprau.y cloktorskiei). Jąciro tej rniary składa się ze wszystkich zbiorór,r'

X € nlBqln_; talric}r, ze wsz}rstkie funkcje ttalezącc do X są lokalr,Lie jeclna-

korvo ciągłe na R1 i krańcowo nierrralejące na JRa, a ponadto grubość wiązki

X(ć) utlvoI,zonej przez funkcje ze zbtoru X dąży do zera w rriesko/rczoriości. Tak

zdeIiniowarra nriala niezrvartości pozwala tra badariie asynlptotvc:znej stabiiności

rozrł,iązań odpowiedrriego równania operatorowego.

Natorniast rv rozdzialc III Autor podajc dcfinicję warunku (nł) dla algebr

Barracłra, który został wprowadzony w pracy |Ia) z 2009 roku przez .]. Barrasia

i Promotora recenzowanej rozpray,,_y. De{inicja ta stanowi, iz miara niezrł,artości

il określona rla algebrze Banac}ra E spełnia r,varunek (m), jezeli dla dowolrrych

zbioroi,v X. Y e 9Jt6 zar:łrodzi lrastępująca nierór,vność

p,(XY) ś llxllp(y) +||r||p(x).

Z kolei Doktorant 1y pldcy [29] przeniósł to pojęcie na przypadek algeł r Frócheta.

Rózrre postacie warurrkrt (m) rv perł,n1,,ch funkcl,jnych algebraclr Banaclta oraz al-

gebraclr Frócheta dla przedstan ionych rv poprzednirrr rozdziale rniar niezwartości

stały się bardzo użyteczrryrn narzęciziem w zastosowaniac]r tychze nriar niezwar-

tości - ccl zostało zaprezentclrn ane w rrastępnynr rozdziale lozprawy.

R,ozdział IV jest najbardzie.j obszernyrn rozdziałem lecenzowanei pracy. Po-

śu,ięcony jest orr twierrlzeniom o purrkcie stałyrn dla operatorów określorrych w a1-

gebrac}r Banacha oraz algebracir F'rócheta. Twierdzenia 4.5 oraz 4.7 (w szczegól-

rrości ich dor,vody) potrvierdzają znac:zenie warutrku (m,) i Ń koiejnvch podroz-

działac}r pracy zostały zaprezerrtorvane przykładv ich zastosowania w dowodzeniu

twierclzeń egzystertcjalnyr:h dla równań całkorvych w pewnych firnkcyjnyc}r alge-

braclr Banacha lrrb algebrach Frćcheta. I tak, w poszczególnych podrozdziałach

udorł,odniotre zost zrły :

o trł,ierdzenie egz_vstencjalrre dla nielilliowego krvaclratorvego równania całko-
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wego Volterry

rt
J(t) : t](t) + f (t,r(t)), 

,ln,,ft,,s, 
ł(s))ds (t e Rn)

w algebrze Frćcheta C(R,, E);

o twierdzenie o istrrieniu i charakterze rozrviązań krvadratorvego iloczYnowego

rórrrrlarria całkorł,ego postaci

r(ź) : (Ęr)(t)(Ęr)(t), (t e R*).

gdzie vi są tak zwanynri lr,,vadratowymi operatorami całkowyrni volterr1,

Hamnrersteina zdefiniowanynli nastęllrrjąco

rt
(Vlr,)(t; :: pi(t) +.fi(t. ,tt\) 

Jo 
gi(t.s)h,.(s,z(s))ds (t e lR*: ź -- 1,2)

i rozpatryrvanyrni w algebrze Barracha BC(R*);

o twierdzenie o istnietriu i charakterze rozrviązań kwadratowego ułamkorvego

rórł,rrania ca,łkorvego

r(t) : (LrLI)(t)(Lr2I)(t) (l € R+),

gdzi'' 
[' ,,,(f ,s. r(.s))

({-,,r,)(t),.: nli(t)Ą .f,(l,",(/))/. 
t, _rr" "

clla , € R1 oraz i:1,2, rozpatrywanego rv algebrze Banaclra BC(R_).

W ranrach baclarria c}rarakterri rozr,viązań powyzszych równań lvykazano, ze

te rozrviązarria są nieujelrlne, asymptotycznie stabilne w zadanyul zbtorze oraz

krańcowo nicrnaleiące. Ostatnie trvierdzenie zostało zilustrowarre odPowiednio

dobratryrn przykładern,

Na szczególną uivagę zasługrrją trvierdzenia 4.12 oraz 4.13, którYch dorvoclY

wymagały licznych rozłludowatrych oszacowań oraz pokonania pewnyclr trudrroŚci

techrricztrych.

o ile w rozdziale IV przedstawione zostały twierdzerria o punkcle stałYm dla

operatorów określonych r,v algebrach Banacha oraz algebrach Frócheta nawiązu-

jące do twierdzeń typrr Darbo, ale wykorzystujące takze warunek (m,) c}rarakte_

rystyczny dla algebr, to w następnym rozdziale pracy) rozdziale V, Pan Dudek
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formułuje twierdzenia uogólniające trł,ierdzenie Darbo o punkcie stałym rlla prze-

strzeni Frócłreta. R,ozrvazatria te zostały zainspit,ou,ane pracą Lirr, Guo. \\,Iu, \Ąru

z 2005 roku opublikor,vanej u, .J. Nlatlr. AnaI. Appl. W tym celu zdefiniow,any

zosttlł rv sposób rekulencyjtry pervien ciąg superpozycjt operatora 7. Jak się

okazuje. a co zostało wykolzystane w rozrvaża,niach tego tozdziałl, jezeli opera-

tor generowany l)|zez rórvnanie całkor,vc nie spcłrria założeń tr,vierclzenia Darbo

o 1lttnkcie stałvtrl, to nroze się zdarzyć, ze ,,n-t,e złożente" tego operatora, wraz

z operar:ją domkniętej otoczki wl,pukłej juz je spełrria. Takie osłabienie zaŁożeft

trł,ierdzeir tl,pu Darbo łrrnozlirviło znniejszenie ilości założeń twierdzeń egzysten-

cjalnych cIIa rórvrlati całkowyc}r, lv których znajdują one zastosor,vanie. Zostało

to zaprezelltorvarre na przykłaclzie rór,vnania całkowego rozwazanego w algebrze

Frócłreta C(R*, E) funkcl3i ciągłych na R1 o rvartościach w pervnej algebrze Bana-

cha,E. Uściślając, w podrozdziale 5.2 Autor przedstawił zastosolvanie twierdzenia

5.2 rozpatrując równatrie całkowe z iloczynem drvóclr operatorów całkowych typu

Volterry postaci:

rl rlL(t1: l ,,,(t.".,rt").) d, l r,2(f..s.r(s))ds (/CR ).,Jo Jo

d}a którego rvykazał istnierrie rozwiązania r : r(t) w algebrze Fróc}reta C(lR.*, E),

gclzie E jcst algebrą Banaclra.

Kole.jnv, VI rozdział rozpraw}, cloktorskiej poświęcony jest pewnernu uogóirrie-

niu trvierdzerria Saclorvskiego dla przestrzeni Frócheta. Jego zaŁożenie w postaci.

charakterystycznei dla twierdzeri typtl Saclowskiego, nierówtrości ma również po-

dobną itelacl,jną postać, jak to miało miejsce rv przypadkll rozwazaltych rł, po-

przeclnim rozr7ziale trvierdzeń typu Darbo. W drugiej części tego rozdziałrr Au-

tor przypornina pojęcia odrvzorowania pr-quasi-kondensującego oraz p-własrrości

prrnktu stałego pcwnej przestrzeni Banacha E. Pojęcia te wprowadzili D. Ariza-

Rrriz i J. Garcia-Falset w pracy oprrblikorvanej w Fixerl Point Theory. W pracy

tej arrtorzy postawili równlez pewien problem. Ten problern został rozlviązany

przez Arrtora lozpra\vy i Prorrrotora w rvysłanej do druku pracy do .J. Fixecl Point

Theorv Appl. Dotyczy on rćlwrrorvazności posiadania ptzez przestrzeń Banacha

p-r,vłasności purrktrr stałcgo i jcj rcflcksl,r,vności.

Wreszcie ostatni, VII rozdział rozprawy doktorskiej pośrvięcorry jest sforrntr-

łou,arriu zakńeń, które zagrvararrtują, że zbiór rozwiązań nielirriowego rórvnania



całkowego typrr Volterry

r(t) : tl(). t, s, r(s))ds (t e l),

gdzie ).jesŁ elernerltenr przestrzeni rrtetrycznei (XiI,d), a J: [0,7] Iub./: R+,

lv przestrzerri C(,/) zalt,ży rv sposób ciągły (ztl wzglęchr rra odltlgłość Harrsclcirfla

Dr,-c:) od parametru A. .Jak wykazał Autor lozprawy i zilustrorvał odpowied-

nio dobranyrn przykładenr, załozenia rvystarczające do istnienia rozwiązania nie

gił,ararltują tego, by zbiór rozwiązań zmiertiał się w sposób ciągł1, względenr pa-

rametrtr.

Na końcu rozpra$,\, Autol pt4)tacza obszerną i wyczerprr|ącą biblioglafię

zwlązalą z rozważanianri prorvadzonymi w pracy, zawierającą 58 pozycji.

Recerrzorvana rozplawa zawiera szereg nowych, rvartościowyclr rezultatów z teo-

rii rórł,łrań .ulĘopych w przestrzerriach i algebrach Banacha oraz w przestrzeniach

i algebrac}r Fróclreta, Icłr uzyskarrie świadczv o perfekcyjnyrrr opalro,nvarriu war§z-

tatu badawczego przez Doktoranta oraz o bardzo dobrej orientacji w zakresie

tematyki placy. Dorł,ody trłlierdzeń zau,ierających te wyniki wymagały pokona-

nia szeregu trttclności i uzycia zaawansowarrych metod teorii rórvnań całkowych

oraz rrieliniowej arralizy funkcjonalnej. jak równiez przeprowadzenia dość skompli-

kowanr.ch raclttrnkórł, i uzl,skania wicltł wyrafinowanl,ch oszacowań, Otrzyrnanc

w rozprawic doktorskiej ullrni}i sŁ} z pewnością orygillalne. Wiele z nich zostało

juz opublikowanych, a niektóre, jak rvl,nika z bibliografii, czekają rra pubiikac.ję.

Stvl plezentacji,jes1 jasrr_v i klatclrł,tty, aiklść..li1 erćlwek" zttikriula. r:lrori kilkaz tlitlli

ciostrzegłam.

Podsurnowując, na podstawie zawartych powyzej stwierdzeń, uważam, że

rozprawa doktorska Pana mgra Szymona Dudka spełnia wszystkie wy-

magania stawiane rozprawom doktorskim w art. 13 ust. 1 ustawy
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki z dn. 14 marca 2003 r. (Dz.U. Nr 65, poz. 595,

z póżniejszyrni zmianami) i wnoszę o dopuszczenie jej Autora do dal-

szy ch etapów przewodu doktorskiego.
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