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1. WsTEP

It is a matter of general agreement that the L,(u) spaces (1 < p < 0o and p ¢ measure)
and the C(K) spaces (K compact Hausdorff) are among the most important Banach
spaces. A central part of Banach space theory is devoted to the investigation of the
special properties of these spaces and some closely related spaces. This part of Banach
space theory is often called the theory of the classical Banach spaces. It is our feeling that
in order to get a well rounded theory of the classical Banach spaces, in the framework of
the isometric theory, it is worthwhile to take as the main objects of the investigation the
class of Banach spaces X for which X* = L,(u) for some 1 < p < 0o and some measure
1. Let us examine briefly the relation of this latter class of spaces to those mentioned
in the first sentence. Since for 1 < p < oo the L,(u) spaces are reflexive it is clear that
X* = Ly(p) if and only if X = Ly(u) ( p~* + ¢~ = 1). Grothendieck proved the non
obvious fact that if X* = Loo(u) then X = Ly(u). Well-known results of F. Riesz and
Kakutani show that if X = C(K) then X* = Ly1(u) for a suitable . There are, however,
Banach spaces X which are not isometric to C(K) spaces while their duals are Lqi(u)
spaces. These are thus the only spaces which should be included in the geometric theory
of the classical Banach spaces and which are not “classical” in the strict sense.

A. J. Lazar, J. Lindenstrauss, Banach spaces whose duals are Li-spaces and their re-
presenting matrices, Acta Math. 126 (1971), 165-194.

Rzeczywista przestrzen Banacha X, dla ktorej X* = Ly(u) dla pewnej miary u, nazy-
wana jest Li-predualng lub przestrzenig Lindenstraussa. W szczegblnosci, jesli X* = (1,
to mowimy, ze X jest (1-predualng.

W ciggu ostatnich czterech lat gtéwnym obiektem moich matematycznych zaintere-
sowan byto badanie geometrycznych i topologicznych wtasnosci osrodkowych przestrzeni
Lindenstraussa. Intensywna wspotpraca z moimi partnerami naukowymi z Wtoch, Emanu-
elem Casinim z Universita dell’'Insubria w Como i Enrico Migliering z Universita Cattolica
del Sacro Cuore w Mediolanie, a pézniej rowniez z Liborem Vesely z Universita di Mila-
no oraz Roxana Popescu z Univeristy of Pittsburgh (PA, USA), zaowocowala szeregiem
nowych i interesujacych wynikow. W szczegoélnosci, rozwazania obejmujace pewne kla-
syczne zagadnienia metrycznej teorii punktu statego doprowadzity nas do zaskakujacego
odkrycia w innej, jak dotad oddzielnie studiowanej teorii polyhedrali. Otéz okazalto sie, ze
pewne klasyczne wyniki charakteryzujace polyhedrale w klasie przestrzeni Lindenstraussa
sg falszywe, a inne majg btedne dowody. ZajeliSmy sie uporzadkowaniem, odbudowaniem
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i rozwijaniem tej teorii, koncentrujac sie przede wszystkim na wskazaniu geometrycznych
rownowaznikow wtasnosci polyhedralnych dla ¢;-predualnych.

Obecnie, uzyskane przez nas rezultaty tworza teorie kompletna, a jej kolejne etapy
powstawania oméwie w autoreferacie.

2. HIPERPLASZCZYZNY W PRZESTRZENI ¢ 1 PREDUALNE /;

Niech X bedzie rzeczywista przestrzeniag Banacha. Symbolami By oraz Sx oznaczamy,
odpowiednio, domknieta kule jednostkowsa oraz sfere jednostkowg w X. Przez X* ozna-
czamy przestrzenn dualna do X. Jesli A C X, to conv(A), ext(A), int(A), A4, [A] oraz A+
oznaczaja odpowiednio otoczke wypukta A, zbiér wszystkich punktéw ekstremalnych A,
wnetrze A, domkniecie A w X, domknieta otoczke liniowa A w X oraz anihilator A w
X*. Jesli A C X*, to przez A” oznaczamy stabe* domkniecie A, natomiast przez A’ zbiér
wszystkich slabych* punktéw skupienia zbioru A:

A={aeXx a"e(A\{z"])}.
Mowimy, ze podprzestrzen liniowa Y przestrzeni X jest 1-komplementarna w X, jesli
istnieje rzut liniowy Pz X naY z ||P|| = 1. Jedli f € X*, to przez ker f oznaczamy jadro
funkcjonatu f, tzn. ker f = {x € X : f(x) = 0}. Fakt, ze X zawiera izometryczna kopie
Y zapisujemy Y C X. Jesli X jest izometrycznie izomorficzna z Y, to piszemy X =Y.

E. Michael i A. Pelczyniski [64] oraz A. J. Lazar i J. Lindenstrauss [51] wykazali, ze osrod-
kowa przestrzen Banacha X spelia warunek X* = L (u) dla pewnej miary g wtedy i tylko
wtedy, gdy X ma baz¢ monotoniczng {z;};-, taka, ze dla kazdego n € N podprzestrzen
[{z:}_,] jest izometryczna z (2 (przestrzen R™ z normg ||z|| = |[(z(1),z(2),...,z(n))| =
maxi<i<n [2(2)]). Chociaz twierdzenie to w pelni charakteryzuje przestrzenie Lindenstraus-
sa w klasie osrodkowych przestrzeni Banacha, w wielu sytuacjach wygodniej jest operowac
konkretnym modelem takiej przestrzeni.

Klasycznym przyktadem ¢;-predualnej jest przestrzen cy ciggdéw zbieznych do zera z
normag maksimum. [zometryczny izomorfizm ¢ : /; — ¢ dany jest tutaj wzorem:

= ix(j)y(ﬂ

dlay = (y(1),y(2),...) €ty iz = (z(1),2(2),...) € c.
Nasze rozwazania rozpoczniemy od podsumowania znanych wynikéw dotyczacych ¢1-
predualnych hiperptaszczyzn w przestrzeni cy:

Twierdzenie 2.1 ([CMP2015], Theorem 1.1). Niech f € €, = ¢ bedzie taki, Ze || f|, = 1.
Rozwazmy hiperplaszczyzne Vi = ker f C co. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) Vy jest 1-komplementarna,
(2) Vi jest izometryczna z {1,
(3) istnieje indeks jo taki, ze |f(jo)| = 3,
(4) Vy jest izometryczna z cy.

Réwnowaznosé (1) < (3) zostata wykazana przez J. Blattera i E. W. Cheney’a [11].
Implikacja (1) = (4) wynika z faktu, ze l-komplementarne nieskonczenie wymiarowe
podprzestrzenie przestrzeni ¢y sa izometryczne z ¢q (patrz np. [59]). Oczywiscie (4) =
(2). Przytoczymy teraz dowoéd implikacji (2) = (1). Zauwazmy najpierw, ze V' jest
izometryczna z przestrzeni ilorazowa (1 /[f], astad V;i* = (15 = {z*™ € by : 2**(f) = 0}.
Przestrzen Vi* jest izometryczna z (o, poniewaz V' jest izometryczna z £1. Wobec tego
Vi jest 1-komplementarna w (o, ([23], Proposition 5.13). Wystarczy teraz zastosowac
wynik M. Barontiego ([6], Corollary 2) méwiacy, ze V™ jest l-komplementarna w £,
wtedy i tylko wtedy, gdy V7 jest 1-komplementarna w cj.
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Przestrzen c ciggdéw zbieznych z normg supremum jest kolejnym powszechnie znanym
przyktadem /;-predualnej. W tym przypadku izometryczny izomorfizm ¢ : ¢; — ¢* dany
jest wzorem:

(6(y))(x) = i )y + 1)

dlay = (y(1),y(2),...) € b1, x = (x(1),2(2),...) € cix(0) = lim z(j).
Jj—00
WidzieliSmy juz, ze wszystkie ¢1-predualne hiperptaszczyzny w przestrzeni ¢ sa w rze-
czywistosci izometryczne z cy. Okazuje sie, ze struktura ¢;-predualnych hiperptaszczyzn
w przestrzeni c jest znacznie bogatsza. Zaczniemy od przedstawienia wyniku, ktory moze
by¢ postrzegany jako odpowiednik Twierdzenia 2.1:

Twierdzenie 2.2 (|[CMP2015], Theorem 1.2). Niech f € {1 bedzie taki, ze ||f|l, =11
niech Wy = ker f C c. Rozwazmy nastepujgce warunki:

(1) Wy jest 1-komplementarna;

(2) Wy jest izometryczna z c;

(3) istnieje jo > 2 takie, Ze |f(jo)| > %;

(4) W} jest izometryczna z €y;

(5) istnieje jo > 1 takie, ze |f(jo)| = %;

(6) W jest izometryczna z co;

(7) infp ||P|| = 2 (gdzie P : ¢ — Wy jest rzutem liniowym przestrzeni ¢ na Wy );
(8) |f(1)| =1, f(j) =0 dla kaidego j > 2.

Wowczas zachodzg nastepujace implikacje:

)= 2)eB)= @)= (6) <6)(7) =@

Powyzsze twierdzenie jest konsekwencja serii technicznych wynikéow wykazanych w roz-
dziatach 2 i 3, a takze w rozdziale 4 (Proposition 4.1) w pracy [CMP2015].
W rezultacie zbior wszystkich hiperptaszczyzn Wy w przestrzeni ¢, dla ktorych Wi = ¢y,
mozemy podzieli¢ na trzy roztaczne klasy:
e W, jest izometryczna ¢ (réwnowaznie, istnieje jo > 2 takie, ze |f(jo)| > %),
e W, jest izometryczna z ¢y (réwnowaznie, |f(1)] = 1);
e W} nie jest izometryczna ani z ¢ ani z ¢y (réwnowaznie, 3 < |f(1)| <11 |f(j)| < 3
dla kazdego j > 2).

Okazuje si¢, ze najcickawsza sytuacja ma miejsce w przypadku, gdy W; nie jest izome-
tryczna ani z ¢y ani z c¢. Dla tej klasy przestrzeni zbadali$my o (¢, Wy)-punkty skupienia
standardowej bazy w ¢, oraz podaliémy jawny wzoér izometrycznego izomorfizmu ¢ z ¢;
na Wr.

!

Twierdzenie 2.3 ([CMP2015], Theorem 4.3). Niech Wy C ¢ bedzie taka, ze 1 < |f(1)] <
Li|f(j)| <5 dla kazdego j > 2. Wowczas przeksztalcenie ¢ : (y — W} dane wzorem

(6(y))(x) = §x<j>y<j>

dlay = (y(1),y(2),...) € ty i x = (x(1),2(2),...) € Wy jest izometrycznym izomor-
fizmem przestrzeni £y na Wj. Ponadto, jesli przez (ef) oznaczymy standardowq baze w
przestrzeni {1, to

*o(Zl,Wf) "
e = e,
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et = (12 @) @
glzie e = (~ i~ fith —fih )

Powyzsze twierdzenie ma bardzo interesujaca konsekwencje. Mianowicie, dla kazdego
punktu e* = (e*(1),e*(2),...) € By, mozemy tak dobra¢ predualng X przestrzeni ¢;, aby

spetniony byt warunek
w 001, X)
e =5 et
W tym celu wystarczy rozwazy¢ X = Wy dla f = (f(1), f(2),...) € {1 spelniajacego

warunek:
1 e*(n—1)

S N T o) KA v O

Ponadto, mozna pokazac, ze powyzszy wybor przestrzeni predualnej jest jednoznaczny,

tzn. jesli X jest ¢;-predualna, dla ktorej e o3) e*, to X musi by¢ jest izometryczna z

Wy (patrz Corollary 4.4 w [CMP2015]).

Podsumowujac, wszystkie ¢1-predualne, dla ktoérych standardowa baza w ¢; jest stabo*
zbiezna, zlokalizowane sg wsrod hiperptaszezyzn w przestrzeni c.

Ostatnia cze$¢ pracy [CMP2015] nawiazuje do wyniku W. B. Johnsona i M. Zippina
[41] méwiacego, ze kazda osrodkowa Li-predualna jest izometryczna z ilorazowa prze-
strzeni C'(A), gdzie A oznacza zbiér Cantora. Pytanie, czy dla kazdej ¢;-predualnej X
istnieje przeliczalna i zwarta przestrzen metryczna K taka, ze X jest izometryczna z ilo-
razowa przestrzeni C(K) zostalo rozstrzygniete przez Alspacha [3]. Mianowicie, podatl
on przyktad ¢;-predualnej hiperptaszczyzny w przestrzeni c¢, ktora nie jest izometryczna
z ilorazowa zadnej przestrzeni C(«), gdzie o oznacza przeliczalng liczbe porzadkowa i
przez C(«) rozumiemy przestrzen wszystkich funkeji ciaglych na liczbach porzadkowych
mniejszych lub rownych o z topologia porzadkowa. Przypomnijmy tutaj klasyczny wy-
nik Mazurkiewicza i Sierpinskiego [63] mowiacy, ze kazda przestrzen C(K), gdzie K jest
przeliczalna i zwarta przestrzenia metryczna, jest izometryczna z przestrzenia C(«) dla
pewnego «.

Ponizszy rezultat, bedacy rozszerzeniem wyniku Alspacha, charakteryzuje wszystkie
(1-predualne hiperptaszczyzny w ¢ majace te wlasnosé.

dla kazdego n > 2.

Whiosek 2.4 ([CMP2015], Corollary 4.5). Istnieje przeliczalna liczba porzedkowa « taka,
ze Wy jest izometryczna z ilorazowg C(o) wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z
nastepujgcych warunkow:

(1) istnieje indeks jo > 2 taki, ze |f(jo)| > %;

(2) £ <|f)|<1i|f()] < 3 dlawszystkich j > 24 f = (f(1), f(2),...,f(n),0,0,...)
dla pewnego n € N.

3. SLABA* WLASNOSC PUNKTU STALEGO W /;

Niech X bedzie nieskonczenie wymiarowa przestrzenig Banacha. Méwimy, ze niepusty,
ograniczony, domkniety i wypukty podzbiér C' przestrzeni X ma wlasnosé punktu state-
go (w skrocie FPP od angielskiej nazwy fized point property), jesli kazde nieoddalajgce
przeksztatcenie T : C — C (tzn. ||Tx — Ty|| < ||z —y| dla dowolnych z,y € C) ma
punkt staly. Przestrzenn X ma wlasno$¢ punktu statego (w skrocie FPP), jesli kazdy nie-
pusty, ograniczony, domkniety i wypukty podzbiér C' tej przestrzeni ma wlasno$é¢ punktu
statego. Przestrzen X ma stabg wlasno$é punktu statego (w skrécie w-FPP od angiel-
skiej nazwy weak fized point property), jesli kazdy niepusty, stabo zwarty, wypukly zbiér
C' C X ma FPP. Przestrzen dualna X* ma sfabg* wlasnosé punktu stalego (w skrécie
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w*-FPP lub o(X* X)-FPP od angielskiej nazwy weak* fized point property), jesli kazdy
niepusty, stabo* zwarty, wypukty zbior C C X* ma FPP.
Oczywiscie, dla dowolnej przestrzeni X zachodzi implikacja:

X ma FPP = X ma w-FPP.

Ponadto, dla przestrzeni dualnej X* mamy:

X* ma FPP = X* ma w*-FPP = X* ma w-FPP.

Jesli X jest przestrzenia refleksywna, to powyzsze trzy wlasnosci sa rownowazne.

Metryczna Teoria Punktu Statego jest szeroko studiowana w ksiazce K. Goebla i W. A.
Kirka [31] oraz Handbooku [44]. Tutaj przytoczymy jedynie te sposrod znanych wynikéw,
ktore dotycza klasycznych przestrzeni Banacha.

L,(11) maja FPP dla p € (1,00) (F. E. Browder, [17], [18], D. Gdhde [36], W. A.
Kirk [43]).

L,(0,1) nie ma w-FPP (D. E. Alspach, [2]). W konsekwencji przestrzenie C|0, 1],
(oo i Loo(0,1) nie maja w-FPP.

Li-predualne nie maja FPP. Wynika to z twierdzenia Zippina [78] méwiacego, ze
kazda taka przestrzen zawiera izometryczna kopie przestrzeni cq (przestrzen ¢y nie
ma FPP; istotnie, tatwo zauwazy¢, ze przeksztatcenie 7' : B,, — B., dane wzorem
T(x(1),2(2),...) = (1,z(1),z(2),...) jest izometria bez punktu statego).

e ¢y i ¢ majag w-FPP (B. Maurey, [61]).
o C(w"+1) maw-FPP, gdzie n € Niw jest pierwsza nieskoniczona liczba porzadkowa,

(J. Elton, P. K. Lin, E. Odell, S. Szarek, [22]).

Jesli X jest osrodkowsq przestrzenia Lindenstraussa, dla ktorej dualna X* nie jest
osrodkowa, to X nie ma w-FPP. Istotnie, Lazar i Lindenstrauss [52] wykazali, ze
kazda taka przestrzen X zawiera izometryczna kopie przestrzeni C(A), gdzie A
jest zbiorem Cantora. W konsekwencji X zawiera izometryczna kopie L1(0,1), a
zatem na mocy wyniku Alspacha przestrzen X nie ma w-FPP.

¢, ma w-FPP; ponadto, na mocy twierdzenia Schaudera o punkcie statym [73] oraz
faktu, ze ¢; ma wtasno$¢ Schura, kazde ciggle przeksztalcenie niepustego, stabo
zwartego i wypuktego zbioru w siebie ma punkt staty.

e /; ma o(ly,cy)-FPP (L. A. Karlovitz, [42]).
e /4 nie ma o (¢, c)-FPP. Istotnie, zbi6r

St = {(:p(l),m(Z),) Gflzix(i)zl,x(i) }O,izl,Q,...}

i=1
jest wypukly, o(¢y, c)-zwarty i przeksztalcenie T : ST — ST dane wzorem
T(a(1),2(2),...) = (0,2(1), 2(2), ..

jest izometria bez punktu statego.

C(K)* nie ma w*-FPP, jedli K jest zwarta przestrzenia Hausdorffa (oczywiscie K
jest zbiorem nieskoniczonym) (M. Smyth, [75]).

Niech 7 bedzie lokalnie wypukta topologia w przestrzeni ¢, stabsza niz staba topo-
logia na kuli jednostkowej. Przypusémy, ze standardowa baza (e,,) jest zbiezna do
e € ¢, w topologii 7. Wowczas {1 ma 7-FPP wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony
jest jeden z nastepujacych warunkéw:

1) el < 1

(2) |le]l =11 zbiér N ={n € N:e(n) > 0} jest skonczony.

Powyzszy wynik zostal wykazany przez M. A. Japon-Pinede i S. Prusa ([39], The-
orem 8) i obejmuje on te sposrdd stabych* topologii w ¢1, dla ktérych standardowa
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baza (eX) jest stabo* zbiezna. Przypomnijmy, ze wszystkie ¢;-predualne posiada-
jace te wlasno$¢ zostaty scharakteryzowane w poprzednim rozdziale. W rezultacie
otrzymujemy nastepujace

Stwierdzenie 3.1 ([CMP2017], Proposition 2.2). Niech f € ¢, = c* bedzie taki, Ze
1Fl=1, 3 <|f(V)| <1i|f(4)] <3 dla kazdego j > 2. Przestrzen ¢, ma o (6, Wy)-FPP
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden ponizszych z warunkow:

(1) |[f(D)] > 3,

(2) |f(1)] = 5 i zbior N* ={n e N: f(1)f(n+1) <0} jest skoriczony.

Uwaga 1 ([CMP2017], Remark 2.6). W przypadku pewnej szczegdlnej rodziny zbioréw w
przestrzeni ¢q, charakteryzacja tych sposréd nich, ktore majg FPP zostata podana przez
K. Goebla i T. Kuczumowa [32]. Rozwazmy dodatnia cze$¢ sfery jednostkowej w ¢;:

ST =conv{e:i e N} = {Zaief:ai>O,z’—1,2,...,Zai—1}.
i=1 =1

Niech (a;) bedzie ograniczonym ciagiem nieujemnych liczb rzeczywistych. Poltézmy a =
inf a; oraz Ny = {i : a; = a}. Zmodyfikujmy teraz zbiér St przesuwajac jego wierzchotki
wzdtuz poétprostych wychodzacych z zera:

C=conv{(l+a;)e; : 1€ N} = {Zai(l +a)el oy 2 0,i=1,2,...,) a;= 1}.
=1 =1

Zbiory tej postaci nazywane sa obecnie zbiorami Goebla- Kuczumowa. W pracy [32] autorzy
wykazali, ze zbior C' ma FPP wtedy i tylko wtedy, gdy Ny jest niepusty i skoniczony.

Okazuje sie, ze wiele tego typu zbioréw jest stabo* zwartych wzgledem odpowiednio
dobranej stabej* topologii majacej FPP. Aby to zobrazowaé, dla kazdego ¢ € (0, 1) zdefi-
niujmy zbior

C. = {ozl(l —e)el+ > el a; =2 0,) ;= 1}.
i=2 i=1

Zbior C. jest wypukly, ograniczony i domkniety. Ponadto, ma on FPP poniewaz 1%505
ma FPP. Oczywiscie C. nie jest ani o(¢, c)-zwarty ani o({q,cy)-zwarty. Tym niemniej,

dla f = (55, —4=5,0,0,...), Wy =01

2—g? 2—g?
& o1, Wy)

er — (1 —eg)el.

Wobec tego C: jest o(f1, Wy)-zwarty. Na mocy Stwierdzenia 3.1, ¢; ma o(¢;, Wy)-FPP.

Gléwnym celem tego rozdzialu jest scharakteryzowanie wszystkich osrodkowych prze-
strzeni Lindenstraussa X, dla ktérych dualna X* nie ma o(X*, X)-FPP. Nasze rozwazania
rozpoczniemy od przeanalizowania roli jaka odgrywa tutaj przestrzen c.

Twierdzenie 3.2 ([CMP2017], Theorem 3.2). JeZeli oSrodkowa przestrzen Banacha X
zawiera izometryczng kopie przestrzeni c, to X* nie ma o(X*, X)-FPP.

Powyzsze twierdzenie rozszerza wspomniany wczesniej wynik Smyth’a, a jego dowdd
opiera si¢ na nastepujacej obserwacji:

Stwierdzenie 3.3 ([CMP2017|, Proposition 3.1). Jezeli X jest osrodkowq przestrzenig
Banacha zawierajgcq izometryczng kopie przestrzeni ¢, to X zawiera podprzestrzen Y
zometryczng z ¢ i 1-komplementarng w X.
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Rzeczywiscie, jesli ¢ C X, to na mocy powyzszego stwierdzenia istnieje podprzestrzen
Y izometryczna z ¢ oraz rzut liniowy P : X — Y z ||P|| = 1. Wtedy operator sprzezony
P* : Y* = ¢ — X* jest stabo* ciagla izometrig z ¢* w X*. Wobec tego P*(S™) jest
wypukltym, o(X*, X)-zwartym zbiorem nie majacym FPP.

Uwaga 2 ([CMP2017], Remark 3.3). C. Lennard ([74], patrz Examples 3.2-3.3, str. 41-43)
podat przyktad wypuktego, stabo* zwartego zbioru C' C ¢* oraz przeksztatcenia kontrak-
cyjnego T : C' — C (tzn. [|T(z) — T(y)|| < ||z — y|| dla wszystkich x,y € C,z # y) bez
punktu statego. Zatem, przy zalozeniach poprzedniego twierdzenia, X* nie ma o(X*, X)-
FPP dla przeksztatcen kontrakcyjnych.

Uwaga 3 ([CMP2017], Remark 3.5). Niech X bedzie osrodkowa przestrzenia Banacha.
Przypusémy, ze istnieje ilorazowa X/Y izometryczna z c¢. Twierdzenie 3.2 pokazuje, ze
YL nie ma o(Y+, X/Y)-FPP, a stad réwniez X* nie ma o(X*, X)-FPP.

Zauwazmy, ze rozwazanie ilorazowej jest istotnym ostabieniem zatozenia w Twierdzeniu
3.2. Istotnie, na mocy Stwierdzenia 3.3 kazda o$rodkowa przestrzen Banacha zawierajaca
izometryczng kopie przestrzeni ¢ ma ilorazowa izometryczng z c. Ponadto, przestrzen
X = {1 nie zawiera zadnej kopii przestrzeni ¢ ale ma ilorazowsa izometryczna z c.

Powr6émy teraz do interesujacego nas przypadku Li-predualnych. Jak juz wczesniej
wspomnielismy, Lazar i Lindenstrauss [52] wykazali, ze kazda o$rodkowa L;-predualna,
ktorej dualna nie jest osrodkowa, zawiera podprzestrzen izometryczng z C(A), przestrzenia
funkcji cigglych na zbiorze Cantora A, wyposazong w standardowsg norme supremum.
Poniewaz C(A) jest uniwersalna dla przestrzeni orodkowych, wiec w szczegdlnosci zawiera
izometryczng kopie c¢. Otrzymujemy zatem nastepujacy

Whiosek 3.4 ([CMP2017], Corollary 3.4). Niech X bedzie osrodkowq przestrzenig Lin-
denstraussa, dla ktorej X* nie jest o$rodkowa. Wtedy X* nie ma o(X*, X)-FPP.

Wiadomo, ze jesli X jest przestrzenia Lindenstraussa, dla ktorej X* jest osrodkowa, to
X* = {,. Wobec tego jedynym interesujgcym nas przypadkiem jest klasa ¢;-predualnych,
a w kontekscie omawianych powyzej wynikow naturalne wydaja sie nastepujace pytania:

Przypusémy, ze X jest {1-predualng, dla ktorej ¢4 nie ma o(¢y, X)-FPP. Czy X zawiera
izometryczng kopie przestrzeni c? Czy X ma ilorazowq zawierajgcg izometryczng kopie c?

Okazuje sie, ze odpowiedz na powyzsze dwa pytania jest przeczaca. Kluczowy jest tutaj
nastepujacy wynik:

Stwierdzenie 3.5 ([CMP2017], Proposition 2.1). Niech f € ¢, = c¢* bedzie taki, Ze
[fll=14|f(1)] > 5. Wéwczas nastepujace warunki sq réwnowazne.

(1) Wy zawiera podprzestrzen izometryczng z c.
(2) |f(1)] = 3, {neN: f(1)f(n+1) > 0} jest skoriczony i {n € N: f(n+1) =0}

jest nieskonczony.

Przyktad 1 ([CMP2017], Example 2.4). Rozwazmy hiperplaszczyzne Wy, gdzie
1 11 1
f=Gry @)l
Wowcezas

o Wi ={, (patrz Twierdzenie 2.3);
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e W, nie zawiera izometrycznej kopii przestrzeni ¢ (patrz Stwierdzenie 3.5);
e (1 nie ma o(¢;, W;)-FPP (patrz Stwierdzenie 3.1).

Powyzsza hiperplaszczyzna ma jeszcze inng wlasnosé, wazng w kontekscie gtdwnego wy-
niku tego rozdziatu (Twierdzenie 3.7). Mianowicie,

o W; nie ma ilorazowej zawierajgcej izometryczng kopi¢ przestrzeni c.

Kolejny przyktad pokazuje, ze rowniez w klasie /1-predualnych rozwazanie ilorazowe;j
jest istotnym rozszerzeniem Twierdzenia 3.2.

Przyktad 2 ([CMP2017], Example 3.6). Rozwazmy przestrzein Wy, gdzie

11 1 1
f= <_2’4’0’_8’0’16’0"”) € l.
Wowczas:
o Wi =/{, (patrz Twierdzenie 2.3);
e Wy nie zawiera izometrycznej kopii przestrzeni ¢ (patrz Stwierdzenie 3.5).
Tym niemniej, istnieje ilorazowa przestrzeni Wy izometryczna z c. Istotnie, wystarczy
rozwazy¢ podprzestrzen

Y ={y € W;:y(2k) = 0 dla wszystkich k € N}

oraz przeksztalcenie T': ¢ — W;/Y dane wzorem

T(z) = (;x(O),x(l),x(O),:c(Q),x(O), 5 ) e

dla kazdego = € ¢. Mozna pokazaé, ze T jest izometrycznym izomorfizmem.

Powyzsze przyktady sugeruja, ze rozwigzanie naszego gtownego problemu ma bardzo
delikatng nature. Poniewaz przestrzenie Wy, ktérych dualne nie majg w*-FPP odegraja
wazng role w naszych rozwazaniach, wprowadzimy nastepujaca definicje.

Definicja 1 ([CMP2017], Definition 2.3). Méwimy, ze przestrzen Wy jest “zla w sensie
w*-FPP” (w skrocie “zla”), jezeli f € ¢; jest taki, ze ||f|| = 1, [f(1)] = i zbiér Nt =
{neN: f(1)f(n+1) < 0} jest nieskonczony.

Kolejny wynik jest “subtelniejsza” wersja Twierdzenia 3.2:

Twierdzenie 3.6 ([CMP2017], Theorem 3.7). Niech X bedzie oSrodkowq przestrzenig
Banacha. Jesli X zawiera izometryczng kopie “ztej” Wy, to X* nie ma o(X*, X)-FPP.

Uwaga 4 ([CMP2017], Remark 3.8). Niech X bedzie osrodkowa przestrzenia Banacha i
przypusémy, ze “zta” Wy jest podprzestrzenia ilorazowej X/Y przestrzeni X. Na mocy
Twierdzenia 3.6, Y nie ma o(Y+, X/Y)-FPP. Stad X* nie ma o(X*, X)-FPP.

Scharakteryzujemy teraz wszystkie ¢;-predualne X, dla ktérych nie zachodzi o (41, X)-
FPP. Jest to glowny wynik w pracy [CMP2017|. Kluczowy jest tutaj dowéd implikacji
(1) = (4), poniewaz pozwala on na opuszczenie restrykcyjnego zalozenia o zbieznosci
bazy w {1 uzytego w pracy M. A. Japén-Pinedy i S. Prusa ([39], Theorem 8).

Twierdzenie 3.7 ([CMP2017], Theorem 4.1). Niech X bedzie predualng przestrzeni (.
Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne.

(1) {1 nie ma o(¢1, X )-FPP dla przeksztatcen nieoddalajgcych.
(2) ¢y nie ma o(ty, X)-FPP dla izometrii.
(8) {1 nie ma o(ly, X)-FPP dla przeksztalcen kontrakcyjnych.
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(4) Istnieje podciqg (€}, Jren standardowej bazy (e )nen w1, ktory jest o(fy, X )-zbiezny
do elementu e* € {; takiego, Ze ||€*|| =1 oraz e*(ng) > 0 dla wszystkich k € N.

(5) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna ze “ztg” Wy.

(6) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawierajgca izometryczng kopie “ztej” W,,.

Uwaga 5 (|[CMP2017], Remark 4.2). Przypomnijmy, ze “zte” W, i W, w warunkach (5)
i (6) Twierdzenia 3.7 nie moga by¢ zastapione przez ¢ (patrz Przyktad 1).

Nie wiadomo, czy z faktu, ze /1 nie ma o(¢1, X)-FPP wynika, ze X zawiera izometryczna
kopie “ztej” Wy.

4. POLYHEDRALNOSC DLA PRZESTRZENI LINDENSTRAUSSA

Rozwazania dotyczace stabej* wtasnosci punktu statego, a w szczegdlnosci Stwierdzenie
3.5, doprowadzity nas do zaskakujacego odkrycia w teorii polyhedrali.

Przypomnijmy, ze rzeczywista przestrzen Banacha X nazywamy polyhedralem, jesli do-
mknieta kula jednostkowa dowolnej skonczenie wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni X
jest wielo$cianem (tzn. ma skonczong liczbe punktéw ekstremalnych lub, réwnowaznie,
powstaje jako przeciecie skoniczonej liczby domknietych pétprzestrzeni). Definicja ta zo-
stata wprowadzona przez Klee'go [47], ktory rozszerzyt definicje wypuktego, skoriczenie
wymiarowego wieloscianu na przypadek domknietej kuli jednostkowej Bx w nieskonczenie
wymiarowej przestrzeni Banacha X. Przestrzen cg jest klasycznym przyktadem przestrzeni
Lindenstraussa bedacej polyhedralem (patrz [47], Proposition 4.7). Ponadto Lindenstrauss
[57] wykazal, ze dualna dowolnej nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha nie jest
polyhedralem. W szczegblnosci, zadna nieskoniczenie wymiarowa przestrzen refleksywna, a
takze przestrzen /; nie sg polyhedralami. Przestrzen c jest przyktadem przestrzeni Linden-
straussa, ktéra nie jest polyhedralem. Elementarny dowod tego faktu podat Libor Vesely
(patrz [38]).

Podamy teraz przyktad ¢;-predualnej, ktérej domknieta kula jednostkowa ma punkt
ekstremalny ale przestrzen ta nie zawiera izometrycznej kopii c¢. Pokazuje to, ze wynik
Zippina [78] opublikowany w 1969 roku jest falszywy. Przypomnijmy zatem nastepujacy

Fakt 1. W uwadze A ostatniego rozdziatu pracy [M. Zippin, On some subspaces of Ba-
nach spaces whose duals are Ly spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 23 (1969), 378-385] autor
stwierdzit, ze kazda osrodkowa przestrzen Lindenstraussa, ktorej kula ma punkt ekstre-
malny, zawiera izometryczng (1-komplementarna) kopie przestrzeni c.

Podamy teraz warunek konieczny na to, aby osrodkowa przestrzen Banacha zawierata
izometryczng kopie przestrzeni c:

Twierdzenie 4.1 ([CMPV2016], Theorem 2.1). Niech X bedzie osrodkowq przestrzenig
Banacha. Jezeli X zawiera podprzestrzen liniowo izometryczng z c, to istniejg x € X oraz

cigg (v}) C ext(Bx~) takie, ze (v)) jest stabo* zbieiny do v*, vi(x) = v*(x) = ||v*]| =
||| =1 i ||v: £ v*|| =2 dla kazdego n € N.

Podkredlmy, ze wykazanie Twierdzenia 4.1 wymagalo uzycia innej niz w Stwierdzeniu
3.5 techniki dowodzenia. W przypadku, gdy X jest predualng przestrzeni ¢, otrzymujemy
nastepujacy
Whniosek 4.2 ([CMPV2016], Corollary 2.2). Niech X bedzie predualng przestrzeni (.
Jezeli X zawiera podprzestrzen izometryczng z c, to istniejg x € Bx oraz podcigg (e;k)keN

standardowej bazy (€} )nen w {1 takie, Ze:

(1) e 7 o supp e, N supp e* = O dla kazdego k € N, gdzie dla 2* € {; = X*

Nk

definiujemy supp z* := {i € N : x2*(i) # 0},
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(2) e& (z) =e*(x) =1 dla kazZdego k € N.

s

Przyktad 3 ([CMPV2016], Section 3). Rozwazmy nastepujaca hiperptaszczyzne w prze-

strzeni c:
(i) }
=0

W= {:z: = (2(1),2(2),...) € c: lima(i) = ij: 2

Na mocy Twierdzenia 2.3, W* = ¢, oraz
x o(LLW) (1 11 )
e — e = .

Zatem, korzystajac z Wniosku 4.2 (patrz réwniez Stwierdzenie 3.5) stwierdzamy, ze W
nie zawiera izometrycznej kopii przestrzeni c. Ale x = (1,1,...,1,...) € W jest punktem

ekstremalnym kuli By, (poniewaz jest punktem ekstremalnym kuli B.). Oznacza to, ze
wynik Zippina jest falszywy (patrz Fakt 1).

To wtasdnie to niespodziewane odkrycie zaprowadzito nas do zupetnie nieznanej nam
wtedy teorii polyhedrali. Nalezy tutaj podkresli¢, ze gtéwny wynik w pracy Zippina jest
prawdziwy i stanowi, ze kazda nieskonczenie wymiarowa Li-predualna zawiera izome-
tryczna kopie przestrzeni cy. Natomiast rezultat opisany w Fakcie 1 jest jedynie jednym
z koncowych komentarzy w jego pracy. Problem w tym, ze wkrétce potem zostat on
wykorzystany przez innych. Zacznijmy jednak od poczatku. W 1964 roku Lindenstrauss
sformutowal nastepujace

Twierdzenie 4.3 (J. Lindenstrauss, [58]). Niech X bedzie przestrzeniqg Banacha. Roz-
wazmy nastepujgce wiasnosci.
(1) X* = Ly(n) 1 X jest polyhedralem.
(2) Dla dowolnych przestrzeni Banacha Y C Z i kaZdego operatora zwartego T :Y —
X, istnieje zwarte rozszerzenie T : Z — X 2 HTH = ||T.

Wowczas zachodzi implikacja: (2) = (1).

J. Lindenstrauss postawit pytanie czy (1) = (2)? Odpowiedz na nie zostala podana kilka
lat p6zniej A. J. Lazara [50]. Wykorzystal on w tym celu geometryczng charakteryzacje
tej wlasnosci oparta o pojecie stabo* domknietego fejsu kuli: przypomnijmy, ze domkniety
i wypukly podzbiér F kuli By jest fejsem, jesli z warunku (1—N)z+ Ay € F dlaz,y € Bx
i A€ (0,1) otrzymujemy x,y € F. Ponadto fejs F' nazywamy wiasciwym, jesli F' # Bx.

Fakt 2. W pracy [A. J. Lazar, Polyhedral Banach spaces and extensions of compact
operators, Israel J. Math. 7 (1969), 357-364.] Twierdzenie 3 stanowi, ze dla dowolnej
przestrzeni Lindenstraussa X nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) X jest polyhedralem;

(2) X nie zawiera izometrycznej kopii ¢;

(3) Bx+ nie ma wlasciwych, nieskoriczenie wymiarowych, stabo* domknietych fejséw;

(4) dla dowolnych przestrzeni Banacha Y C Z i dla kazdego operatora zwartego 7' :

Y — X istnieje zwarte rozszerzenie T : Z — X z HTH = |7
Wiasno$¢ przestrzeni X opisana w punkcie (4) nazywaé bedziemy wlasno$cig rozsze-

rzania dla operatorow zwartych. Dowod powyzszego twierdzenia przebiegal nastepujaco:
(1) = (2) = (3) = (4) = (1), natomiast wspomniany wczesniej wynik Zippina zostal
wykorzystany w dowodzie implikacji (2) = (3).

Uwaga 6 ([CMPV2016], Section 3). Zbior

St = {(x(l),:c(Q),) eflzix(i)zl,x(i) 20,@'21,2,...}

i=1



LUKASZ PIASECKI 13

jest nieskoniczenie wymiarowym, o(¢y, W)-zwartym wtasciwym fejsem kuli B,,. Wobec
tego implikacja (2) = (3) jest fatszywa.

Wynik Lazara zostal nastepnie wykorzystany przez A. Gleita i R. McGuigana [26]:

Fakt 3. W pracy [A. Gleit, R. McGuigan, A note on polyhedral Banach spaces, Proc.
Amer. Math. Soc. 33 (1972), 398-404.], Twierdzenie 1.2 stanowi, ze dla dowolnej prze-
strzeni Lindenstraussa X nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) z*(z) < 1 dla kazdego = € Sx i x* € (ext(Bx+)) (wlasnos¢ (GM));

(2) X jest polyhedralem;

(3) X nie zawiera izometrycznej kopii c.

Dowéd powyzszego twierdzenia przebiegal nastepujaco: (1) = (2) = (3) = (1), a

dowdd implikacji (3) = (1) oparty byt na (falszywej) implikacji (2) = (3) w twierdzeniu
Lazara.

Uwaga 7 ([CMPV2016], Section 3). Przestrzen W nie ma wlasnosci (GM). Istotnie, na
mocy Twierdzenia 2.3, dla =z = (1,1,...,1,...) € Sy i z* = e* = (%,2%,2%,) €
(ext(Bw-)) mamy z*(x) = 1. Pokazuje to, ze implikacja (3) = (1) jest falszywa.

Fakt 4. W pracy [A. Gleit, R. McGuigan, A note on polyhedral Banach spaces, Proc.
Amer. Math. Soc. 33 (1972), 398-404.], Wniosek 2.7 stanowi, ze dla dowolnej przestrzeni
sympleksowej A(K) tzn. przestrzeni wszystkich funkeji afinicznych ciagtych na sympleksie
Choqueta K, z norma supremum, nastepujace warunki sa rownowazne:

(1) nie istnieje punkt z* € (ext(Bx-)) z ||z*|| = 1;

(2) X jest polyhedralem;

(3) X nie zawiera izometrycznej kopii c.

Dowdd powyzszego wniosku przebiegal nastepujaco: (1) = (2) = (3) = (1).

Uwaga 8 ([CMPV2016], Section 3). Przestrzen W jest izometrycznie izomorficzna z
przestrzenig A(ST). Oznacza to, ze implikacja (3) = (1) jest falszywa.

Uwaga 9 ([CMPV2016], Section 3). Przestrzenn W jest polyhedralem. Aby to wykazac,
wystarczy sprawdzi¢, ze spetnia ona nastepujacy warunek:

sup {z*(z) : 2" € ext(Bx~) \ D(z)} < 1

dla kazdego = € Sx, gdzie D(z) = {z* € Sx» : 2*(z) = 1}. Warunek ten zostal wpro-
wadzony przez B. Brosowskiego i F. Deutscha [15]. Nastepnie R. Durier i P. L. Papini

wykazali, ze implikuje on polyhedralno$¢ w ogélnym przypadku przestrzeni Banacha ([21],
Theorem 1).

Wobec Uwagi 9 oraz Uwagi 7, dowdd implikacji (3) = (2) w twierdzeniu opisanym w
Fakcie 3 jest bledny. Okazuje sie jednak, ze sama implikacja jest prawdziwa. Zacznijmy
od przypadku ¢;-predualnych:

Twierdzenie 4.4 ([CMPV2016], Theorem 4.1). Niech X bedzie predualng przestrzeni (.
Nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(1) X jest polyhedralem;

(2) X nie zawiera izometrycznej kopii c;

(3) sup{z*(x) : z* € ext (Bx+) \ D(x)} < 1 dla kazdego x € Sx (wlasno$é (BD)).

Oczywiscie wystarczy wykazaé, ze (2) = (3). Glownym narzedziem w dowodzie tej
implikacji jest wynik I. Gasparisa ([25], Theorem 1.1).
W ogdélnym przypadku przestrzeni Lindenstraussa mamy nastepujace
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Twierdzenie 4.5 ([CMPV2016], Theorem 4.3). Niech X bedzie przestrzenig Linden-
straussa. Nastepujgce wilasnosci sq rownowazne:

(1) X jest polyhedralem;

(2) X nie zawiera izometrycznej kopii c;

(3) X ma wlasnosé (BD).

Dowo6d powyzszego twierdzenia oparty jest na Twierdzeniu 4.4, pracy [77] oraz serii
innych znanych wynikéw, ktére mozna odnalezé w ksiazce Laceya [49].

Przypomnijmy, ze tancuch implikacji w twierdzeniu Lazara (patrz Fakt 2) zostal prze-
rwany. Wobec tego pytanie postawione przez Lindenstraussa, czy polyhedralnos¢ implikuje
wlasno$é rozszerzania dla operatoréw zwartych, wcigz pozostaje otwarte. Odpowiedz na
nie zawarta jest w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 4.6 ([CMPV2016], Theorem 5.1). Niech X bedzie przestrzenig Banacha.
Przypu$émy, Ze istnieje x € Sx taki, ze D(x) nie jest normowo zwarty. Wowczas istniejq
osrodkowa przestrzeri Banacha Z, komplementarna podprzestrzenn Y C Z oraz operator
zwarty T:'Y — X takie, ze T nie ma zwartego rozszerzenia T: Z — X z zachowaniem
normy.

Uwaga 10 ([CMPV2016], Section 5). Dla przestrzeni W i punktu z = (1,1,...,1,...) €
Sw mamy D(z) = ST (patrz Twierdzenie 2.3). Zatem, na mocy Twierdzenia 4.6, W
nie ma wlasnosci rozszerzania dla operatoréw zwartych. Wobec Uwagi 9 stwierdzamy, ze
implikacja (1) = (4) w twierdzeniu Lazara jest falszywa. Oznacza to, ze odpowiedz na
pytanie postawione przez Lindenstraussa jest przeczaca.

Kolejny wynik podaje warunek konieczny i dostateczny na to, aby przestrzen Banacha
miata wlasnos¢ rozszerzania dla operatoréow zwartych.

Twierdzenie 4.7 ([CMPV2016], Theorem 5.3). Niech X bedzie nieskonczenie wymiarowg
przestrzeniq Banacha. Nastepujgce warunki sg rownowazne.

(1) X jest przestrzeniq Lindenstraussa, dla ktorej kazdy zbior D(x) (v € Sx) jest
skonczenie wymiarowy (wlasnosé A w [24]).

(2) Dla dowolnych przestrzeni Y C Z, kazdy operator zwarty T:Y — X dopuszcza
rozszerzenie T: Z — X bedgce operatorem zwartym z zachowaniem normy.

Okazuje sie, ze w przeciwienstwie do polyhedralnosci, warunek (3) w twierdzeniu Lazara
jak réwniez wlasno$é (GM) w twierdzeniu Gleita i McGuigana sa réwnowazne wlasnosci
rozszerzania dla operatoréw zwartych i jest to prosta konsekwencja innego wyniku Lazara
(Proposition 1 w [50]). Powrécimy jeszcze do tego zagadnienia w rozdziale 6.

Uwaga. Warto tutaj wspomnie¢, ze profesor Mordecay Zippin po zapoznaniu sie z na-
szymi wynikami uznal nasze racje i w swojej najnowszej pracy [Correction to “On some
subspaces of Banach spaces whose duals are Ly spaces”, Proc. Amer. Math. Soc. (2018)
DOTI: 10.1090/proc/14196] zaprezentowal dwie poprawne wersje uwagi A oraz krétki do-
wod gtéwnego wyniku z 1969 roku. Kluczowsg role w jego rozwazaniach odgrywaja hiper-
ptaszczyzny w przestrzeni c.

5. STABILNOSC SLABEJ* WEASNOSCI PUNKTU STALEGO W /;

W niniejszym rozdziale scharakteryzujemy osrodkowe przestrzenie Lindenstraussa X,
dla ktoérych dualna X* ma stabilng stabg* wtasnos¢ punktu statego. Ponadto, dla kazdej
z nich podamy doktadng wartos¢ stalej stabilnosci stabej* wtasnosci punktu statego.
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Ogélnie mowiac, zagadnienie stabilnosci wtasnosci punktu stalego zajmuje sie naste-
pujacym pytaniem: przypus$émy, ze przestrzen Banacha X ma wlasnos¢ punktu statego;
czy wlasno$é ta jest zachowana dla przestrzeni bliskich przestrzeni X w sensie odlegtosci
Banacha-Mazura? Przypomnijmy, ze odlegltos¢ Banacha-Mazura pomiedzy izomorficzny-
mi przestrzeniami X i Y dana jest wzorem:

d(X,Y) = inf{quH Hgb*H . ¢ jest izomorfizmem z X na Y} .

Przytoczymy teraz kilka znanych wynikéw dotyczacych stabilnej wtasnosci punktu sta-
tego.

e Przestrzenie L,(11) maja stabilng wlasnosé punktu statego dlap € (1, 00). Pierwszy
tego typu wynik pochodzi od K. Goebla i W. A. Kirka [30] i dotyczy on whasnosci
punktu statego dla przeksztatcen jednostajnie lipschitzowskich: przypomnijmy, ze
przeksztatcenie T : C' — C' okreslone na niepustym podzbiorze C' przestrzeni
Banacha X nazywamy jednostajnie k-lipschitzowskim, jesli dla wszystkich x,y € C
i dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosc¢

[Tz =Tyl <kl —yll.

Autorzy wykazali, ze jesli X jest jednostajnie wypukla przestrzenia Banacha z mo-
dutem wypuktosci dx, C jest niepustym, ograniczonym, domknietym i wypuklym
podzbiorem X, a v stata bedaca rozwigzaniem rownania

a2

to dla kazdej statej k& < v dowolne jednostajnie k-lipschitzowskie przeksztatcenie
T : C — C ma punkt staly w C. Oczywiscie dla kazdej jednostajnie wypuktej
przestrzeni Banacha mamy v > 1, a w przypadku przestrzeni Hilberta v = ?
Nastepnie wynik ten zostal poprawiony i uogélniony na przypadek przestrzeni
metrycznych przez E. A. Lifshitza [53]. Wykazal on, ze w przypadku przestrzeni
Hilberta teza powyzszego twierdzenia pozostaje prawdziwa dla stalej k < /2.
Nie wiadomo, czy to oszacowanie jest doktadne. Znany przyktad J. B. Baillona
[5] pokazuje, ze nie moze ono przekroczy¢ 7. Zauwazmy, ze jesli dla pewnego
v > 1 przestrzen X ma wlasno$¢ punktu statego dla przeksztatcen jednostajnie
lipschitzowskich ze stala k < v, to Y ma FPP, oile d(X,Y) < 7.

p—1

p

e Jesli X jest przestrzenia Banacha taka, ze d(X,/,) < (1 + 21’%1) dla pewnego
1 < p < oo, to X maFPP (T. Dominguez Benavides, [9]). W szczegélnosci, jesli
p = 2, to otrzymujemy oszacowanie d(X,¢y) < v/3. Wynik ten zostal poprawiony
przez Pei-Kee Lina [55]. Wykazal on, ze jesli X jest przestrzenig Banacha izomor-

ficzna z przestrzenia Hilberta H, dla ktérej d(X, H) < 4/ Lg/ﬁ, to X ma FPP. Na-
stepnie oszacowanie to zostato nieznacznie poprawione przez E. Mazcunan-Navarro
[62]. Autorka wykazala, ze konkluzja powyzszego twierdzenia pozostaje prawdzi-

wa przy zatozeniu d(X, H) < \/E’JFT‘/ﬁ. Tym niemniej fundamentalne pytanie o
istnienie przestrzeni refleksywnej nie posiadajacej FPP wcigz pozostaje otwarte.

o Jesli X jest przestrzenia Banacha taka, ze d(X, cy) < 2 lub d(X,¢) < 2, to X ma
w-FPP (J. Borwein, B. Sims, [13]). Nie wiadomo, czy powyzsze oszacowania sa
doktadne.

e Jesli Y jest przestrzenia Banacha, dla ktérej d(¢41,Y) < 2, to Y ma w*-FPP (P.
M. Soardi, [76]). Ponadto przyktad pochodzacy od T. C. Lima [54] pokazuje, ze
oszacowanie to jest doktadne.
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Chociaz we wspomnianym wyzej twierdzeniu Soardiego nie jest to wyraznie zaznaczone,
autor zaktada, ze zaro6wno przestrzen ¢, jak i Y wyposazone sg w topologie staba* gene-
rowang przez cg. Poniewaz Y nie musi by¢ przestrzenig dualng, powyzsze podejscie nie
pozwala na rozwazanie prawdziwej w*-FPP. W celu uniknigcia tej niepozadanej sytuacji
zdecydowaliSmy sie na wprowadzenie innej definicji stabilnej w*-FPP (patrz [CMPP2018],
Definition 3.2): méwimy, ze przestrzen X* ma stabilng o(X*, X)-FPP, jesli istnieje v > 1
taka, ze Y* ma o(Y*,Y)-FPP o ile d(X,Y) < .

Przypomnijmy, ze o$rodkowe przestrzenie Lindenstraussa, dla ktéorych dualne maja
stabg® wtasnos¢ punktu statego, zostaly scharakteryzowane w Twierdzeniu 3.7. Przy-
toczymy je tutaj w nieco zmienionej postaci, blizszej w swej wymowie wlasnosciom poly-
hedralnym, do ktoérych wrécimy w nastepnym rozdziale:

Twierdzenie 5.1 ([CMPP2018], Theorem 2.1). Niech X bedzie osrodkowq przestrzenig
Lindenstraussa. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne.

(i) X* ma o(X*, X)-FPP.
(#i) Nie istnieje nieskoriczony zbior C' C ext(Bx~) taki, Ze COHV(C)* C Sx-.

Wiemy, ze jesli X jest osrodkowa przestrzenia Lindenstraussa, dla ktorej X* nie jest
osrodkowa, to X* nie ma w*-FPP. Wobec tego jedynym interesujacym nas przypadkiem
sg predualne przestrzeni /;.

Gléwnym wynikiem w pracy [CMPP2018] jest nastepujace

Twierdzenie 5.2 ([CMPP2018], Theorem 3.5). Niech X bedzie predualng przestrzeni (.
Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne.

(i) {1 ma stabilng o(¢1, X)-FPP.
(i3) (ext(By,)) C rBy, dla pewnego 0 < r < 1.

Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze wykazanie Twierdzen 5.2 i 3.7 wymagalo uzycia dwdch
zupetnie innych technik dowodzenia.

Gléwna idea w dowodzie implikacji (i) = (i4) w Twierdzeniu 5.2 polega na modelowaniu
ksztattu kuli w taki sposob, aby bez znajomosci konkretnego wzoru na norme mozna byto
stwierdzi¢, ze pewne przeksztalcenie bez punktu statego jest nieoddalajace. Natomiast
w dowodzie implikacji (ii) = (i) kluczowa role odegraly techniki wprowadzone przez
Soardiego w pracy [76] oraz nastepujacy lemat:

Lemat 5.3 ([CMPP2018], Lemma 3.3). Niech X bedzie predualng przestrzeni (.
(a) Dla kazdego ciggu {z:} C {1 zbieznego po wspdlrzednych do zf i takiego, Ze
lim,, oo ||z} — x| istnieje, spelniony jest warunek

lim lim ||z} —x

m—00 N—00

ol =2 lim 25 — 23]
Jesli dodatkowo (ext(By,)) C rBy, dla pewnego 0 < 7 < 1, to:
(b) dla kazdego ciggu {xX} C {1, ktory jest o({1, X)-zbieiny do x* oraz zbieiny po
wspotrzednych do 0, mamy
Ja*]) < rliminf 23] ;
(c) dla kazdego ciggu {x}} C {1, ktory jest o({y, X)-zbiezny do x*, z doktadnoscig do
podciggu, mamy

1
7 Jim lim |er — ||

m—0o0 N—00

. * *
dim [[z, —2"[| <
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Przejdziemy teraz do oméwienia ilosciowych aspektéw stabilnej stabej* whasnosci punk-
tu stalego. W tym celu dla kazdej przestrzeni Banacha X, dla ktorej X* ma o(X*, X)-FPP,
wprowadzimy nastepujaca stala stabilnosci:

Y(X)=sup{y>0:d(X,Y)<y=Y" mao(Y",Y)FPP}.
Jak si¢ za chwil¢ przekonamy, dla dowolnej predualnej X przestrzeni ¢; warto$é¢ sta-
tej v*(X) zalezy jedynie od promienia r*(X) najmniejszej kuli zawierajacej wszystkie
o(¢1, X)-punkty skupienia zbioru punktéw ekstremalnych kuli By,:

r(X) =inf {r > 0: (ext(By,)) C By }.

Dow6d implikacji (ii) = (i) w Twierdzeniu 5.2 pokazuje, ze jesli d(V, X) < 37, to Y*
ma o(Y*Y)-FPP. Zatem
2
X)) > —m—.
T T
Ponadto, jesli r*(X) = 1, to, korzystajac z implikacji (i) = (i7) w Twierdzeniu 5.2,
otrzymujemy 7*(X) = 1. Jesli 7*(X) = 0, to X jest izometryczna z c¢o. Wobec tego,
przyktad pochodzacy od T. C. Lima [54] pokazuje, ze w tym przypadku v*(X) = 2.

Podobnie jak to uczyniliSmy w pracy [CMPP2017], zmienimy teraz notacje dla hi-

perplaszczyzn w przestrzeni c. Mianowicie, dla kazdego e* = (e*(1),e*(2),...) € By,
definiujemy

Wer = {:c = (z(1),2(2),...) € c: lim x(i) = ie*(z)x(z)} :
1—00 -1
Zbiér W« jest hiperptaszczyzng w c,
We ={x€c: f(r)=0}= {x €c: f(l)llir(r)lox(z) —I—if(iqL Dz(i) = 0},
i=1

gdzie

T NN N, P

Ll 1 Nelly, " T llexlly, ™" 1 llefly, ™

Na mocy Twierdzenia 2.3,
* U(Zlvwe*) *
. — e

Gléwny wynik w pracy [CMPP2017] stanowia Stwierdzenia 5.4, 5.5 1 5.6 zaprezentowane
ponizej. Przez ||-|| 1 |-, oznaczamy tutaj, odpowiednio, standardowa norme w ¢ i /;.

Stwierdzenie 5.4 ([CMPP2017], Prop. 2.2). Niech e* = (e*(1),...,€e*(n),0,0,...) € {4
iry = le*], € (0,1). Dla kazdego x € W« potézmy

]|, = (HRmHm v, HRnx’Hoo + HRnx*HOO v, HRnx+HOO) V(14 70) || Pazll., -

Wtedy
(Wee, [I-N1)" = (61, |-],),
gdzie

IL+r, 1+7r, 1+7,
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a izometryczny izomorfizm ¢ : (€1, |],)) — (We=, ||-||,,)* dany jest wzorem:

,_.

gdzief:(f(lhf(?),---)661iﬂf—(()93(2% ) € We

Stwierdzenie 5.5 ([CMPP2017], Prop. 2.3). Niech e* = (e*(1),...,€e*(n),0,0,...) € {4
irn = le*|, €(0,1). Wtedy (We-, [|-][,,)* = (1, ]],,) nie ma w*-FPP.

Stwierdzenie 5.6 ([CMPP2017], Prop. 2.4). Jesli X jest predualng przestrzeni (1 z

T*<X) S (071)7 to ’}/*(X) < 1_|_7~+(X)

W dowodzie gtéwnego wyniku przydatny byt réwniez nastepujacy techniczny lemat,
bedacy konsekwencja wynikéw zawartych w pracy Ostrovskiego [67] (pozwolil nam na

pominiecie konkretnych wzoréw na izomorfizmy, co skrocito zapisy w dowodzie gtéwnego
wyniku w pracy):

Lemat 5.7 ([CMPP2017]|, Lemma 2.1). Niech {z%} C X* bedzie ciggiem zbieznym w
sensie normy do x*. Wtedy

lim d(kerz* kerz)) = 1.

n—oo
Ostatecznie, biorac pod uwage Twierdzenie 5.2 oraz Stwierdzenie 5.6 (wraz ze Stwier-

dzeniami 5.4 oraz 5.5), otrzymujemy dokladna wartosé statej v*(X), dla kazdej z osobna
(1-predualnej X:

Twierdzenie 5.8 ([CMPP2017], Theorem 2.5). Niech X bedzie predualng przestrzeni (.
Jezeli 6y ma o(ly, X)-FPP, to

. B 2
Y (X)—m-

Nalezy tutaj podkresli¢, ze technika dowodzenia implikacji (i) = (i7) w Twierdzeniu
5.2 jest zupelnie inna niz ta zaprezentowana w dowodach Stwierdzen 5.4-5.6.

W dalszej czesci pracy [CMPP2017] rozwazamy stabilno$é stabej* wlasnosci punktu
stalego w ograniczonych ramach ¢;-predualnych. Mianowicie, dla predualnej X przestrzeni
¢, spelniajacej o(¢1, X)-FPP, jestesmy zainteresowani oszacowaniem nastepujacej statej:

n"(X)=sup{n>0:Y" =4,dX,Y)<n=Y" ma o((,,Y)-FPP}.

Doktadng wartosé statej n*(X) otrzymalidmy w przypadku, gdy X = ¢y. Zauwazmy
najpierw, ze n*(co) < 3, co jest natychmiastowa konsekwencja wyniku M. Camberna [19]
moéwiacego, ze d(co, ¢) = 3. Poniewaz dla dowolnej ¢;-predualnej X mamy v*(X) < n*(X),
to 2 < n*(cp) < 3. Okazuje sig, ze n*(c) = 3:

Twierdzenie 5.9 ([CMPP2017], Theorem 3.7). Niech X bedzie predualng przestrzeni £y
1zomorficzng z co. Przypus$émy, ze X* nie ma w*-FPP. Jesli'T : X — cq jest izomorfizmem
2| T =1, to [T > 3.

W dowodzie powyzszego wyniku wykorzystaliémy Twierdzenie 3.7, Stwierdzenie 3.5
oraz nastepujace

Stwierdzenie 5.10 ([CMPP2017], Prop. 3.4). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha za-
wzemj@ccg izometryczng kopie przestrzeni c i niech T : ¢co — X bedzie operatorem liniowym

‘na” z |T|| = 1. Jesli T : X/kerT — Y oznacza przeksztatcenie dane wzorem T = T,
gdzie m: X — X/kerT jest przeksztatceniem ilorazowym, to || T~ > 3.
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W dowodzie Stwierdzenia 5.10 kluczowa role odegrat wynik z pracy D. E. Alspacha [1]
oraz Y. Gordona ([37], Theorem 2.1).

Istnieje wiele ¢;-predualnych X | dla ktérych ¢4 ma o(¢1, X)-FPP id(X, ) = 3. W przy-
ktadzie, ktéry zaprezentujemy tutaj, skorzystamy z nastepujacego wyniku:

Stwierdzenie 5.11 ([CMPP2017], Prop. 3.8). Jesli a € Sy,, to d(co, Wy) = 3.
Ty T 4T ®y

przestrzen W, jest ¢i-predualng oraz d(cy, W,) = 3 (Stwierdzenie 5.11). Ponadto, ¢; ma
o(ty, W, )-FPP (Stwierdzenie 3.1).

Przyklad 4 ([CMPP2017], Example 3.9). Niech o = (=4, —1,—4,... ) € Si,. Wowczas

Analiza dowodu Stwierdzenia 5.11 pokazuje, ze d(Wa,co) < 1+ 2|al, dla kazdego
a € By,. Nierownos¢ ta wraz ze Stwierdzeniem 5.11 oraz Twierdzeniem 5.2 pozwalaja
nam na scharakteryzowanie statej stabilnosci v*(W,) w terminach odleglosci Banacha-

Mazura d(W,, cp):

Whiosek 5.12 ([CMPP2017], Corollary 3.10). Niech o € By, bedzie takie, Ze ¢4 ma
o(ly,W,)-FPP. Wowczas v*(Wy) > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy d(Wy,cy) < 3.

6. GEOMETRYCZNE ROWNOWAZNIKI WEASNOSCI POLYHEDRALNYCH
DLA /;-PREDUALNYCH

Po ukazaniu sie pracy Klee’ego polyhedralnosé byta szeroko badana i wprowadzono kilka
roznych definicji. W obrebie przestrzeni Lindenstraussa X mozemy wyrdézni¢ nastepujace:
(pol-i): (ext(Bx-))' € {0} ([60]);

(pol-ii): (ext(Bx-))" C rBx- dla pewnego 0 < r < 1 ([24]);

(pol-iii): (ext(Bx-~)) C int(Bx-) ([24]);

(pol-iv): nie istnieje nieskoriczony zbiér C' C ext(By-) taki, ze conv(C) C Sx-
(wlasnosé (pol-iii) w [CMPP2018]);

e (pol-v): nie istnieje nieskonczenie wymiarowy stabo* domkniety wtasciwy fejs kuli

Bx- ([50]);

e (pol-vi): z*(x) < 1 jedli tylko x € Sx i 2* € (ext(Bx-))" ([26));
e (pol-vii): zbiér ext(D(z)) jest skoniczony dla kazdego z € Sx (wlasno$¢ (A) w

[24]);

e (pol-viii): sup {z*(z) : z* € ext(Bx~) \ D(z)} < 1 dla kazdego = € Sx ([15]);
e (pol-K): kula jednostkowa dowolnej skonczenie wymiarowej podprzestrzeni prze-
strzeni X jest wieloscianem ([47]).

Ponadto, rozwazymy nastepujace wtasnosci przestrzeni X i jej dualnej X*:
e w*-NS: X* ma stabg" strukture normalng (w skrocie, o(X*, X)-NS lub w*-NS),
jesli kazdy wypukty, o(X*, X)-zwarty zbiér C' C X* o dodatniej $rednicy ma
punkt niediametralny, tzn. istnieje * € C' taki, ze

sup {[la* — y'l| : y* € C} < diam(C) := sup {|a* — y"|| : 2", 4" € O}

(patrz [14] i [72]).

o w*-KK: X* ma stabg" wlasnosé Kadeca-Klee (w skrocie, o(X* X)-KK lub w*-
KK), jesli dla kazdego ciagu (z) w Sx«, ktory jest o(X*, X)-zbiezny do x* € Sx-~,
mamy lim ||z, —2*[| = 0.
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w*-UKK: X* ma jednostajng stabg® wilasnosé Kadeca-Klee (w skrocie, o(X*, X)-
UKK lub w*-UKK), jesli dla kazdego £ > 0 istnieje d > 0 taka, ze jesli ciag (7))
w Bx+ jest o(X*, X)-zbiezny do z* i

sep{z;} :=inf {||z; —a),|| : n #m} > ¢,
to |lz*]| < 1 —26.
w*-GGLD: X* ma wogdlniong stabg® wlasnosé Gosseza-Lami Dozo (w skrocie,

o(X*, X)-GGLD lub w*-GGLD), jesli
Jim i) <l ) -

*

dla kazdego ciagu (x) w X* o(X*, X)-zbieznego do 0, dla ktérego obie granice
istniejg 1 lim |27 || # 0 (patrz [40] oraz ([10], Definition 3)).
w*-O: X* ma stabg* wlasnosé Opiala (w skrocie, o(X*, X)-O lub w*-0), jesli

lim inf ||27 || < liminf [[2* + 27 ]

dla kazdego ciagu (z) w X* o(X*, X)-zbieznego do 0 i kazdego z* # 0 (patrz [66]
i[72]).

w*-UO: X* ma jednostajng stabg® wlasnosé Opiala (w skrécie, o(X*, X)-UO lub
w*-U0), jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje r > 0 takie, ze

1+ 7 < liminf ||2* + 27|
n—oo

dla kazdego z* € X* z ||z*|| > ¢ i kazdego ciagu (z}) w X* o(X*, X)-zbieznego
do 0, dla ktorego liminf ||z || > 1 (patrz [71] i [72]).

F.N.E.P.: X ma wlasnosé¢ rozszerzania dla operatorow skonczenie wymiarowych
(w skrocie F.N.E.P. od angielskiej nazwy the finite-dimensional norm-preserving
extension property for bounded operators with a finite dimensional range), jesli
dla dowolnych przestrzeni Banacha Y C Z i dla kazdego ograniczonego operatora

T:Y — X z dim(T(X)) < oo istnieje rozszerzenie T : Z — X z HTH =7 i

dim(T(Z)) < oo (patrz [58]).

C.N.E.P.: X ma wlasnos¢ rozszerzania dla operatoréw zwartych (w skrocie, C.N.E.P.
od angielskiej nazwy the compact norm-preserving extension property for compact

operators), jesli dla dowolnych przestrzeni Banacha Y C Z i dla kazdego operatora

zwartego T : Y — X istnieje zwarte rozszerzenie T : Z — X z Hf” = ||| (patrz

[58]).

Niech X bedzie ¢i-predualng. Ponizszy diagram przedstawia wszystkie relacje pomie-

dzy réznymi wtasnosciami polyhedralnymi przestrzeni X, C.N.E.P., F.N.E.P. jak rowniez
w*-NS, w*-FPP, w*-GGLD, w*-KK, stabilng w*-FPP, w*-UKK, w*-O oraz w*-UO w prze-
strzeni dualne;j.
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o(f1, X)-0 stabilna o(¢1, X)-FPP o(f1, X)-GGLD (1, X)-FPP C.N.E.P. F.N.E.P.
(pol—i) _ (pol-ii) _ (pol-]]l) _ (po]-iv) _ (pol-v) _ (pol-viii)

ﬂ be

o(41,X)-UO o(41,X)-UKK o(ly o(£1,X)-NS (pol-vi) (pol-K)

X =co (pol-vii) c¢ X

Implikacje (X = ¢p) = o(f1, X)-UO = o(¢1, X)-O = (pol-i) = (pol-ii) = (pol-iii) =
(pol-iv) = (pol-v) oraz (pol-vi) = (pol-vii) sa tatwe do wykazania. Implikacja (pol-i) =
(X = ¢y) wynika z ([21], Proposition 2). Implikacja (pol-K) = (¢ € X) wynika z faktu,
ze ¢ nie jest polyhedralem. Rownowaznosé F.N.E.P. < (pol-K) zostata wykazana w ([58],
Proposition 2). Implikacje (pol-v) = C.N.E.P. wykazano w ([50], Theorem 3). Implikacja
(pol-viii) = (pol-K) zachodzi dla dowolnej przestrzeni Banacha (patrz [21], Theorem 1).
Implikacja (pol-v) = (pol-vi) wynika z ([26], Twierdzenia 1.2). Implikacja C.N.E.P. =
(pol-K) zostata wykazana w [58]. Implikacja (¢, X)-FPP = (pol-iv) wynika z [39].

Implikacja (pol-iv) = o(¢1, X)-FPP zachodzi na mocy Twierdzenia 3.7 (patrz réwniez
Twierdzenie 5.1). Réwnowaznos¢ [stabilna (¢, X)-FPP < (pol-ii)] jest trescia Twier-
dzenia 5.2 oraz Twierdzenia 5.8. Implikacje (¢ € X) = (pol-K) i (pol-K) = (pol-viii)
zachodza na mocy Twierdzenia 4.4. Implikacja (C.N.E.P.) = (pol-vii) wynika z Twier-
dzenia 4.7. ITmplikacja (pol-vii) = (pol-v) jest konsekwencja nastepujacego lematu:

Lemat 6.1 ([CMPP2018], Lemma 4.3). Niech X bedzie przestrzeniqg Lindenstraussa i
niech F' bedzie o(X*, X)-domknietym wlasciwym fejsem kuli Bx«. Wtedy istnieje v € Sx
taki, ze FF C D(x).

Réwnowaznosci o (¢, X)-UKK < (pol-ii), o(¢1, X)-NS < (pol-iv) i o(¢1, X)-KK &
(pol-iil) < o(f1, X)-GGLD sa trescia Stwierdzen 6.2-6.3 oraz Twierdzenia 6.4 zaprezen-
towanych ponizej.

Stwierdzenie 6.2 ([P2018], Proposition 2.1). Niech X bedzie predualng przestrzeni (.
Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne.

(1) {1 ma wilasnosé o(l1, X)-UKK.

(2) (ext(By,)) C rBy, dla pewnego 0 <1 < 1.

Stwierdzenie 6.2 wraz z Twierdzeniem 5.2 pokazuja, ze dla przestrzeni ¢, z predualng
X, stabilna o (¢, X)-FPP jest réownowazna o (¢, X )-UKK.

Stwierdzenie 6.3 ([P2018], Proposition 2.2). Niech X bedzie predualng przestrzeni (.
Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne.

(Z) 61 ma O'(gl,X)-NS.
(2) Nie istnieje nieskoriczony zbior C' C ext(By,) taki, ze conv(C) C Sy,.
Stwierdzenie 6.3 wraz z Twierdzeniem 3.7 (patrz réwniez Twierdzenie 5.1) pokazuja, ze
przestrzen (1, z predualng X, ma o ({1, X)-FPP wtedy i tylko wtedy, gdy ma o(¢;, X)-NS.

Twierdzenie 6.4 ([P2018], Theorem 2.3). Niech X bedzie predualng przestrzeni {1. Wow-
czas nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(1) {1 ma wilasnosé o(l1, X)-KK.
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(2) ¢ ma wilasnosé o(t, X)-GGLD.

(3) (ext(By,)) C int(By,).

(4) Dla kazdego ciggu (xF) w €y takiego, ze (x}) jest o(ly, X )-zbiezny do x* i (x}) jest
zbiezny do 0 po wspdirzednych oraz ligr_{ g}f |lzk]| > 0, mamy

Ja* || < lim inf [l

Twierdzenie 6.4 odegra wazna rol¢ w Przyktadach 9-10 omawianych w rozdziale 7.

Zakonczymy ten rozdzial przyktadami pokazujacymi, ze zadna z jednokierunkowych
implikacji w naszym diagramie nie moze zosta¢ odwrocona. Wykorzystamy w tym celu
omawiane juz wezesniej hiperpltaszezyzny w przestrzeni ¢: dla a = (a(1),a(2),...) € By,
niech .

W, = {x = (z(1),2(2),...) € ¢: lim z(i) = Za(z)x(z)} :
e i=1
Przyktad 5 ([CMPP2018], Example 4.7). Niech o = (r/2,7/2,0,0,...) € {;dla0 <7 <
1. Woweczas (e}) jest o(¢1, W,)-zbiezny do «, co pokazuje, ze [(pol-ii) % (pol-i)].

Przyktad 6 ([CMPP2018], Example 4.8). Niech o = (—1/2,—1/4,—-1/8,...) € ¢;.
Wtedy W, ma whlasnosé (pol-iv) ale (e) jest o(f1, Wy )-zbiezny do a € Sy,. Zatem
[(pol-iv) % (pol-iii)].

Przyktad 7 ([CMPP2018], Example 4.9). Niech a = (1/2,—1/4,1/8,—-1/16,...) € ¢;.
Wtedy W, ma wtasnos$¢ (pol-v). Jednakze, rozwazajac zbior C' = {e7, e}, ef, ...} mozemy
tatwo zaobserwowad, ze W, nie ma whasnosci (pol-iv). Zatem [(pol-v) % (pol-iv)].

Przyktad 8 ([CMPV2016], Section 3). Niech a = (1/2,1/4,1/8,...) € ¢;. Wtedy W,
ma wlasnosé (pol-viii) ale nie ma (pol-v). Zatem [(pol-viii) # (pol-v)].

Ponadto, Przyktady 9 oraz 10 w rozdziale 7 pokazuja, ze [(pol-iii) # (pol-ii)].

7. O ¢;-PREDUALNYCH ODLEGLYCH O 1

Przypomnijmy, ze dualna X* przestrzeni X nie ma stabilnej o(X*, X)-FPP, jesli dla
kazdego ¢ > 0 istnieje przestrzen Y taka, ze Y* nie ma o(Y*,Y)-FPP i d(X,Y) <1+e.
Oczywiscie staba® wlasno$¢ punktu statego jest izometrycznie niezmiennicza tzn. jesli
X* ma o(X*, X)-FPP, to to samo jest prawda dla dowolnej przestrzeni Y*, o ile Y jest
izometryczna z X. Jednak fakt, ze d(X,Y) = 1 nie oznacza, ze X 1Y sa izometryczne.
Pierwszy przyktad takich przestrzeni zostal podany przez Czestawa Bessage i Aleksandra
Petcezyniskiego [68]. Wobec tego zasadne jest nastepujace pytanie:

Czy istniejg przestrzenie Banacha X 1Y takie, ze X* ma o(X*, X)-FPP, Y* nie ma
o(Y*Y)-FPPid(X,Y)=17

W rzeczywistosci problem ten zapoczatkowal nowg $ciezke badan zwiazana z subtel-
niejszym podejsciem do ogdlnie pojetego zagadnienia braku stabilnosci geometrycznych
whasnosci przestrzeni Banacha (patrz [P2018]). Mianowicie, bedziemy méwili, ze dana wta-
snos¢ P nie jest niezmiennicza przy odleglosci Banacha-Mazura 1, jesli istnieja dwie prze-
strzenie Banacha X 1Y takie, ze X ma wtasno$¢ P, Y nie ma tej wlasnosciid(X,Y) = 1.
Ponadto, bedziemy moéwili, ze wlasnos¢ P jest niezmiennicza przy odleglosci Banacha-
Mazura 1, jesli dla dowolnej pary przestrzeni X 1Y z d(X,Y) = 1, X ma wlasnos¢ P
wtedy i tylko wtedy, gdy Y ma wtasnos¢ P.

Gléwne wyniki w pracy [P2018] dotycza osrodkowych przestrzeni Lindenstraussa. Naj-
pierw podajemy kilka geometrycznych réwnowaznikéw dla wtasnosci polyhedralnych /-
predualnych (patrz Stwierdzenie 6.2, Stwierdzenie 6.3 i Twierdzenie 6.4 w poprzednim
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rozdziale). Nastepnie pokazujemy, ze nawet w zawezonej klasie ¢;-predualnych, wiekszos$é
wlasnosci polyhedralnych (oznaczonych przez (pol-iii)-(pol-viii) i (pol-K)) oraz ich geo-
metryczne réwnowazniki (patrz diagram w poprzednim rozdziale) nie sa niezmiennicze
przy odlegtosci Banacha-Mazura 1 (patrz Przyktady 9-10). W tym kontekscie uzyteczny
bedzie nastepujacy

Lemat 7.1 ([P2018], Lemma 3.1). Niech (X)), bedzie ciggiem przestrzeni Banacha
izomorficznych z przestrzenig Banacha X i spelniajgcych warunek lim,, o, d(X,, X) = 1.

Niech
Y = (ZXn> /A (X@Zan> .
n=1 co co

n=2
Wowczas d(Y,Z) = 1. Ponadto, konkluzja ta pozostaje prawdziwa jesli zastapimy co-sume
prostqg przez Ly-sume prostg z 1 < p < 00.

Przyktad 9 ([P2018], Example 3.2). Niech z* = (1,0,0,...) € ¢;. Przestrzenie X i Y
definiujemy jako co-sumy proste odpowiednich hiperptaszczyzn w przestrzeni c:

n=1 co Co

n=2

Wtedy X* = (302, 1), =0, Y™ = (L X0, 4),, = oraz

(ext(By+)) = {(0,0,...)}u©1 i(O,...,O,nn

—0,0,0..) b Cint(By,).

n—1

Zatem, na mocy Twierdzenia 3.7, {1 ma o ({1, X)-FPP. Jednakze mozna powiedzie¢ wiecej.
Mianowicie, Twierdzenie 6.4 pokazuje, ze ¢; ma wtasno$¢ o(¢1, X)-KK. W konsekwencji,
korzystajac z ([39], Theorem 5), ¢; ma o ({1, X )-FPP dla przeksztalcen typu asymptotycznie
nieoddalajgcego; przypomnijmy, ze przeksztatcenie T': C' — C' jest typu asymptotycznie
nieoddalajacego, jesli TV jest ciagle dla pewnego N € N i

limsup(sup {||77(z) = T"(y)[| — ll= —yll -y € C}) <O

dla kazdego = € C. Oczywiscie, kazde przeksztatcenie nieoddalajace jest typu asympto-
tycznie nieoddalajacego. Z drugiej strony, W, jest izometrycznie izomorficzna z ¢ i wobec
tego Y nie ma wlasnosci (pol-K). Ponadto, na mocy Twierdzenia 3.7, ¢, nie ma o(¢1,Y)-
FPP dla przeksztatcen kontrakcyjnych.

Wykazemy, ze d(X,Y) = 1. W tym celu, dla kazdego n € N, definiujemy przeksztalcenie
WUy - Wn%lx* — W, wzorem:

o (2(1),2(2),...) = (ni (1), 2(2), 2(3). . ) .
Latwo sprawdzi¢, ze ), jest izomorfizmem z W_n_,- na Wy, lim, .o |l Il = 1,

a wiec lim,, d(WnLHx*, W) = 1. Korzystajac z Lematu 7.1, dostajemy d(X,Y) = 1.

Przyktad 10 ([P2018], Example 3.3). Niech z} = (1,0,0,...), 2} = (%,i,g,...), xt =
(%,—i,g,—%,...) it = (%,—i,—g,—%,...). Dla i = 1,2,3,4 definiujemy

X; = <Z:1W+1m> i X = (Wm; & anglx;) .
n= co co

n=2
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Wtedy X; = (52, 0), = 6 i Xi = (6 ®Y2,0), =6 dlai=1,2,3,4. Nastepnie,
dla kazdego n > 1 definiujemy przeksztatcenie ¢, : W_n_,» — W, wzorem:

n+14
n
x
n+1

Vi (2(1),2(2),...) = ( <1>,x<z>,x<3>,...)

idai=2,34

Woéwezas kazde przeksztatcenie v, ,, jest izomorfizmem, lim,, . ||9); || ‘

bin (2(1),2(2),...) = (m) — 2 lim 2(3), 2(2), 2(3), .. ) .

n 1—oo

—1|| _ .
¢1,nH - 17 a wiec

lim,, o0 d(WnLHx;, W,x) = 1. Wobec tego, na mocy Lematu 7.1, d(X;, X;) = 1. Ponadto,
dla i =1,2,3,4 mamy

/ 0 n %
(ext(Bx:)) ={(0,0,...)} U | £(0, 0, ——,0,0,..) ¢,
n=1 n—vl

(ext(BE*)), = {(0,0,.. )} U{£(25,0,0,.. )} U @2 +(0,...,0, ”;19;:,0,0, )

n—1

Niech

Vi=(XeXeXseX) Yo=(XioX,eXseX,) .

i=(XeXeXeX) Yi=(XieXeX;eX)

)/BZ(XI@XQ@Xg@le)OO.

Latwo sprawdzi¢, ze nastepujace stwierdzenia sg prawdziwe (patrz diagram w rozdziale
6).

o Vi =0(1id(Y;Y;)=1dlai,j=1234,5.

e Y} nie ma wlasnodci (pol-K) poniewaz W+ jest izometryczna z c.

e Na mocy Twierdzenia 4.1 (patrz réwniez Wniosek 4.2), przestrzen Y nie zawiera
izometrycznej kopii ¢. Wobec tego Y, ma wtasnosé (pol-K). Jednakze Y3 nie ma
whasnosci (pol-v).

e Y3 ma wilasnosé (pol-v) ale nie ma (pol-iv).

e Y, ma wlasno$¢ (pol-iv) ale nie ma (pol-iii).

e Y; ma wlasnosé (pol-iii).

Druga czesé pracy [P2018] dotyczy ogdlnego przypadku przestrzeni Banacha. Wska-

zujemy tam inne geometryczne wtasnosci, ktore nie sg niezmiennicze przy odlegltosci
Banacha-Mazura 1 i odgrywaja wazng role w Analizie Matematycznej, a w szczegdlnosci
w Metrycznej Teorii Punktu Statego. Naleza do nich: jednostajna wypukto$¢ w kazdym
kierunku (UCED), lokalna jednostajna wypukltosé (LUR), gtadkosé, (staba*) wlasnosé
Opiala, wlasnos¢ Kadeca-Klee, struktura normalna oraz staba wtasnosé punktu statego
dla przeksztatcen nieoddalajacych. Z drugiej strony, jednostajna wypuktos¢, jednostajna
gtadkosé, jednostajna wtasno$é Opiala oraz jednostajna wtasnos¢ Kadeca-Klee sa nie-
zmiennicze przy odlegtosci Banacha-Mazura 1.
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Ponadto, poniewaz jednostajna staba® wlasnos¢ Opiala oraz jednostajna staba® wia-
snos¢ Kadeca-Klee sa niezmiennicze przy odlegtosci Banacha-Mazura 1, to, w klasie ;-
predualnych, wtasnosci polyhedralne (pol-i) i (pol-ii) réwniez sa niezmiennicze przy odle-
gtosci Banacha-Mazura 1 (patrz diagram w rozdziale 6).

8. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH

Moje pozostate osiggniecia naukowo-badawcze to 11 artykutéw oraz ksiazka.

ARTYKULY OPUBLIKOWANE PRZED UZYSKANIEM STOPNIA DOKTORA

[GP2008] K. Goebel and L. Piasecki, A new estimate for the optimal retraction constant, Proceedings
of the Second International Symposium on Banach and Function Spaces 2006, Kitakyushu, Japan,
September 14-17, 2006, pages 77-83, Yokohama Publishers, 2008.

[P2009] L. Piasecki, Retracting ball onto sphere in BCy(R), Topol. Methods Nonlinear Anal. 33 (2009),
307-313.

[P2011] L. Piasecki, Retracting a ball onto a sphere in some Banach spaces, Nonlinear Anal. 74 (2011),
396-399.

[PP2011] V. Pérez-Garcia and L. Piasecki, Lipschitz constants for iterates of mean lipschitzian mappings,
Nonlinear Anal. 74 (16) (2011), 5643-5647.

[PP2012] V. Pérez-Garcfa and L. Piasecki, On mean nonexpansive mappings and the Lifshitz constant,
J. Math. Anal. Appl. 396 (2) (2012), 448-454.

ARTYKULY ORAZ KSIAZKA OPUBLIKOWANE PO UZYSKANIU STOPNIA DOKTORA

[P2013] L. Piasecki, Classification of Lipschitz Mappings, CRC Press, Taylor & Francis
Group, A Chapman & Hall Book, 2013. (ksigzka)

[PP2013] V. Pérez-Garcia and L. Piasecki, Spectral radius for mean lipschitzian mappings, Proceedings
of the 10th International Conference on Fixed Point Theory and Its Applications, July 9-18, 2012,
Cluj-Napoca, Romania, pages 209-216, House of the Book of Science 2013.

[P2014] L. Piasecki, Renormings of co and the minimal displacement problem, Ann. Univ. Mariae Curie-
Sklodowska, Sec. A, 68 (2) (2014), 85-91.

[GP2014] K. Goebel and L. Piasecki, Minimal displacement and related problems, revisited, Proceedings
of the Fourth International Symposium on Banach and Function Spaces 2012, Kitakyushu, Japan,
September 12-15, 2012, Yokohama Publishers, 2014.

[PP2016] V. Pérez-Garcia and L. Piasecki, From mean lipschitzian mappings to a generalized moving
averages in Banach spaces, J. Nonlinear Convex Anal. 17 (3) (2016), 589-597.

[CP2017] E. Casini and L. Piasecki, The minimal displacement and optimal retraction problems in some
Banach spaces spaces, J. Nonlinear Convex Anal. 18 (1) (2017), 61-71.

[PPS2017] V. Pérez-Garcia, L. Piasecki, A. Sdnchez Nungaray, Solving polynomials with Fibonacci type
sequences, J. Nonlinear Convex Anal. 18 (2) (2017), 251-259.

8.1. Zagadnienie optymalnej retrakcji i minimalnego przesuniecia. W 1912 roku
L. E. J. Brouwer [16] wykazal, ze kazdy ograniczony, domkniety i wypukty podzbiér C
skonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X ma topologiczng wlasnosé punktu statego
tzn. kazde cigglte przeksztatcenie T' : C' — C' ma punkt staly. Wiadomo, ze wynik ten
ma swoj rownowaznik mowigcy, ze sfera jednostkowa Sy w skonczenie wymiarowej prze-
strzeni Banacha X nie jest retraktem domknietej kuli jednostkowej Bx tzn. nie istnieje
ciagte przeksztalcenie R : Bxy — Sx (retrakcja) takie, ze Rx = x dla wszystkich = € Sx.
Najpopularniejszy i najbardziej uzyteczny wynik rozszerzajacy twierdzenie Brouwera na
przypadek przestrzeni nieskonczenie wymiarowych zostat sformutowany w roku 1930 przez
J. P. Schaudera [73] i stanowi, ze kazdy niepusty, wypukly, zwarty podzbiér C' przestrzeni
Banacha X ma topologiczng wlasnos¢ punktu stalego. Juz na tym etapie rodzi sie na-
stepujace pytanie: co sie dzieje w przypadku, gdy C nie jest zbiorem zwartym? Pelna
odpowiedz zostata podana przez Klee’ego w jego pracach z 1953 oraz 1955 roku [45], [46].
Mianowicie, wykazal on, ze dla kazdego niezwartego, domknietego i wypuktego podzbioru
C przestrzeni Banacha X, istnieje ciggte przeksztatcenie T': C' — C' bez punktu stalego.
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Wobec twierdzen Schaudera i Klee’ego wiemy, ze domkniety i wypukty zbiér C' C X ma
topologiczng wtasno$é punktu statego wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwarty.

Inne podejscie do tego zagadnienia zostato zapoczatkowane przez Kazimierza Goebla
w jego pracy z 1973 roku [28], w ktérej podal przyktady przeksztatcen lipschitzowskich
T :C — C z minimalnym przesunieciem

d(T)=inf{||x —Tx| : x € C} > 0.

Dalsze badania w tym kierunku doprowadzity do sformutowania twierdzen mocniejszych
niz wynik Klee’ego. Najpierw, w roku 1979, Nowak [65] wykazal, ze dla pewnej klasy
przestrzeni Banacha X sfera jest lipschitzowskim retraktem kuli, tzn. istnieje retrakcja
R : Bx — Sx spehiajaca z pewna stala k nastepujacy warunek: ||Rx — Ryl|| < k||lz — y|
dla wszystkich x,y € Bx. Nastepnie, cztery lata pézniej, Benyamini i Sternfeld [8] wyka-
zali, ze to samo jest prawdg dla dowolnej nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha.
Najmocniejszy wynik zostal uzyskany przez Lina i Sternfelda w 1985 roku [56]. Wyka-
zali oni, ze dla kazdego ograniczonego, domknietego, wypuktego ale niezwartego zbioru
C w przestrzeni Banacha X i dla kazdego k > 1, istnieje k-lipschitzowskie przeksztalce-
nie T : C — C (tzn. ||Tx — Ty|| < k||lz —y|| dla wszystkich z,y € C) z d(T) > 0. W
szczegolnosci, sytuacja ta ma miejsce w przypadku domknietej kuli jednostkowej Bx w
dowolnej nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X tzn. istnieje k-lipschitzowskie
przeksztatcenie T : Bx — Bx z d(T) > 0. Kazde takie przeksztalcenie moze zostaé¢ wyko-
rzystane do skonstruowania lipschitzowskiej retrakcji R kuli Bx na Sx (wiecej szczegdtow
mozna znalezé np. w ksiazce [27]).

Obecne badania w tej materii skupiaja sie na dwoch podstawowych problemach: zagad-
nieniu optymalnej retrakcji oraz minimalnego dystansu.

Zagadnienie optymalnej retrakcji dotyczy nastepujacego problemu: dla danej przestrze-
ni Banacha X, podaj doktadng wartos¢ lub dobre oszacowanie optymalnej statej retrakcyi:

ko (X) = inf {k : istnieje k-lipschitzowska retrakcja R: Bx — Sx}.

Jak dotad, doktadna wartos¢ statej ko(X) nie jest znana dla zadnej przestrzeni Banacha
X. Przedstawimy teraz najlepsze z obecnie znanych oszacowan.

Wiadomo, ze ko(X) > 3 dla dowolnej przestrzeni Banacha X (patrz [31]). Jednak dla
niektérych przestrzeni znane sa nieco lepsze oszacowania, na przyktad, K. Bolibok [12]
wykazal, ze ko(¢1) > 4, a w [CP2017] pokazano, ze dla przestrzeni Hilberta H mamy
ko(H) > 4.58. O wiele wiecej wysitku wlozono w uzyskanie dobrych oszacowan od gory.
W 2007 roku, M. Annoni i E. Casini [4] wykazali, Zze ko(¢;) < 8; poprzednie oszacowanie
dla tej przestrzeni to ko(¢1) < 9.43 (patrz [27]). Wkrétce potem, K. Goebel, G. Marino,
L. Muglia i R. Volpe [34] zauwazyli, ze to samo oszacowanie zachodzi dla przestrzeni
L1(0,1). Jeszcze inna prosta konstrukcje pokazujaca, ze ko(L1(0,1)) < 8 mozna znalezé
w (Example 9.17, [P2013]). M. Baronti, E. Casini i C. Franchetti [7] wykazali, ze dla
przestrzeni Hilberta H mamy ko(H) < 28.99; poprzednie oszacowania to: ko(H) < 64.25
uzyskane przez T. Komorowskiego i J. Wosko [48] oraz ko(H) < 31.45 podane przez K.
Boliboka [12].

W mojej pracy magisterskiej [69], napisanej pod kierunkiem profesora Kazimierza Go-
ebla, wykazatem, ze dla przestrzeni co, ¢, C[0,1] i BC(R) mamy ko(X) < 4(2 +V3) =
14.92...; poprzednie oszacowanie dla tych przestrzeni wynosito ko(X) < 4(1 + v/2)? =
23.31... (patrz [27] i [34]). Ponadto pokazalem, ze ko(BC,(M)) < 2(2+1/2) = 6.828.. ..,
gdzie (M,d) jest przestrzenia metryczna spdjna ztozona z wiecej niz jednego punktu,
z € M jest zadanym punktem, a BC,(M) oznacza przestrzen wszystkich ograniczo-
nych, ciagltych funkcji f : M — R znikajacych w z, f(z) = 0, wyposazona w stan-
dardowa norme supremum. (Poprzednie oszacowania dla tej przestrzeni wynosity kolejno
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ko(Co([0,1])) < 15.82 w [12], ko(BC,(M)) < 12 w [33] i ko(BC,(M)) < 7w [GP2008]). Jak
dotad, zadne z moich oszacowan nie zostalo poprawione. Co wiecej, ograniczenie gorne
ko(BC.(M)) < 2(2++/2) = 6.828... wciaz pozostaje najmniejszym sposréd wszystkich
znanych ograniczen gornych w obrebie wszystkich przestrzeni Banacha. Moja praca ma-
gisterska zostata nagrodzona w dorocznym konkursie PTM im. Jozefa Marcinkiewicza
(1910-1940) na najlepsza prace studencka z dowolnej dziedziny matematyki (druga na-
groda). Rezultaty w niej zawarte opublikowalem w czasopismach Topological Methods in
Nonlinear Analysis oraz Nonlinear Analysis (patrz [P2009] i [P2011]).

Ostatnio, w artykule [CP2017] wykazano, ze ko(ls) < 12+2v/30 = 22.95 - - - oraz poda-
no ogdlne oszacowanie optymalnej statej retrakcji dla pewnych podprzestrzeni przestrzeni
funkcyjnych.

Zagadnienie optymalnej retrakcji jest $cisle zwigzane z innym nietrywialnym problemem
postawionym przez Kazimierza Goebla w 1973 roku. Przypusémy, ze C' jest ograniczonym,
domknictym, wypukltym i niezwartym podzbiorem przestrzeni Banacha X. Minimalnym
przesunieciem przeksztatcenia T : C' — C' nazywamy liczbe

d(T) =inf{||lx — Tz|| : x € C}.
Natomiast funkcje ¢ : [1,4+00) — [0, diam(C')] dana wzorem
wc(k) =sup{d(T): T :C — C, T jest k-lipschitzowskie}

nazywamy charakterystykq minimalnego przesuniecia zbioru C'. W szczegdlnym przypad-
ku, gdy C' = By, piszemy ¢ x zamiast ¢x.

Wiadomo (patrz [31]), ze dla kazdego zbioru C' i kazdego k > 1, oo (k) < (1 - %) r(C),
gdzie r(C') oznacza promien Czebyszewa C, tzn. r(C) = inf,ccsup{||z — vy :y € C}.
Zbiér C' nazywany jest ekstremalnym, jesii oc(k) = (1 — %) r(C) dla wszystkich k£ > 1.
Ponadto, mowimy, ze X jest przestrzenig ekstremalng, jesli jej kula jednostkowa By jest
ekstremalna.

Oczywiscie, charakterystyka minimalnego przesuniecia moze by¢ rowniez rozpatrywana
dla pewnych podklas przeksztatcen lipschitzowskich. Do najbardziej interesujacych naleza
tutaj:

Vpy—sy (k) =sup{d(T): T : Bx — Sx, T jest k-lipschitzowskie}

Vs —qoy(k) =sup{d(T) : T : Bx — Bx, T jest k-lipschitzowskie i T'(Sx) = {0}}.

Zagadnienie minimalnego przesuniecia polega na wyznaczeniu lub oszacowaniu przyto-
czonych wyzej funkcji, dla konkretnych zbioréw lub przestrzeni. Doktadne wartosci dla
tych funkcji znane sg jedynie w przypadku przestrzeni i zbiorow ekstremalnych. Naleza
do nich: C10,1], Cy[0, 1], ¢o, dodatnia czes¢ sfery jednostkowej ST w ¢, (patrz [27]). W
mojej pracy magisterskiej [69] (patrz réwniez [P2011]), wykazalem, ze réwniez przestrzen
c jest ekstremalna.

W pracy [GP2014] wykazano, ze dla przestrzeni X = Cy[0, 1] mamy

N o Jk+1 N . [k
<1 - k‘) min {4, 1} < Ygy—qoy(k) < (1 - k‘) min {2, 1} :

W szczegolnosci, ¥g, g0y (k) = 1 — % dla wszystkich k > 3.

Przestrzen ¢; nie jest ekstremalna i mamy ¢x (k) < P1 s+ (k) =1 —  dla wszystkich
k> 1 (patrz [27]).

Przestrzen Hilberta H rowniez nie jest ekstremalna ale w tym przypadku dla dowolnego
zbioru C' C H z r(C) = 1 mamy pc(k) = ¥y(k) dla wszystkich k& > 1 (patrz [27]). W
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szczegolnosci, Goebel [28] wykazal, ze

Unlh) < (1~ ;) m

a Casini [20] podal oszacowanie od dotu

Yu(k) > 1 - 2
Ponadto, w 1973 roku Goebel [28] wykazal, ze
1 3/2
Voesa W) < (1= ) (8.1)

Ostatnio wynik ten zostal poprawiony w pracy [CP2017]:

1N\*? 2k +1 k—1
%HHSH(kK(l_k) ( 2 Nkuk—,/k(gkﬂ)'

Przypomnijmy, ze przestrzen cy jest ekstremalna. Wobec tego tatwo zauwazy¢, ze jesli
X zawiera prawie izometryczne kopie ¢y, to dla kazdego ¢ > 0 istnieje ograniczony, do-
mkniety i wypukly zbiér C' C X taki, ze po(k) > 1 — % — ¢ dla kazdego k > 1. Znacznie
subtelniejszy wynik mozna znalez¢é w pracy [P2014], gdzie wykazano, ze jesli przestrzen
Banacha X zawiera asymptotycznie izometryczng kopie cg, to X zawiera ograniczony, do-
mkniety i wypuktly zbiér C z r(C) = 1 taki, ze dla kazdego k > 1 istnieje k-kontrakcyjne
przeksztatcenie T : C' — C (tzn. | Tz — Ty|| < k ||z — y|| dla dowolnych z,y € C, = # y)
spelniajace warunek |7z — z|| > 1 — ; dla wszystkich z € C.

8.2. Przeksztalcenia Srednio-lipschitzowskie. W 2007 roku Kazimierz Goebel i Ma-
ria Japén Pineda [29] wprowadzili klase przeksztatcen $rednio-nieoddalajgcych i wykazali
dla niej pewne twierdzenia o punkcie stalym. Nastepnie, w 2010 roku, definicja ta zostata
rozszerzona w pracy [35]: niech (M, p) bedzie przestrzenia metryczng oraz T : M — M,

n
przypusémy, ze a = (o, ..., 0p), gdzie aq, ..., 0 E R, ; 2 0,04 > 0,0, > 01 Y o = 1
=1

mowimy, ze T jest przeksztatceniem a-lipschitzowskim ze stata k, jesli dla dowolnych
x,y € M

Y aip(T7z, Ty) < kp(z,y).

j=1
Jesli wielowskaznik o i stata k nie sa podane w sposéb jawny, to mowimy, ze przeksztatce-
nie 7' jest srednio-lipschitzowskie. Jesli £ = 1, to mowimy, ze T jest sSrednio-nieoddalajace.

Powyzszy warunek byt w kregu moich zainteresowan matematycznych, a poniewaz w
tamtym okresie Victor Pérez-Garcia odbywat na Uniwersytecie Marii Curie-Sktodowskiej
dwuletni staz podoktorski, zaproponowatem mu wspolny projekt. Przypomne teraz krotko
kilka gtéwnych wynikow naszej owocnej wspotpracy.

Usredniony warunek Lipschitza angazuje jedynie skonczong liczbe iteracji. Pomimo te-
go, okazato sie, ze warunek ten ma powazny wptyw nie tylko na zachowanie sie statych
Lipschitza kolejnych iteracji 7™ przeksztatcenia T' ale réwniez na ich asymptotyke (patrz
[PP2011], [PP2012], [PP2013] i [PP2016]).

W pracy [PP2011] podaliémy doktadne oszacowanie statych Lipschitza dla wszystkich
iteracji przeksztatcen srednio-lipschitzowskich:
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Twierdzenie 8.1 ([PP2011], Theorem 2.1). Niech (M, p) bedzie przestrzenig metryczng,

n
przypusémy, Ze o = (v, ..., o) 201 >0, 0; > 04 Y a; =1, n > 1, i niech przeksztal-
7=1

cenie T : M — M bedzie a-lipschitzowskie ze stalg k. Wowczas k(T™) < by, gdzie cigg
{bn}or_y dany jest wzorem:

1 dla m =0,
S - dla m=1, , 1,
a;b
bm fy ]Z:l J"m—j
—k dla m=n+1,n+ 2,
> by

W tym samym artykule wykazaliSmy, ze to oszacowanie jest doktadne. ([PP2011],
Example 2.2). WykorzystaliSmy do tego przeksztalcenie T' : ¢4 — {¢; zdefiniowane dla
kazdego x = (x1, %9, ...) € {1 wzorem

b b b,
Ty = (Z)(I)xz,bjxg,...,bjjlfﬂj+1,...> . (@)
Ponadto, podobne wyniki uzyskalismy dla przeksztalcen («, p)-lipschitzowskich ze stala
k, tzn. spetniajacych warunek >7_; o;p(T7x, T7y)? < kPp(x,y)P z p > 1 (patrz Theorem
2.3 w [PP2011]).
W pracy [PP2012] badaliémy asymptotyczne zachowanie sie ciagu stalych Lipschitza
dla iteracji przeksztalcen srednio-nieoddalajacych (k = 1). Zdefiniowaliémy d,,, = 1/b,, w
celu uzyskania nastepujacej relacji:

—_

dla m =0,

d. — in:ozjdm_j dla m=1,---,n,

m — \ j=1
S opdp—; dla m=n+1,n+2,---.
i=1

Nastepnie dowiedlismy wyniku dotyczacego lokalizacji pierwiastkéw wielomianéw (Lemma
2.4. w [PP2012]). WykorzystaliSmy go do pokazania, ze wartosci wlasne pewnej specjalnej
macierzy leza Scisle wewnatrz zespolonego dysku jednostkowego. Ponadto, wykorzystujac
pewna specjalna wlasnos$é przeksztatcenia T (patrz Lemma 2.1 w [PP2012]), otrzymali$my
(patrz Theorem 2.5 w [PP2012])

1
lim d,, =
TS (o)

I

a wiec
=% (Sa)
j=1 \i=j
W konsekwencji, mamy nastepujace

Twierdzenie 8.2 ([PP2012], Theorem 2.6). Jesli T : M — M jest («, p)-nieoddalajqce,
to

1
1 n n P
lim sup k(7T™) < (lim bm>p = (Z (Z ai)) :
m—00 meee =1 \i=j

Powyzszy wynik zastosowaliSmy do uzyskania pewnych nowych twierdzen o punkcie
staltym dla przeksztatcen srednio-nieoddalajacych (patrz Theorem 3.4 i Corollaries 3.5-
3.7 w [PP2012]). W szczegdlnosei, na uwage zastuguje tutaj nastepujacy
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Whiosek 8.3 ([PP2012], Corollary 3.7). Niech C' bedzie niepustym, wypukiym, domknie-
tym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni Hilberta H i o = (o, ). Wowezas C' ma
wlasno$é punktu stalego dla wszystkich przeksztalcen (o, 2)-nieoddalajgcych.

Niech T': M — M bedzie przeksztalceniem lipschitzowskim. Wzor
kuolT) = Tim ((T™)""
definiuje tzw. promien spektralny T, ktoéry w ogdlnym przypadku przeksztalcen nielinio-
wych ma nast¢pujaca interpretacje:
koo(T) = inf {k4(T') : d jest rébwnowazna metryce p},

gdzie k4(T) oznacza staty Lipschitza dla T wzgledem metryki d.

W pracy [PP2013], dla zadanego wielowskaznika o« = (ay,...,a;,) i & > 0, poda-
lismy doktadne oszacowanie stalej koo (7)), gdzie T jest dowolnym przeksztalceniem a-
lipschitzowskim ze statg k.

Twierdzenie 8.4 ([PP2013], Theorem 2.1). Niech o = (au,...,a,) bedzie jak wyzej,
k>0 i{bn}>_, jak w Twierdzeniu 8.1. Niech g bedzie (jedynym) dodatnim rozwigzaniem
rownania

it + aot® + -+ apt" = k.
Wowczas lim,,— o0 (bm)l/m =g.

Warto tutaj wspomnieé, ze gtéwnym chwytem w dowodzie powyzszego twierdzenia byto
zdefiniowanie nowej normy w /1, zadanej dla kazdego = € ¢, wzorem:

lallr = (a1 + 02+ + 0ng™™) |12
+ (an+asg + -+ ang™) T2
+ (ag +agg+--+ ozng"_3> |T2x|| + ...
+ an | T ],

gdzie T jest przeksztalceniem ().

Z Twierdzenia 8.4 i Twierdzenia 8.2 otrzymujemy nastepujacy

Whniosek 8.5. Niech (M, p) bedzie przestrzeniq metryczng @ niech T : M — M bedzie
przeksztalceniem a-lipschitzowskim z o = (..., ) i k > 0. Wowczas

gdzie g jest jedynym dodatnim rozwigzaniem rownania
ot 4 agt® + - -+ 4 ant” = k.

Wykorzystujac techniki rozwiniete w pracy [PP2012], mozemy w tatwy sposéb rozwia-
za¢ nastepujacy problem dotyczacy srednich ruchomych: znajdz granice ciagu {dn},._,,
gdzie dy, . ..,d,_1 sa dowolnie wybranymi liczbami i

dy, = o1dpy_1 + -+ ondm_n, dlam >=n.

W pracy [PP2016] rozwiazalidmy ogélniejszy problem dotyczacy tzw. uogélnionych Sred-
nich ruchomych (lub ciggéw typu Fibonacciego) w ogblnym przypadku przestrzeni Bana-
cha:
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Twierdzenie 8.6 ([PP2016], Theorem 3.3). Niech o = (au,...,a,) bedzie jak wyzej,
k > 0 1 niech g bedzie dodatnim rozwigzaniem rownania

art + aot® + -+ apt" = k.

Niech xq, ..., x,_1 bedg dowolnymi wektorami w przestrzeni Banacha X i niech x,, bedzie
zdefiniowany dla m > n wzorem

al
Tm = Z ?xmfz
i=1
Wowczas
1 .

lim ¢"x,, = Z Za 99" T

n j n—i-
m—o0 Ei:lz an]z T\

W szczegblnosei, jesli k = 1, to otrzymujemy klasyczne $rednie ruchome i odpowiedz
na przytoczony wczesniej problem:

lim z, = ;Z > aj | s
oo L2 S

W artykule [PPS2017], wykorzystujac techniki rozwiniete w pracach [PP2012], [PP2013]
i [PP2016], podaliémy nowy algorytm, ktéry jest uzyteczny w wyznaczaniu dodatniego
pierwiastka dla pewnej klasy wielomiandw.

Wiele sposrod wynikéw zaprezentowanych powyzej stanowito waznag cze$¢ mojej roz-
prawy doktorskiej [70], napisanej pod kierunkiem profesora Kazimierza Goebla. Jej roz-
szerzona wersja zostata opublikowana w 2013 roku w formie ksiazki “Classification of
Lipschitz Mappings” CRC Press (patrz [P2013]).
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