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Streszczenie rozprawy doktorskiej
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Niech D oznacza otrł,arte koło jeclnostkorve. a T - okrąg jednostkorł,sl, Plz9z L2 ":
Lr-('i,'#f ;;"*rue będziemy przestrzeń funkcji mierzalnych w sensie Lebesglre'a

/ : 1l -+ C takich, ze

własno ś c,i, a sy metry c zny ch ob ci,ęty ch operat orów To eplźtza

|lfl|"': < oo.

Symbol H2 będzie oznaczaŁ ptzesŁtzeń Hardy'ego, czylt przestrzeń złożoną z tych

r,i"r..i"r.]"sy'ł, dla których współczynniki Fouriera o ujemnych indeksach zertią

;;;:T";r# "t 
'u{ ńznś ńwniz traktować jako przesftzeń wszystkich funkcji /

analitycznych w D, dla których i l",(l)l' < -, gdzie a"(f) ozfiacza rł,-ty współ-

czynnlkrozwinięcia / w szereg Taylora o środku w zerze)a więc f (,) : Żo,(f)"",
z e D. Rzut ortogonalny z przestrzent L2 na przestrzeń H2 oznaczaó będziemy przez

P.
Jednymi z najbardzLej znanych operatorów na przesttzeni H2 są klasyczne opera_

tor} Toeplitza. Niech L* oznacza przestrzeń funkcji mierzainych, istotnie ograni_

crŚny"hna T. DIa ę ę L* operatoi Toeplitza Tr: H2 ,+ H2 okreśIamy wzorem

Trf : P(ęf),

Funkcję ę nazywamy symbolem operatora Tr. Zwr_óćmy uwagę, że dla 9 e L2 ope_

,uto. tt"p1itza zdeiniowany powyżej jest dobrze określony na gęstej podprzestrzeni

H* Cfl2, składającej się z funkcji u,rllity."rrych i ograniczonychna D (jeśli ę € L2

i f e H*, to ęf €" L\ iviudo*Ó, ze operator T, daje sięrozszerzyć,d9 operatora

ograniczonego na cułej p.re.trzent,F/2 wtedy i tylko wtedy, edy ę € L* 
:

W rozdziale pierwszym rozpra]My przytaciam} podstawowe własności klasycznych

operatorów Tolplitza, jak i własntści przestrzeni Hardy,ego. Ważnym przvkładem

operatora Toeplitza jest operator przesunięcia S : T", tzn, (Sf)(,) : zf (z),kŁó-

rego sprzężenie dane jest wzorem

(S-/)(,) - f (,) _rf (0)

W [2] pokazano, że operatory Toeplit za możnar"hurukt", vzować :,l pomocą ope-

ratora przesunięcia ,9 jako te ograniczone operatory liniowe T : H2 _ż H2, które

.p"ł"iu:ą *urrlrr.k S*T S : T.
' 

Niecń o będzie dowolną funkcją wewnętrzną, czy1i a € H* i |a| : 1 prawie wszę_

dzie względem miary Lebesgue,a na okrę§u jednostkowym T, przesŁrzenią modelową

wyznaczoną ptzez iunkcję wewnętrzn ą a nazywamy podprzestrzeń Ko przestrzeni

i' nęd,ą"ądopełnieni"* trtogonalnym ptzestrzent aHz w H2, tzn,

Kg: H2 e aH2,
1
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Z twierdzenia Beurlinga ([10, Tw. 77.2LD wynika, że ptzestrzenie modelowe są
jedynymi domkniętymi (właściwymi) podprzestrzeniami przesttzeni H2, przekształ-
canymi przez,S* w siebie.

Z przestrzenią modelową Ko związane są tzw. obcięte operatory Toeplitza A$,
które można traktować jako zawężenie do przestrzeni modelowej klasycznych opera-
torów Toeplitza na przestrzeni H2. Niech Po: L2 ł Kooznacza rzut ortogonalny
z przestrzeni L2 na przestrzeń K., DIa 9 ę L2 operator ,4ff definiujemy wzorem

A\f : P"(ęf), feKr-Kon1{-
Funkcję 9 nazywamy symbolem operatoru A$, Ze względu na gęstość K§ w Ko,
tak zdefiniowany operator A$ iest operatorem gęsto określonym. Okazuje się, że

ograniczoność symbolu nie jest konieczna, by operator A$ dał się rozszerzyć do
ograniczonego operatora na całej przesttzeni K" (tl]).

W rozdziale drugim opisujemy podstawowe własności przestrzeni modelowej i pew-
nych jej przekształceń, w tym szczególne własności obciętych operatorów Toeplitza.
Chociaz klasyczne oraz obcięte operatory Toeplitza zdefiniowane są w podobny spo-
sób, to mają one r6żne własności, Przykładowo, operator T, jest jednoznacznie
wyznaczony przez symbol ę) co oznacza, że T, : 0 wtedy i tyiko wtedy, gdy p : 0.

Nie jest to prawda w przypadku operatora A$. D. Sarason [11, Tw. 3.1] wykazał,
że A$: 0 wtedy i tylko wtedy, edy ę ę aF ł aH2. Wynika stąd na przykład,
ze obcięty operator Toeplitza Afi o nieograniczonym symbolu może być operatorem
zerowym (a więc ograniczonym). W pracy [1] pokazano, ze istniejąograniczone ob-
cięte operatory Toeplitza, dla których nie istnieje ograniczony symbol. D. Sarason
pokazał, ze obcięte operatory Toeplitza można w podobny sposób scharakteryzo-
wać za pomocą obciętego operatora przesunięcia Ę : A!. Wykazał on [11, Uwaga
po twierdzeniu 4.1], ze ograniczony operator liniowy A: Ko ) Kojest obciętym
operatorem Toeplitza wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją funkcje X,,ł € Ko Łakie, że

A-S:AS.:ł8ńt+łtqx,
gdzie ń8ę) :'@ł@ (symbol & oznacza operator rzędu 1 na przestrzeni Hilberta,
f a g(h): (h,g)f , dla f , g i hnależących do tej przestrzeni), a,Sj jest obciętym
operatorem Toeplitza z symbolem Z.

W 2008 J. A. Cima, W, T. Ross i W. R. Wogen [6] scharakteryzowali macie-
rze obciętych operatorów Toeplitzana skończenie wymiarowych przestrzeniach Ko.
Wiadomo, ze wymiar przestrzeni K" jest skończony wtedy i tylko wtedy, gdy o
jest skończonym iloczynem Blaschkego. Jeśli a jest iloczynem Blaschkego mającym
m zet) to wymiar przestrzeni K. jest równy m. W [11] D. Sarason udowodnił, ze
jeśIi o jest iloczynem Blaschkego mającym m zer) to wymiar ptłestrzeni wszystkich
ograniczonych obciętych operatorów Toeplitza na Ko wynosi 2m - l.

Jeśli a jest iloczynem Blaschkego mającym m różnych zer {a1,. . . ,a,,} oraz

k?,(r) : 1 - a(tr,)o(z) ńZQ): a(z) - a(tl)
, trl€D,I-az ) Z-u

to układy Rh- {k:r,...,k:^} orurEi: {ń:,,,,.,ńt*} stanowią bazy przesttzeri
Ko, Autorzy w [6] wykazali, że macierz obciętego operatora Toeplitza w bazie Rfl
jest wyznaczona przez 2m - 1 swoich elementów: elementy na głównej przekątnej
i elementy w pierwszym wierszu. Podali oni równiez podobne charakteryzacje dla



3

bazy ńfl i fuw. bazy Clarka. Macierze operatorów z przestrzeni wszystkich ogra-
niczonych obciętych operatorów Toeplitza na Ko w przypadku, gdy a jest nieskoń-
czonym iloczynem Blaschkego (prry dodatkowym założeniu o jego zerach) opisano
* [9]. Twierdzenia te prezentujemy w rozdziale drugim.

Asymetryczne obcięte operatory Toeplitza są uogólnieniami obciętych operatorów
Toeplitza (po raz pierwszy zostały wprowadzone w pracach [3, 4,5]). Niech o, B
będą dwiema funkcjami wewnętrznymi oraz niech ę e L2. Asymetryczny obcięty
operator Toeplitza Ał,P d"frniujemy jako

A7,B f _ Pa(ęf), f e Kł.
gdzie PB oznacza rzut ortogonalny z przestrzeni L2 na przestrzeń K B. Operator Ao,0
jest więc okreŚlony na gęstym podzbiorze przesttzeni Ko i działa w przesŁrzeń KB.
Niech

9(*,t3): {A|,P : p € L2 oraz,4},P jest ograniczony}.

Oczywiście A7r,' : A$ oraz 9(*,a): 9(a).
Główne wyniki rozprawy dotycząwłasności asymetrycznyńobciętych operatorów

Toeplitza. Wyniki te zawarte są w rozdziale trzecim i czwartym rozprawy.
W rozdziale trzecim podajemy podstawowe własności operatorów z przestrzeni

?(*,B). Między innymi opisujemy wszystkie asymetryczne obcięte operatory To-
eplitza równe operatorowi zerowemu. W [3] pokazano, że Ao,0 : 0 wtedy i tylko
ttedy, gdy ę e aF + PH', w przypadku, gdy funkcja lj dzieli funkcję a,Ło zna-
czy kiedy lloraz alB jest funkcją wewnętrzną. W niniejszej pracy dowodzimy, ze
równowazność ta jest prawdziwa dla dowolnych funkcji wewnętrznych a oraz B. W
rozdziale trzecim podajemy również przykłady asymetrycznych obciętych operato-
rów Toeplitza rzędll1. UogóIniamy też na przestrzeń ?(a,B) wynik D. Sarasona
dotyczący wymiaru ptzestrzeni 9 (a).

W rozdziale czwartym badamy charakteryzacje ograniczonych asymetrycznych
obciętych operatorów Toeplitza z za pomocą ich macierzy w odpowiednich bazach.
Wykazujemy na przykład,, że

Twierdzenie. Ni,ech a będzie skończonEm źloczynem Blaschkego z różnumi zerami
{or, , . . a-} i niech B będzie skończonym i,loczynem Blaschkego z różnymi zerami
{br,...b"}. Załóżmy ponadto, że a oTaz 0 majq dokładnie l wspólnych zer: al: bl
dlaź < t (l:0 jeżeli, a i,P nie majq wspólngch zer), Ni,ech A będzi,e operatorem
lininwym z przestrzeni Ko w przestrzeń KB i, ni,ech Ma: |r",r) będzźe maci,erzq
operatora A w bazachRh iRB".

(a) Jeżeli,l :0, to A ę 9(., B) wtedy i, tylko wtedy,'gdy

T",p 7GJ@, -6"),",, + p,TEl_ ałl,, + 0,@)(a, _6;,)",o

dla wszystki,ch I ś p < - ","!'r'2' !":;o'
(b) Jeżeli,l > 0, to A e ?(o, B) utedy i tElko wtedy, gdy

Tc r: 0'(b)(a, -6")rr," + P'(b)(a, -6,,)rr,o"1r 
o,(b,)(de - b")



dla wszystki,ch p, s takich, że 1 { p 1 m., 1 ( s { l, s f p, oraz

ó'(b")(a1- b,)r"1+ P'(b1)(a, - bl)ry,o
's.p

dla uszystki,ch p, s takźch, że I ś p 1 ln, l < s { n.

Don,odzimy takze trvierdzenia clla baz: ni t nP,, baz Clarka V* i Vi oTaz zmo-
d.v*fikowanyclr baz Clalka Sli Si, Arraiizujemy róu,niez. nie badane wcześniej, cha-
rakteryzacje za pomocą macierzy rv bazach mieszanych. a lvięc: w bazaclr Rfl oraz
ń|,, * bazach ńi oru, RP,, * bazie Clarka Vft, oraz rv bazie k0,, * bazie Clarka
V|; oraz w bazie R0,, * bazie Rfl olaz \v bazie Clarka Vj, a takze rv bazie 7?ff
oraz v,bazie Clarka Vf . Podane clrarakteryzacje dotyczą zarów-no przypadku, gdy
a oTaz B są skończonymi iloczynami Blasc]rkego. jak i nieskończonl,mi ilocz1,.nami
Blaschkego (pr"_y dodatkotych założeniaclr o zerach iloczylru).
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