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Streszczenie rozprawy doktorskiej
Wiasnoéci asymetrycznych obcigtych operatorow Toeplitza

Niech D oznacza otwarte koto jednostkowe, a T - okrag jednostkowy. Przez I? o=
L*(T, %) oznaczaé¢ bedziemy przestrzen funkeji mierzalnych w sensie Lebesgue’a
f: T — C takich, ze

I fllze = (%/If(e“’)ﬁd@) < 0.

Symbol H? bedzie oznaczal przestrzetn Hardy’ego, czyli przestrzen zlozong z tych
funkeji klasy L?, dla ktérych wspétezynniki Fouriera o ujemnych indeksach zeruja
sie. Przestrzen H 2 hosna réwniez traktowaé jako przestrzen wszystkich funkcji f

analitycznych w D, dla ktérych § lan(f)|? < oo, gdzie a,(f) oznacza n-ty wspol-
n=0

o
czynnik rozwiniecia f w szereg Taylora o érodku w zerze, a wiec f(z) = > an(f)2",
n=0

» € D. Rzut ortogonalny z przestrzeni L2 na przestrzei H? oznaczaé bedziemy przez
P.

Jednymi z najbardziej znanych operatoréw na przestrzeni H 2 53 klasyczne opera-
tory Toeplitza. Niech L> oznacza przestrzen funkcji mierzalnych, istotnie ograni-
czonych na T. Dla ¢ € L> operator Toeplitza T, : H 2 5 H? okre§lamy wzorem

T«pf = P(‘Pf)-

Funkcje ¢ nazywamy symbolem operatora T,. Zwrémy uwage, ze dla ¢ € L? ope-
rator Toeplitza zdefiniowany powyze] jest dobrze okreélony na gestej podprzestrzeni
H> C H?, skladajacej sie z funkcji analitycznych i ograniczonych na D (jesli p € F#
i fe H® topf € L?). Wiadomo, ze operator T, daje sie rozszerzy¢ do operatora
ograniczonego na calej przestrzeni H? wtedy i tylko wtedy, gdy » € L™ .

W rozdziale pierwszym rozprawy przytaczamy podstawowe whasnosci klasycznych
operatoréw Toeplitza, jak i wlasnogci przestrzeni Hardy’ego. Waznym przykladem
operatora Toeplitza jest operator przesuniecia S = T3, tzn. (SH)(z) = zf(2), kto-
rego sprzezenie dane jest wzorem

£(z) = $(0)

z

(Sf)(2) =

W [2] pokazano, ze operatory Toeplitza mozna scharakteryzowa¢ za pomoca ope-
ratora przesuniecia S jako te ograniczone operatory liniowe T' : H? — H?, ktére
spelniaja warunek S*T'S =T.

Niech « bedzie dowolng funkcja wewnetrzna, czyli o € H*® i |a| = 1 prawie wszg-
dzie wzgledem miary Lebesgue’a na okregu jednostkowym T. Przestrzenia modelowg
wyznaczong przez funkcje wewngtrzng o nazywanly podprzestrzenn K, przestrzeni
H? bedaca dopelieniem ortogonalnym przestrzeni aH? w H?, tzn.

Ka = H? 5 aH”
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7 twierdzenia Beurlinga ([10, Tw. 17.21]) wynika, ze przestrzenie modelowe sg
jedynymi domknietymi (wtaéciwymi) podprzestrzeniami przestrzeni H?, przeksztal-
canymi przez S* w siebie.

7 przestrzenig modelowy K, zwigzane sg tzw. obcigte operatory Toeplitza Ag,
ktére mozna traktowaé jako zawezenie do przestrzeni modelowej klasycznych opera-
toré6w Toeplitza na przestrzeni H2. Niech P, : L? — K, oznacza rzut ortogonalny
z przestrzeni L? na przestrzen K,. Dla ¢ € L? operator AZ definiujemy wzorem

ASf = Pa(pf), feK=K,NH™.

Funkcje ¢ nazywamy symbolem operatora Ag. Ze wzgledu na gestos¢ K5° w Ko,
tak zdefiniowany operator A$ jest operatorem gesto okreslonym. Okazuje sig, ze
ograniczono$¢ symbolu nie jest konieczna, by operator Ag dal sie¢ rozszerzy¢ do
ograniczonego operatora na calej przestrzeni K, ([1]).

W rozdziale drugim opisujemy podstawowe wlasnosci przestrzeni modelowej i pew-
nych jej przeksztalcen, w tym szczegdlne wlasnosci obcietych operatoréw Toeplitza.
Chociaz klasyczne oraz obciete operatory Toeplitza zdefiniowane sg w podobny spo-
séb, to maja one rézne wiasnosci. Przykladowo, operator T, jest jednoznacznie
wyznaczony przez symbol ¢, co oznacza, ze T,, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 0.
Nie jest to prawda w przypadku operatora A3. D. Sarason [11, Tw. 3.1] wykazal,
ze AS = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € aH? + aH?. Wynika stad na przyklad,
ze obciety operator Toeplitza AJ o nieograniczonym symbolu moze by¢ operatorem
zerowym (a wiec ograniczonym). W pracy [1] pokazano, ze istnieja ograniczone ob-
ciete operatory Toeplitza, dla ktérych nie istnieje ograniczony symbol. D. Sarason
pokazal, ze obciete operatory Toeplitza mozna w podobny sposoéb scharakteryzo-
wacé za pomocg obcietego operatora przesuniecia S, = A%. Wykazal on [11, Uwaga
po twierdzeniu 4.1], Ze ograniczony operator liniowy A : K, — K, jest obcietym
operatorem Toeplitza wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja funkcje x, v € K, takie, ze

A-S*AS, = kS + kS ® X,

gdzie kg (z) = a_(z_);a_(o) (symbol ® oznacza operator rzedu 1 na przestrzeni Hilberta,
f®g(h) = (h,g)f, dla f, g i h nalezacych do tej przestrzeni), a S’ jest obcietym
operatorem Toeplitza z symbolem Z.

W 2008 J. A. Cima, W. T. Ross i W. R. Wogen [6] scharakteryzowali macie-
rze obcietych operatorow Toeplitza na skonczenie wymiarowych przestrzeniach K.
Wiadomo, ze wymiar przestrzeni K, jest skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy o
jest skonczonym iloczynem Blaschkego. Jesli a jest iloczynem Blaschkego majacym
m zer, to wymiar przestrzeni K, jest réwny m. W [11] D. Sarason udowodnit, ze
jesli a jest iloczynem Blaschkego majacym m zer, to wymiar przestrzeni wszystkich
ograniczonych obcietych operatoréw Toeplitza na K, wynosi 2m — 1.

Jesli a jest iloczynem Blaschkego majacym m réznych zer {as,...,a,} oraz
1 —o(w)a ~ -
pafe) = L OOtE) g, Sld) —elw] L g
1—-wz 7 =W

to uktady RS, = {kg ,..., k3 } oraz Re = {E;“l, sy Ef;m} stanowia bazy przestrzeni
K,. Autorzy w [6] wykazali, Ze macierz obcietego operatora Toeplitza w bazie Ry,
jest wyznaczona przez 2m — 1 swoich elementéw: elementy na gléwnej przekatne;

i elementy w pierwszym wierszu. Podali oni réwniez podobne charakteryzacje dla
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bazy ﬁ;‘;l i tzw. bazy Clarka. Macierze operatoréw z przestrzeni wszystkich ogra-
niczonych obcigtych operatoréw Toeplitza na K, w przypadku, gdy « jest nieskon-
czonym iloczynem Blaschkego (przy dodatkowym zalozeniu o jego zerach) opisano
w [9]. Twierdzenia te prezentujemy w rozdziale drugim.

Asymetryczne obciete operatory Toeplitza sg uogdlnieniami obcietych operatoréw
Toeplitza (po raz pierwszy zostaly wprowadzone w pracach [3, 4, 5]). Niech a, /3
beda dwiema funkcjami wewnetrznymi oraz niech ¢ € L?. Asymetryczny obciety
operator Toeplitza Ag’ﬁ definiujemy jako

AGPf = Ps(ef), feks,

gdzie P3 oznacza rzut ortogonalny z przestrzeni L* na przestrzen K. Operator Agﬁ
jest wige okreslony na gestym podzbiorze przestrzeni K, i dziata w przestrzen Kj.
Niech

T (a,B) = {Ag’ﬂ . € L? oraz Ag’ﬁ jest ograniczony}.

Oczywiscie A3 = A3 oraz I (a,a) = T (a).

Gléwne wyniki rozprawy dotycza wlasnosci asymetrycznych obcietych operatoréw
Toeplitza. Wyniki te zawarte sa w rozdziale trzecim i czwartym rozprawy.

W rozdziale trzecim podajemy podstawowe wtasnosci operatoréw z przestrzeni
T (o, B). Miedzy innymi opisujemy wszystkie asymetryczne obciete operatory To-
eplitza réwne operatorowi zerowemu. W [3] pokazano, ze Ag’ﬁ = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢ € aH? + BH?, w przypadku, gdy funkcja 8 dzieli funkcje a, to zna-
czy kiedy iloraz a/f jest funkcja wewnetrzng. W niniejszej pracy dowodzimy, ze
réwnowaznos¢ ta jest prawdziwa dla dowolnych funkcji wewnetrznych o oraz 3. W
rozdziale trzecim podajemy réwniez przyktady asymetrycznych obcietych operato-
réw Toeplitza rzedu 1. Uogdlniamy tez na przestrzen 7 («, ) wynik D. Sarasona
dotyczacy wymiaru przestrzeni 7 («).

W rozdziale czwartym badamy charakteryzacje ograniczonych asymetrycznych
obcietych operatoréw Toeplitza z za pomocg ich macierzy w odpowiednich bazach.
Wykazujemy na przyklad, ze

Twierdzenie. Niech o bedzie skoriczonym iloczynem Blaschkego z réinymi zerami
{a1,...an} @ niech B bedzie skoriczonym iloczynem Blaschkego z réinymi zerami
{b1,...b,}. Zaldzmy ponadto, ze a oraz 3 majg dokladnie | wspélnych zer: a; = b,
dlai <1 (1 =0 jezeli o i B nie majg wspdlnych zer). Niech A bedzie operatorem
liniowym z przestrzeni K, w przestrzen Kg i niech Ms = [rs,] bedzie macierzq
operatora A w bazach R i RE.

(a) Jezelil =0, to A € T («,B) wtedy i tylko wtedy, qdy

B'(bs)(@ — bs)rs1 + B'(b1)(by — @ ri1+ B'(b1)(@p — b1)r1p

Tsp = _— -

)
B'(bs)(a@p — bs)
dla wszystkich 1 <p <m oraz1 < s <n.
(b) Jezelil >0, to A€ T (a,B) wtedy i tylko wtedy, gdy

B'(b1) (a1 — by)r1,s + B'(b1)(@, — b1)r1y

rs7p - Y2 N

. ﬁ/(bS)(ap - ES)




dla wszystkich p, s takich, 2e 1 <p<m, 1 <s<I, s#p, oraz
5/<bs)(dl - 55>7ls,1 3 5/(171)(&1) - El)rl,p
B/(b8)<ap - bS)

dla wszystkich p, s takich, z2e 1 <p<m,l < s <n.

Tsp =

Dowodzimy takze twierdzenia dla baz: R% i R, baz Clarka Ve i VP8 oraz zmo-
dyfikowanych baz Clarka £2 i 7. Analizujemy réwniez, nie badane wczesniej, cha-
rakteryzacje za _pomocy macierzy w bazach mieszanych, a wiec: w bazach RS, oraz
RP, w bazach ’R“ oraz R, w bazie Clarka V2 oraz w bazie R?, w bazie Clarka

Ve oraz w bazie Rﬁ, w bazie R% oraz w bazie Clarka V?, a takie w bazie R%
oraz whazie Clarka V?. Podane charakteryzacje dotycza zaréwno przypadku, gdy
a oraz [ sa skonczonymi iloczynami Blaschkego, jak i nieskonczonymi iloczynami
Blaschkego (przy dodatkowych zalozeniach o zerach iloczynu).
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