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Rozpatrywana Rozprawa Doktorska dotyczy obcietych operatoréw To-
eplitza, jest to tematyka na pograniczu analizy zespolonej i teorii operatorow.
Gléwnym obiektem rozprawy sa operatory liniowe w przestrzeni Hilberta za-
dane wzorem

A H*© aH? — H? © BH?,
AP f = Ps(of), fe€H?oaH?,

gdzie H? jest przestrzenig Hardy’ego na dysku, a, § sg funkcjami wewnetrz-
nymi, Pj oznacza projekcje na H2© SH? oraz ¢ € L?. Przestrzen H?>© o H?,
nazywana czesto przestrzeniag modelowa, moze by¢ skoficzenie lub nieskon-
czenie wymiarowa, zaleznie od wyboru funkcji wewnetrznej o, natomiast w
Rozprawie rozwazane sg wylacznie ograniczone operatory. Dla operatora Af;’a
przyjeta jest w literaturze nazwa obcigty operator Toeplilza, natomiast opera-
tory Ag’ﬂ zostaly nazwane obcietymi asymetrycznymi operatorami Toeplitza.
Idea Rozprawy jest przeniesienie znanych rezultatéw dla obcietych operato-
réw Toeplitza (o« = ) na przypadek asymetrycznych operatoréw Toeplitza
(a, 3 dowolne funkcje wewnetrzne). Jest to czesto nietrywialne zadanie, wy-
magajace nowych dowodéw, o czym bedzie jeszcze mowa ponizej.

Obciete operatory Toeplitza przyciagaja uwage wieluznakomitych mate-
matykéw. Juz C. Foiag i B. Sz.-Nagy pokazali, ze operatory A2 s3 modelami
dla szerokiej klasy kontrakeji, innymi stowy, ze kazda kontrakcja spetniajaca
pewne dodatkowe zatozenia jest unitarnie réwnowazna A$®, przez z rozumie-
my tu jednomian ¢(z) = z (zob. [10]'). Poczatkowo rozwazane byty jedynie

'Wszystkie numery pozycji bibliograficznych odnosza sie do bibliografii Rozprawy



obciete operatory Toeplitza A3, intensywne badania nad nimi zrewitalizo-
wal w 2007 roku D. Sarason praca [52]. Tematem zajmowali si¢ od tej pory
réwniez m.in. H. Bercovici, D. Timotin, T. Ransford a niedawno, w 2016
roku, wydana zostata monografia S. Garcia, J. Mashreghi, W. Ross [31].

Obciete asymetryczne operatory Toeplitza Ag“g wprowadzili C. Camara i
R. Partington w pracach [15,16] (2016, 2017) oraz Doktorantka ze wspotauto-
rami w pracy [14] (zob. ponizej). Podstawe oryginalnych wynikéow Rozprawy
stanowia trzy artykuly:

[14] wspdlnie z C. Camarg, K. Klié-Garlicka i promotorem M. Ptakiem,
[40,41] wspblnie z opiekunem pomocniczym B. Lanucha.

Wymienione wyzej trzy prace zostaly juz opublikowane w dobrych czasopi-
smach o §wiatowym zasiegu, np. praca [41] opublikoana zostala w czasopiémie
Operators and Matrices, tym samym, w ktérym znalazta si¢ wspomniana
juz praca Sarasona z 2007 roku. Nalezy réwniez pogratulowa¢ Doktorantce
wspoétpracy miedzynarodowej [14]. Rozprawa wpisuje sie wiec bardzo dobrze
w éwiatowe badania naukowe a wybor tematu jest jednym z bardzo mocnych
jej punktow.

Praca sklada sie z pieciu rozdzialow. Pierwsze dwa maja charakter przy-
gotowawczy, praywolywane sa w nich podstawowe wtasnodci przestrzeni Har-
dy’ego, operatoréw Toeplitza i obcigtych operatoréw Toeplitza. Oprécz drob-
nych lematéw nie zawierajg oryginalnych rezultatéw Doktorantki, prezentuja
jednakze w solidny spos6b podstawy teorii.

Rozdzial trzeci, pomimo niewinnego tytulu, zawiera wazne twierdzenia
uzyskane przez Doktorantke dotyczace operatoréw zerowych i operatorow
rzedu jeden. Jest to bez watpienie najciekawszy fragment Rozprawy. Szcze-
gblnie zwraca uwage twierdzenie 3.9. Zawarta jest w nim peina charaktery-
zacja zerowych operatorow Toeplitza, czyli odpowiedZ na pytanie dla jakich
¢ € L? mamy Agﬂ = (. Twierdzenie to w przypadku a = £ udowodnit
Sarason w pracy [52} Poréwnujac dowdd zamieszczony w rozprawie z orygi-
nalnym dowodem Sarasona mozna naocznie sie przekonac, ze uogélnienie do
przypadku a # [ nie bylo automatyczne. Wrecz przeciwnie, podstawiajgc
a = 3 w dowodzie z Rozprawy otrzymujemy nowy dowdd twierdzenia Sa-
rasona. W rozdziale trzecim na uwage zastuguje rowniez twierdzenie 3.12 —
analiza asymetrycznych operatoréw Toeplitza rzedu jeden i stwierdzenie 3.14



— obliczenie wymiaru przestrzeni asymetrycznych operatoréw Toeplitza. Mo-
ze dziwi¢, iz ten ostatni rezultat nie zastuzyt na miano ‘twierdzenia’, moim
zdaniem jest to jeden z istotniejszych wynikéw Rozprawy. Podsumowujac, w
Rozdziale trzecim rozwazono podstawowe wlasnosci asymetrycznych opera-
toréow Toeplitza, praktycznie niezbedne do jakichkolwiek dalszych badan w
tej dziedzinie.

Rozdzial czwarty, stanowigcy znaczna cze$é Rozprawy, rozwaza problem
macierzowej reprezentacji obcietvch operatoréw Toeplitza. Wyprowadzono
tu sumiennie wzory na reprezentacje macierzowa w kilku wybranych bazach
przestrzeni modelowych, kontynuujac badania z pracy J. Cima, W. Ross, T.
Wogen [19], w ktérej to byt rozpatrywany przypadek a = (3. Rozwazono
nastepujace bazy:

e baze pochodzaca od funkcji jadrowych
e baze pochodzaca od sprzezen funkcji jadrowych
e baze Clarka i zmodyfikowana baze Clarka.

Osobno rozpatrzono w Rozprawie przypadek skonczenie i nieskoniczenie wy-
miarowy. Rozdzial czwarty zawiera wiec ogdlnie analize 20 réznych sytuacii.
Zadanie jakie miata Doktorantka, czyli przejécie od przypadku a = § do
przypadku ogdlnego, wymagato duzej technicznej wprawy. Uzyskane wyniki
oraz ich systematyczne opracowanie §wiadczg o dobrym warsztacie matema-
tycznym, pracowitosdci i cierpliwosci Doktorantki. Szkoda, iz w Rozprawie nie
znalazto sie glebsze umotywowanie czy tez kontekst tych badan. Czytelnik
dostownie zarzucany jest kolejnymi wzorami, a brakuje kilku prostych przy-
ktaddéw, obrazujacych choéby zasugerowany we Wstepie zwiazek z klasyczny-
mi i prostokgtnymi macierzami Toeplitza. Ogélnie jednak oceniam badania z
rozdzialu czwartego jako istotne i wartosciowe, mogace w przysztosci stano-
wi¢ podstawe kolejnych prac. Na przyktad naturalne i intrygujgce wydaje sie
pytanie o charakteryzacje wszystkich macierzy m x n bedace reprezentacja-
mi macierzowymi Ag’ﬂ dla pewnego ¢ € L? i pewnych fukcji wewnetrznych
a, 3. Dalsze badania w tym kierunku mogg réwniez poméc w zrozumieniu
odpowiedzi na pytanie postawione w [20] (J. Cima, S. Garcia, W. Ross, W
Wogen, 2010), czy kazdy operator jest unitarnie réwnowazny jakiemus ob-
cietemu operatorowi Toeplitza.

Od strony matematycznej rozprawa napisana jest poprawnie, wida¢ duza
ilog¢ pracy wtozona przez Doktorantke. Autorka w sprawny sposéb korzysta



z narzedzi teorii operatoréw i analizy zespolonej jednej zmiennej. Redakcja
pracy tez jest na dobrym poziomie, cho¢ mozna mie¢ pewne drobne uwagi:

— Nazwa asymetryczne obciete operatory Toeplitza jest mylaca i ciezka w
uzyciu, jak mozna sie bylo przekonac juz na poczatku niniejszej recen-
zji. W Rozprawie pojawiaja sie rowniez operatory C,-symetryczne, co
wprowadza dodatkowe zamieszanie. Na Doktorantke, jako wspoétautor-
ke jednej z pierwszych prac, spada réwniez odpowiedzialnoé¢ za dobor
nazewnictwa.

— Wymienione we Wstepie 5.7 .12 w kontekscie teorii sygnatéw, teorii
sterowania, probabilistyki, teorii aproksymacji i problemu dyfrakcji fal
referencje [1,3,7,8,34,38,55] nie do kornica dotycza wymienionych dzie-
dzin, a juz na pewno nie sg klasycznymi pozycjami bibliograficznymi,
ktére nalezatoby tu zacytowad.

— Symbol z oznacza w pracy zaré6wno zmienng jak i jednomian, jest to
czesto spotykana konwencja, jednakze naduzywana przez Autorke, co
niekiedy utrudnia lekture, zob. np. s. 63 1.-4.

— Uzycie réwnoczesnie ¢ 1 ¢ we wzorach nie powinno mie¢ miejsca.

— Pisownia nazwisk zawierajacych znaki diakrytyczne jest niekonsekwent-
na (np. Camara vs. Foias) lub bledna (Pad zamiast Padé).

Na plus mozna za to zaliczy¢ dobrze zredagowane indeks 1 spis oznaczen.

Podsumowujac, Rozprawa Doktorska Pani magister Joanny Jurasik spet-
nia ustawowe i1 zwyczajowe kryteria stawiane rozprawom doktorskim. Jest to
bez watpienia oryginalne rozwigzanie problemu naukowego. Rozprawa wyka-
zuje réwniez ogdlna wiedze matematyczng oraz umiejetno$é samodzielnego
prowadzenia pracy naukowej przez Doktorantke. Wnioskuje wiec o przepro-
wadzenie dalszych czynnoéci przewodu doktorskiego.
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