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Recenzia R,ozpralvy Doktorskiej Pani magister Joanrry Jtrrasik
W ł a,sności asyrnet,ry czny ch ob ciętych op er ator ów To eplitz a

rv postępolvanirt prorvaclzonytn na \Vydziale ]Vlatematylri, Fizyki i InfonnaŁyki
Uniu,,ers1,,tetu NIarii Curie-Skłodowskiej rv Lublinie

Rozpatr1,1,,,ana Rozpralva Doktorska dotr,czl-, obciętych operatolóri' To-

eplitza, .jest to tenraty}<a na pograniczu atlaiizy zespolonej i teorii operatorów,

Głór.vnyni obie]rtem rozpla\Ąry są operatory 1inior,r,e w przestrzeni Hi]berta za-

dane tl zororn
Ai,O , H2 e aH2 -- H2 o PH',

Aż,''l: p,r(óil, l ę I]2 eaH2,
gc|zie H2 jes1 przestrzenią l1ardy'ego na dysl<u, cr,,6 są funkcjalni rvewrrętrz-

nynri, PB oznacza projekcję na HŻ O !.J II' oTaz cD ę L2 . Przestrzeń II2 a aHz ,

nazywalla częst,o przestrzenią modelor,r,ą. ntoze być skończerrie lrtb nieskoil-
czenie rvymiarowa, ziłleznie od u,vborlt frrnkcji \\rc\\,l]ętIznej cl, tlatomiast rłl

Rozpralr.ie lozwazallc są rł,yłącznie ograrriczone opcratory. Dla operatora A!'"
przvjęta jest w literat,rtrze nazwa obc,ic;t,g operator Toe,pLitza, nat-otrriast opela,
t,ory A}'|] zostały l]azwane obcięĄlm,i asy,metrgczrryrn,i o2llrato,rami Toe,plitzo,.

Ideą Rozprawy jest przeniesienie znalryclr reztrlta,tów dia obciętych opelato-
rów Toeplitza (a: B) na przypaclelr asyrrretrycznych operatorórł, Toeplitza
(a,P dorł,olne funkcje lvelvnętrzne).,Iest to często nieŁryrvialne zadanie, lvy-
nraga.jące nglvych dorvodów, o czym będzie jeszcze illo\^ra ponizej.

Obcięte operatory ToepIitza przyciągają uwagę r,l,ielti,znakornitych mate-
matllft$ly. Jń C. Foiaq i B. Sz.-Nagy pokazali, ze operatory A?,' są modelami
dla szerokiej klasy kontrakcji, innyrni słowy, żekażda kontrakcja spełniająca
pe\\rne dodatkowe założeniajest unitarnie róu,noważna A?," ,l)Tzez z rozulllie-
my tu.jednonrian ó(") : z (zob. [l0]') Początkowo lozwazane były jeclynie

1\\rsz},s|kie nurllel,}r pozycji bibliografi.cznych odnoszą się do bibliografii Rozprawy



F

obcięte opetatorv Toeplitza,4!". intens\,\\,1le ]laclania rrad nimi zrerł,italizo,
lł,ał lł,2007 rolrrr D. Si]tasot] 1]facą i,l21 , Tenatetll zajrrrowali się ocl tej pory
równiez rn.in. H. Bcrcovici. D. Tirlotirl. T. Rarrsfold a nieclałvno, lv 2016

Iokrr, wlld2lna została tnotlogralta S. Garcia, J. I\1ashreghi. W. Ross [31].

Obcięte as},tlletr},czrle operator.v Toeplitza A]''' l,prori,aclzili C. CAmara i

R, Partingto1l \\,placach [15,16] (2016, 2017) oraz Doktorarrt]<Łł ze \vspółauto-

Ianli \\,plat|\, [1a] (zob. ponizej). Podstawę oryginalnl,ch rvr,,tli]<óu, Rozpraw.y

st allo\-\-iil tlzr- i'Lrtykuły:

ilJ] tispólrrie z C, CAmarą, Ii. I(liś-Gariicką i plornotolellr N{. Pialiienr.

[-10.]1l ri-spólrlie z opiektlnern pomocniczym B. Łanucht1.

\\'.vnrienione ri,l-ze; tIz\. l]race zostałr, jLłz opublikowane lv clobr),ch czasopi

srnaclr o światorvvtli zasięgrt. 1l1). ])Iac,a |-11] oprrblikoana została r.,, cza.sopiśrlie
Opera1_ors ancl NIatri,,t,s. tltlt :.1ll\ 1ll. rt któlr,nr ztlirlazła się u,spomnianil

.jrrż praca Sara-sotla z 2O0, rokrr. \alezl t,órvtlicz pogratlłIow,ać Doktorantce
u,spółpracy międzvtlatodor-,,e.' 1 1-. Roz1llari-a ri,lli_.ltje się r.l,ięc llarclzo dojlrze
q, (1:iafglyę baclirrriii nartkori,e a rllllót te1llat1_1 .'cs1 1ecltlr.lrr z llilrtlzo ulocnyclr
jej prrnktów.

Praca s]rłada się z pięcilr lozciziałóri,. Piel,rlsze rlrla tlla;ą c:harakter 1lt,z1,-

gotorvar,lczy. przyr,voływane są rl nich poclstarlorr-e rr,łastlości przestrzerri I1ar-

dy'ego, operirtorór,v Toeplitza i obciętych operatoróri, Toeplitza. Oprócz droll,
nych lernat,ów nie zawierają oryginalrrych rezlrltatórr, Doktoratltki. prezenttrją
jednakze lł.solidny sposób podstarvy teorii.

Rozdział trzeci, pomimo nierł,innego tyl,ułu, zarłriera wazlle tlvierdzenia
rtz.vskane przez Doktorantkę dotyczące operatorów 

"ę1611,ych 
i operatorór-v

rzędrr jeclen. Jest to bez wątpienie najciekawszy fragment Rozprawy. Szcze-
góinie z\\.Iaca uwagę trvierdzenie 3.9. Zawarta jest w ninl pełna charaktery-
zacja zerolv}.ch opelatorólv Toeplitza. czyli odpolviedź na pytanie dla jakicłr

d,l ę L2 ll]am)i :|'j,'iJ : (]. Tlł,ierdzenie to w przypirclku rł : P uclolvclclnił

Sarasotl w placy [52]. Por,ólvnując clorł,ód zamieszczt)lly 1y rozprawie z orygi-
nalnyrrl clorvodenr Sarasor-ra llloz]la naocznie się przekonać. ze uogólrrienie clo

przypadktt a l t) rrie by|9 automat_vczrle, \\rręcz przecilvtrie. podsŁiłrł,iając

o _ iJ lv dorirodzie z R,ozpraw} otrzyplpjelll\i 1lo\\i\.,clolłrócl tri,ierclzenia Sa-

Iasona, W rozclziale trzecini l]a tlwagę zasłltguje równiez tu,ierclzenie 3.12,
analiza dsyn1"1.r""nych operatorólr, Toeplitza rzędrr ieden i stlr,ierclzerrie 3.14



- obliczerrie wymiaru przestrzeni asymetrycznycll operatorów Toeplitza. N'Io-

że dzilvić, iz tell ostatni rezulta,t nie zasłuzył tra nriano'tlvierdzerlia'. trtoirn

zdaniem.jest to jeden z istotnie.jszyglr 1i,yników Rozprarł,y. Podsumorł,rrjąc, u,

Rozclzia]e trzecint loz\vazono podstaworve r,vłasności asymetrycznych opela-
torórv Toeplitza, praktycznie niezbędne do jalrichkohviek clalszych 1lacltri. lv

tej dziedzinie,
Rozclział czrvarty, stanowiącv 7,I]^czną część Roz1lla\\,\l. Ioz\"aza pro1lletn

nlacierzolvej l,eprezerrtacji obciętvch operatorórł, Toeplitza. Wvprowadzorro
trt surnierrnie rłrzory na le]]Iezentację macielzową rv kilkrr rvybran\.ch 

-bazach

przestrzeni nroclelowych. kontynuując badatlia z placy .J. C]irna. W. Ross. T.
Wogen [t9], w której to był rozpatrywany przypadek a : P, Rozwazono
następujilce baz1,;

o bazę pochoclzącą od firrrkcji .jądrorr,l.ch

o bazę poclrodzącą ocl sprzęzer1 fttnkcji jądrowych

c l:azę Clarka i zmodyfikowarrą bazę Clarka.

Osobno TOzpatlzono lv Rozprarvie przypade]< skończerrie i nieskoilczenie u,y-

rrriarorvy, Rozdział czrvarty zalviera więc ogóinie analizę 20 roż,nych sytuacji.
Zaclanie jal<ie miała Doktorarrtka,, czyli przejście or1 przypacl1111 ą : P do

llrzypadlrrt ogólrrego, y,ytnagało duze,j technicznej 1yptit\\,y. Uz1,51ur," wyrlilri
oraz ich systema,tvczne opTacowanie świadczą o clobryn r.l alsztacie tnaterna-
tycznynt. pracowitoścr i r:it:rplilł,,ości Dokiorant]<i. Szkoda. iz lv Rozprar,vie nie
znalaz|o się głębsze l,itltotyrvowanie czy 1cz kontekst tych barlair. Czytelnik
dosłoi,vnie zal,zllciłlly iest kolejrryrlri wzoratni. a 1llakrrje kilku prostych przy-
kładólv, tll;razrrjących r;hc;ćii1, zastlgelo\\,i,tll_v \\,e Wstępie zll,iązel< z klasyczrry-
mi i prostoliątnylni trracierzalrti Toeplitza. Ogólnie jednak oceniarrt badania z

rozdziału czlvartego jako istotne i rr,artościoli,e. nogitrce \\, plzyszłoŚci stano-
wić poclstatę kolcjnych prac. Na przykład naturalne i intrygujące r,vydaje się
pytanie o charakteryzację wszl,stkich macierzy TrL x n będące reprezentacja-
mi macierzowymi ,ł$'P aU pe\vnego ó ę L'i pewnych fukcji \^re\\rllętTznych

a, P. Dalsze badarria rv tym kierrrnku m.ogą równicz pomóc w zlozllmieniu
oclpowiedzi na pytanie postau,ione w [20] (J. Cina, S. Garcia. W. Ross, W
\\rogen, 2010), czy każdy operator jest unitarlrie tÓ,ultlorł,azny jakiemrrŚ ob-

ciętemu operatoror.ł,i Toeplitza.

Orl strony nratenatycztlej rozprarva napisana jest poprawnie, rł,iclac dużą
ilość pracy rvłozoną przez Doktorantkę. Atrtorka w spl,a\\rny sposób korzysŁa



z narzędzi teorii opelatorćlrr, i irnalizr, 2e.rpolorrej jednej zmiennej. Reclakcja
pIacy tez jest na clobll,tl-t poziorlie. choć trloztla trrieć pervne clrobne uwagi:

Nazlva a,s]]nlett,t]c:ne r-łlr: ię,tt: rlpe t,ottlt,t1 ToepILt:a iest nt\rląca i r:ięzka r.l,

trzyciu,.jali tlloztla się br ło plzeliotlać Jtlz tla poc,zątl<lr nilliejsz.,j lecell-
zji. W Rozprau,ie pojarviają sie tou-tliez opeIŁ]to1,\, C],. s1.111ę1,1y(]zlle) co
rvprorr"adza dodatkorve zarrrieszatlie. Na DoktofŁlllt]ic. 1ako lł,spółautor-
kę ;ednej z pir:lu,.szych pracl. spada r,órvtriez oclplori,iecLztalność za clobór
tl azervrl ictulil.

\\-r-ntieni()ne. \\,c \\rstępie s.7 |.72 w kontekście teorii sl,gnałóri,. teorii
sterolr-atlia. proballilistvki, teorii aproksyrłracji i problernrr dl,fraltc.ji fal
ref'erer-rcje 

-1.3.7,E.3].3E.55] 
nie do końca dot;,c7ą v,ytnienionvch dzie-

clzin, a jrtz na pe\\,11o nie są klasycznynri pozycjami bibliograficznyrlri.
które rralezałob1, ttr zacl,totać.

- Symbol z ozl7il(:zL7 \\, pl,ac}, zarórlno ztrlietltrą jak i jedrrcllniiin) jest to
często spotr-liatla kotllr-elrcj a. ,eclnakze nacluz1.11rąna pTzez Autorkę, co
nielriedy utrrtcltlia lektrrrę. zo1l. tl1l, s. 63 l.-].

Uzycie równocześnie.., i; ri,e rvznrach tlie porvitltlo ntieć niiejsca.

Pisor,vnia nazr.l,isk zalł-ielającl-clr zrla]ii cliakrl,tl,czrre jest niekonsekr.l,ent-
na (rlp. CArnara vs. Foias) lu1l 1lłęclna (Pirc1 zarniir_rt Paclć:).

Na plrrs nlozl]ż} zzl 1o zrl"Iiczlrć clobrztl zl,eclilgo\\-alie irrclelis i spis oztraczeil.

Poclsuntou,ując, Rozprawa Doktorska Parri rrragister Joann1. ,ltrrasik speł-
nia rtstau-olr," i 2ylyczajowe l<ryf,ęlia stawiane lozplawoilI clo]<tors]<in. ,Jest to
łlez u,ątpierli:r orl,ginalne rozwiązanic pro)rlcrrtu nit,rtkolvego. Rozpralyą 11,ylra-

zrrjc rórłłriez ogólną rviedzę matematyczną oIaz umiejętriość satrroclzielnego
prorł,aclzelria plac\r tlartlrorvej przez Doktorantkę, Wnioskuję rł,ięc o pfzeplo-
r,l adzetlie dalszych czl,trtlości przel,odrt dokl,orskicgo.

Krakórv, 31. Iipca 2018


