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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Joanny Jurasik
pt. ,,Wlasnosci asymetrycznych obcietych operatoréw Toeplitza”

Operatory Toeplitza pojawily sie ponad sto lat temu w pracy Otto Toeplitza pt.
wZur theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen Verdnderlichen” (Math.
Ann. 70 (1911), 351-376). Prace Hartmana i Wintnera oraz Browna i Halmosa
(|37], [13]; numeracja z bibliografii rozprawy doktorskiej) z potowy ubiegtego wieku
zapoczgtkowaly intensywne badania tych operatoréw na klasycznej przestrzeni Har-
dy’ego H? jak i rozmaitych ich uogélnien. W chwili obecnej jest to jedna z najlepiej
zbadanych i opisanych klas operatoréw na przestrzeni Hilberta.

W roku 2007 Sarason zdefiniowal i badat operatory Toeplitza na podprzestrzeni
przestrzeni H?, tzw. przestrzeni modelowej K., bedacej dopetnieniem ortogonalnym
wlasciwej podprzestrzeni niezmienniczej aH{? operatora przesuniecia jednostronnego
S wyznaczonej przez funkcje wewnetrzng a. Doktadniej, dla funkeji ¢ € H? operator
A, jest zdefiniowany na gestej podprzestrzeni K, N H* wzorem

Aapf = Pa(@f)a

gdzie P, jest rzutem ortogonalnym przestrzeni L? (na okregu jednostkowym) na
podprzestrzetn K, = H? © aH?. Obcietym operatorem Toeplitza o symbolu ¢ jest
rozszerzenie operatora A, do operatora ograniczonego na przestrzeni K, (jezeli takie
rozszerzenie istnieje).

Naturalnym uogélnieniem pojecia obcietego operatora Toeplitza jest tzw. asy-
metryczny operator Toeplitza, ktory dziata pomiedzy przestrzeniami K, i K5 (a1
sa dwiema, by¢ moze réznymi, funkcjami wewnetrznymi) oraz jest ograniczonym
rozszerzeniem operatora zdefiniowanego wzorem

Ag’ﬁf:P/g((pf) dla fe K,NH™.

Asymetryczne obciete operatory Toeplitza zostaly zdefiniowane przez Camare
i Partingtona w pracy [16] z 2016 roku, a nastepnie badane przez tych Autoréw [15]
oraz przez Camare, Klis-Garlicka, Ptaka i Doktorantke w pracy [14].

Praca doktorska Pani Joanny Jurasik dotyczy badania wlasnosci asymetrycz-
nych obcietych opreratoréow Toeplitza. Omoéwie pokrotce jej tresé. Sktada sie ona



ze wstepu i czterech rozdzialow. Wstep zawiera rys historyczny oraz zwiezty opis
najwazniejszych faktow i wynikéw przedstawionych w dalszej czesci rozprawy.

Rozdzial pierwszy zatytutowany ,Wiadomosci wstepne” zawiera podstawowe ozna-
czenia, definicje 1 twierdzenia dotyczace klasycznej przestrzeni Hardy’ego H? i ope-
ratoréw Toeplitza.

Rozdziat drugi, ,Obciete operatory Toeplitza”, jak sam tytul wskazuje, poswieco-
ny jest uogoélnieniu operatoréw Toeplitza jakim sa tzw. obciete operatory Toeplitza.
Omowione sa w nim kolejno: przestrzenie modelowe i ich przeksztalcenia, bazy prze-
strzeni modelowych zaréwno w przypadku skoniczonych, jak i nieskoniczonych, ilo-
czynéow Blaschkego, obciete operatory Toeplitza oraz ich charakteryzacja za pomoca
macierzy w réznych bazach przestrzeni modelowej.

Glowng czesé rozprawy tworza rozdzialy trzeci i czwarty, zawierajace oryginalne
wyniki uzyskane przez Doktorantke we wspomnianej juz pracy [14], jak i pracach
(wspolnych z Promotorem pomocnicznym B. Lanucha) [40] i [41].

Rozdzial trzeci zatytulowany ,,Podstawowe wlasnosci asymetrycznych obcietych
operatorow Toeplitza’ rozpoczyna sie od definicji tych operatoréw oraz ich prze-
strzeni T(a, 5). Nastepnie omoéwione sg przeksztalcenia przestrzeni T(«, 8). Glow-
nymi wynikami zawartymi w tym rozdziale sa: twierdzenie 3.9, podajgce warunki
konieczne i dostateczne na to, aby operator A‘;*B byt operatorem zerowym i twier-
dzenie 3.12, w ktérym zostaly scharakteryzowane asymetryczne operatory Toeplitza
rzedu pierwszego. Ponadto w rozdziale tym wyznaczony jest wymiar i opisane sg
bazy przestrzeni T(«, §) w przypadku, gdy funkcje a i 3 sg skonczonymi iloczynami
Blaschkego.

Rozdziatl czwarty, ,Charakteryzacje asymetrycznych obcietych operatoréw To-
eplitza za pomoca ich macierzy” jest podzielony na dwie cze$ci. Czesé pierwsza
dotyczy charakteryzacji asymetrycznych obcietych operatoréw Toeplitza w przy-
padku, gdy funkcje a i 8 sa skonczonymi iloczynami Blaschkego, a wiec wtedy, gdy
przestrzen T(ca, 3) jest skoriczenie wymiarowa. Gléwnym problemem technicznym,
ktory Doktorantka musiata pokonaé jest fakt, ze funkcje o i 8 moga mieé¢ wspolne
zera. Rozwazane sg trzy rodzaje baz w przestrzeniach K, i Kjz: bazy utworzone
z funkcji jadrowych, bazy utworzone ze sprzezen funkcji jadrowych i bazy Clarka.
W zwiagzku z tym jest dziewie¢ wariantéw opisu operatora Agﬁ za pOIMOCy jego
macierzy wzgledem baz w przestrzeniach K, i Kp.

Druga czes¢ tego ostatniego rozdziatu dotyczy przypadku, gdy przestrzenie K,
i K3 sa nieskonczenie wymiarowe, wiec gdy funkcje o i 8 sa nieskonczonymi iloczy-
nami Blaschkego. Woéwczas w K, i Kp istniejg przeliczalne bazy Riesza utworzone
z funkcji jadrowych lub ze sprzezeni funcji jadrowych wtedy i tylko wtedy, gdy ilo-
czyny Blaschkego o1 8 maja jednostajnie odseparowane zera. Natomiast przy pew-
nych innych zatozeniach (np. gdy zera nieskonczonego iloczynu Blaschkego majg co
najwyzej przeliczalng liczbe punktéw skupienia) istnieja réwniez przeliczalne bazy
Clarka w tych przestrzeniach. Przy wspomnianych zalozeniach dotyczgcych funkceji
Blaschkego udowodnione sa charakteryzacje asymetrycznych obcietych operatoréw
Toeplitza za pomocg ich macierzy. Podobnie jak w przypadku skoriczenie wymia-
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rowym rozwazone zostato dziewie¢ mozliwych przypadkéw. Twierdzenia te sa wiec
uogolnieniami klasycznego wyniku z teorii operatorow, ktory mowi, ze ograniczony
operator liniowy na przestrzeni H? jest operatorem Toeplitza wtedy i tylko wtedy,
gdy jego macierz wzgledem bazy {z"}°°, jest macierzg Toeplitza. Taka macierzowa
charakteryzacja operatoréw na przestrzeni Hilberta jest nie zawsze mozliwa, dlatego
wyniki uzyskane w tej czesci rozprawy sg, moim zdaniem, najciekawsze i najwarto-
Sciowsze.

Przejde teraz do oceny rozprawy doktorskiej. Strona redakcyjna jest bardzo do-
bra. Praca napisana jest jasno i poprawnie. Obszerna czesé wstepna utatwia czytanie
tej rozprawy. Czytelnik znajdzie w niej wszystkie fakty potrzebne do zrozumienia
rozumowan w czesci zasadniczej, czyli w rozdziatach trzecim i czwartym. Praca jest
bardzo ,techniczna’, zawiera mnostwo dosé¢ skomplikowanych wzoréw. Pomimo to
nie udalo mi sie w nich znalezé¢ zadnego bledu, ani nawet literowki”. Nie zauwazylem
réwniez zadnych btedéw merytorycznych.

Na osobnych kartkach dotaczytem niewielka liste drobnych btedéw jezykowych
i drukarskich. Oczywiscie te btedy sa nieistotne i nie majg wplywu na ocene pracy.

Moja ocena rozprawy doktorskiej Pani mgr Joanny Jurasik jest bardzo pozytyw-
na. Badanie réznych uogélnien klasycznych operatoréw Toeplitza nalezy do ciagle
aktualnych i waznych zagadnienn w teorii operatoréow. Pani Jurasik uzyskata ciekawe
i oryginalne wyniki w zakresie tej problematyki. Sa one juz w wiekszosci opubli-
kowane. Wykazala sie przy tym bardzo dobrg znajomoscig literatury i doskonatym
opanowaniem ,rzemiosta’”.

Biorac powyzsze pod uwage, stwierdzam, ze praca doktorska Pani mgr Joan-
ny Jurasik speilnia wszystkie wymagania stawiane rozprawom doktorskim
w art. 13 ust. 1 ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o
stopniach i tytule w zakresie sztuki z dn. 14 marca 2003 r. (Dz.U. Nr 65,
poz. 595, z pézniejszymi zmianami) i wnosze o dopuszczenie jej do publicznej
obrony.
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