
R,oz1_1rarva rloktorska

" zagadnienia gęstości w sensie Turóna dla grafów i lripergrafów"

kamiI powroźnik

stlesztlzcrrie

pr.zerlttriotell) rozpra\\ry cloktc,lskiej są zagrrrlrrienia gęstoŚci w st:rrsic Tttt'ltna rllir gla-

fów i lripergrafów. Nazrva problemu pochodzi od na,zwiska węgierskiego matematYka Pńla

Tr_rtńna. który sformułolł,ał następujący problem. Dla danego graftr G: (I/(G),E(G)) i

liczb__v naturalnej n, chcerny rvyzrraczyć maksl.malną liczbę Plą1l'ęclzi (tzrv. liczbę Turiirra

e:.t(G.r)) *,grafie o liczbie wielrzclrclłków równej n, któr,1, rrie ztrwit:r,a g}aflr G jirktl pod_

graflt. Każdv graf rzędu n o powyzszej własności nazyrvamy grafem ekstrernalnyrn wzglę-

dcrl graflt G.

Inrr1. prolllern typu Turńna opiera się rra rozpatryrvaniu grafu C wraz z funkcją okre-

ślorrą na zbiorzekralr,ędzi f : I](G) -+ (0,1] (funkcja taprzyporządkowlrje kazdej krarł'ędzi

,.r grafi.e G r,vartość, którą bęclziemy na,zyn,ać gęstością dane,j krawędzi). Polegtr on na \\i\L

ztraczcnitt rvalunków, jakie musi spełrri:r,ć zadana funkcja f', bv zapervniĆ istnierrie rlanegrl

grafrr ći jako 1lorlgrafir rl, każclym |V(C)|-dziclnyn grafic 13|t.}] o gęstośi:iac}i P1;61'ęrlzio-

w1,.ch r,vyzllaczonycłl przez funkcję /. gdzie B|G] nazylvarn5, rozdrnuchan,Ym graJ'ern, którY

j est zdefinio\val}y następtrj ąco

1. każdy r,r,icrzchołek ź € 1/(G) zastępujcm:r I)r7,cz klaster Ai (zblór rrieza,lezrrvc}r rvierz-

chołkólł,).

2, jeżcli t,ierzchołki i, j ę IZ(G) są sąsiednic w G (czyli istnieje kralvędŹ t - ij €

E(G)), to tworzymy krar.vęclzie rv B[G] pomiędzy elementami k]astrórv Ai oraz Ai

(niekonieczrrie rł,szvstkie, J.ecz co nairnrriej jedną).

Graf G nazywa,my transwersalg rv rozdmucharrym gra,fie BIGJ,,jeżeli istnieje homo-

nrorfiznr a.v(G) + y(B[G]) taki, ze ó(,i) €,4; dlawszystkicłr wierzc}rołków l € 1/(G)

Dla 1l:rry klastr,órv ,Ą, otzlz,4, rł, roz<lrrrt_rclrarryrrt glafit: 1J|(}), grlzie c --'ij ę E(C),

gęstość k,rawęclz,i,owQ d. : cl(Ai, Ar) określaIny jako surnę wag krau'ędzi PomiędzY tYrni

klastrarni podzieloną przez lloczyn wag tl,ch klastrów,

problem gęstości lv sensie Turńna spror,vadza się do wyznaczellia tzrł', gęstoŚci kr1'1o'""-

lrt.j (uięcit: jccltloroclne) albo zbttclclr,vania algrlryirnu sprarvdzającego, c,zy ,l,adanla, funkcjzL

/ zapewnia istnieriie tra,nswersali G lv d,orł,olnym rozrlrnucha,nym grafie B[C;] o okreŚlone"j



gęstości krawędziorvei pomiędzy klastrami (rrjęcie niejcclnorodne). W prźrcy 1lrzctlstawionc

został"v- znanŁ, wyniki dotyczące probJernu gęstości 'Iuróna dla rózn}rch klas grirfórv, rv tym

dla drzclł, i c,vkli, Inspiracją rlo badań były przede r.vszy5|ftip placc [3], [4] oraz [5]. Po-

nadto, opisane zostałv wyniki własne. które są Iozszerae:Llrem probicmrr gęstości rv serrsie

'Itrt,ńltit, ttir irttlt: klasy grrrlórv i }riperglfą(;y, (zirrvirrl,t: rrr.ilr. lv tlllrrll1ikcxvitlt\.clt pr:lcrr<:1r [1]

i [2])

Gęstośr:źq krytycznq grafu G naz)rwamy najmniejszą liczbę d, lrtóra zapewnia istnie-

rrie transrversa]i G lv kazdynr rozclmuchanym glafie BlG), ił, którym r,vszystkie gęstości

krtrr,vędziorr,e d" spcłrriają r,varun<:k d. > rl,.

W pracy pojęcie gęstości krytycznej zostało TozszeIzeno rra, hipergI,afy oraz przed-

starviono jej dolne i górrre ograniczenia dla 3-jcdnolitych lirriorł,ych hiperdrzcw. Ogrir-

niczenia te są rvyrazoD_e za l)oInoL,ą trraksymalnej r,vartości rvłasne,j rnaci.erzy sąsierlztrva

hrperclrzerva. Ponadto, podano strukturę hiperkrałr,ędziową optymalnej korrstrukcji eks-

tremalnego hipergrafir dla tego rodzaju hiperdrzew.

Niech {r"}. będzie zbiorern gęstości na krawędziach łv grafie G w_vznaczonym plzez

firnkcię l. N,{órł,inli, że zblór {l"}c zapcnrria istnicnie transtcrsali G, .jeżeli w kazrh,rn

rozdrnuchanl.m grafie BlG), którego wszystkic gęstości krawędziclr,r,e d" spełniają rvarunek

d, ż ̂ lr, graf G jest transłversalą.

W rozprau,ie doktorskiej sformułowano i udor,vodrriono trvieldzenia opisujące warunki

korrit:czrrc i rlr;sta,teczn(] nżi tct, aby darry zbiór gęstości rra krar,vędzizrclr ztrpc,uvtiiał istnieltlitl

trarrswersali dla przypadków: grafów jednocyklicznych z cyklem C3, jednohipercykliclznych

liniorr,},ch hipergrafów z lłipercvklem ą oraz liniowych hiperdrzer,r,. Dodatkowo, w prac.v

sfolrnułorł,ano i udorł,odniono poprawność algorytrnólv pozrvaiając5rclr na sprawdzerrie w

efektyu,n1, sposób. cz1, datty zbiór gęstości zaperł,nla, czy tez nie , istnienie transwcr-sali dla

rvsponlnian},ch grafólł, i hipergrafów w ic}r rozdrnucharryclr grafach (1ripergrafac}r),

W dorvodach twierdzeir zostały rvykorzystane metody optl-rnalizacji, agebry liniowej,

teorii spektralncj grafów oraz po,jęcie r,vielozmiennego u,iclonriantl skojarzeniowcgo rlla

grafów i hipcrgrafórv.

Posta,wiono równiez problemy otu,arte do clalszydr badań"
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