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Streszczenie

Przedmiotem rozprawy doktorskiej sa zagadnienia gestosci w sensie Turana dla gra-
fow i hipergraféw. Nazwa problemu pochodzi od nazwiska wegierskiego matematyka Pala
Turdna, ktéry sformulowal nastepujacy problem. Dla danego grafu G = (V(@),E(G)) i
liczby naturalnej n chcemy wyznaczy¢ maksymalng liczbe krawedzi (tzw. liczbe Turdna
ex(G,n)) w grafie o liczbie wierzchotkow réwnej n, ktory nie zawiera grafu G jako pod-
grafu. Kazdy graf rzedu n o powyzszej wlasnosci nazywamy grafem ekstremalnym wzgle-
dem grafu G.

Inny problem typu Turdna opiera si¢ na rozpatrywaniu grafu G wraz z funkcjg okre-
$lona na zbiorze krawedzi f : E(G) — (0,1] (funkcja ta przyporzadkowuje kazdej krawedzi
w grafie G wartoé¢, ktéra bedziemy nazywaé gestoscia danej krawedzi). Polega on na wy-
/naczeniu warunkéw, jakie musi spelniaé zadana funkcja f, by zapewnic istnienie danego
grafu G jako podgrafu w kazdym |V (G)|-dzielnym grafie B [G] o gestosciach krawgdzio-
wych wyznaczonych przez funkcje f, gdzie B|G] nazywamy rozdmuchanym grafem, ktory

jest zdefiniowany nastepujaco

1. kazdy wierzchotek i € V(G) zastepujemy przez klaster A; (zbiér niezaleznych wierz-

chotkéw),

2. jezeli wierzcholki i,j € V(G) sa sasiednie w G (czyli istnieje krawedZ e = 1j €
E(G)), to tworzymy krawedzie w B[G] pomiedzy elementami klastrow A; oraz A;

(niekoniecznie wszystkie, lecz co najmnie] jedna).

Graf G nazywamy transwersalg w rozdmuchanym grafie B [G], jezeli istnieje homo-
morfizm ¢ : V(G) — V(BIG]) taki, ze ¢(i) € A; dla wszystkich wierzchotkéw i € V(G).

Dla pary klastréow A; oraz A; w rozdmuchanym grafie B[G], gdzie e = ij € E(G),
gestoéé krawedziowg d. = d(A;, Aj) okreslamy jako sume wag krawedzi pomiedzy tymi
klastrami podzielong przez iloczyn wag tych klastrow.

Problem gestosci w sensie Turana spl_rowadza sie do wyznaczenia tzw. gestosci krytycz-
nej (ujecie jednorodne) albo zbudowania algorytmu sprawdzajacego, czy zadana funkcja

f zapewnia istnienie transwersali G w dowolnym rozdmuchanym grafie B[G] o okreslone]



gestosci krawedziowej pomiedzy klastrami (ujecie niejednorodne). W pracy przedstawione
zostaly znane wyniki dotyczace problemu gesto$ci Turdna dla réznych klas grafow, w tym
dla drzew i cykli. Inspiracja do badan byty przede wszystkim prace [3], [4] oraz [5]. Po-
nadto, opisane zostaly wyniki wlasne, ktére sg rozszerzeniem problemu gestosci w sensie
Turdna na inne klasy graféw i hipergrfaéw (zawarte m.in. w opublikowanych pracach [1]
i[2]).

Gestosdcig krytyczng grafu G nazywamy najmniejszg liczbe d, ktéra zapewnia istnie-
nie transwersali G w kazdym rozdmuchanym grafie B[G], w ktérym wszystkie gestodci
krawedziowe d, spetniaja warunek d, > d.

W pracy pojecie gestosci krytycznej zostalo rozszerzeno na hipergrafy oraz przed-
stawiono jej dolne i gérne ograniczenia dla 3-jednolitych liniowych hiperdrzew. Ogra-
niczenia te sg wyrazone za pomocg maksymalne] wartosci wlasnej macierzy sasiedztwa
hiperdrzewa. Ponadto, podano strukture hiperkrawedziowa optymalnej konstrukcji eks-
tremalnego hipergrafu dla tego rodzaju hiperdrzew.

Niech {7.}¢ bedzie zbiorem gestosci na krawedziach w grafie G wyznaczonym przez
funkcje f. Méwimi, ze zbiér {7.}s zapewnia istnienie transwersali G, jezeli w kazdym
rozdmuchanym grafie B[G], ktérego wszystkie gestosci krawedziowe d. speiniaja warunek
de > 7, graf G jest transwersals.

W rozprawie doktorskiej sformutowano i udowodniono twierdzenia opisujace warunki
konieczne 1 dostateczne na to, aby dany zbiér gestosci na krawedziach zapewnial istnienie
transwersali dla przypadkoéw: graféw jednocyklicznych z cyklem Cjs, jednohipercyklicznych
liniowych hipergraféw z hipercyklem Cj oraz liniowych hiperdrzew. Dodatkowo, w pracy
sformulowano i udowodniono poprawnosé algorytméw pozwalajacych na sprawdzenie w
efektywny sposob, czy dany zbior gestosci zapewnia, czy tez nie, istnienie transwersali dla
wspomnianych graféw i hipergraféw w ich rozdmuchanych grafach (hipergrafach).

W dowodach twierdzen zostaly wykorzystane metody optymalizacji, agebry liniowej,
teorii spektralnej graféw oraz pojecie wielozmiennego wielomianu skojarzeniowego dla
graféw 1 hipergrafow.

Postawiono réwniez problemy otwarte do dalszych badan.
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