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Recenzja pracy doktorskiej

kamila powroźnika

Zagadnienia gęstości w sensie Turiina dla grafów i
hipergrafów

Rozprawa cloktorska pana Kamila Powroźnika dotyczy problemu Trrrńna. Praca

składa się z czterechrozdziałow i podsumorł,arria.

Pierwsze dwa rozdziały to wprowadzenie podstarł,owych dla pracy definicji (rozdział
pierwszy) i omówienie ogólne problemu gęstości (rozdział drrrgi).

Także ja w mojej recenzji muszę zdefiniować kilka z mniej znanl,ch pojęĆ, by uczvniĆ

recenzią iepiej zrozumiałą,
Grafem (hipergrafern) rozdmuchanym B[G] grafu (hipergrafu) G nazywamy

graf (hipergraf), u, którym:

1. kazdy wierzchołek ? € V(C) zastępujemy ptzez klaster (tzn. nieza|eŻny zbtór

wierzcholków) Ai,

2. wierzcho}ek a z Aimoże (choć nie rnusi) być połączony zb e Ai jeśli ij € E(G).

Kńdy wierzchołek i e V(C) ma pewną wagę tr,(i) > 0. W"8ą klastra ,4; jest
llczba .(A) : DłeAtw(r), wagą krawędzi e : źj ę E(C) jest Tl(e) : e(i)w(j),
Gęstością krawędziową d(Ai,y'r) pomiędzy klasami Ai alaz,47 w rozdntuchanym
grafie B[G] jest

d(Ai, A,j) - 
I,eęg(B[c]),,:,y,łęAl,aęAi u(e)

w(Al)w(Ai)

G jest transwersalą w rozclmuclranym grafie B[G] jeśli istnieje homomorfizm

$: V(c) _+ V(B|G]) taki, że ó(ź) € ,4ł dla każdego ź ęV(,G). Inaczej mówiąc,



jeśli G jest podgrafem B[G] takim, żekażdy wierzchołek jest w suo,im klastrze, ho-

momorfizm ę : V(G) *+ V(B|G]) c:znacza bowienr, że jeśli źj ę E(G) lvówczas

ó(,)óU) € E(B[G]).

problem gęstości Turóna to problem określenia warunków, które wymuszają bY

G był transwersaią s,,ł,oiego grafir rozdmuchanego w powyżej zdefirriowanyrn sensie.

Nagy [31] u<lowoclrrił następujące twierrlzenie (w rozprawie cytowane iako twierdze-

nie 2.16):
Ni,ech G będ,zi,e grafem o rwierzchokach i k krawędzi,ach zaś B|Gl takźnl grafem

rclzrlmuchartyrn gralu G, że ul każdym klastr"ze jest n wi,crzchołków. JeŚli G nie jest

transuleTsalą B|G], wóulczrl,s rozm,iar (liczba krawędzi,) grafu B|Gl wynos,i co najwgżej

(k - 1)n2
(Sposób zacytowania tego twierdzenia kwestionuję w uwagach szczegółorvVch.)

W rc:zdziałach trzecim i czwartym rozprav/y zawtieszczono wszystkie w_Vniki skła-

dające się na jej osiągnięcia, By uniknąć powtórzeń w recenzji, powiedzmy u, tym

rniejscu, że wszystkie te rł,yniki, to jest twierdzenia i algorytmy) są rezllltatami

osiągniętymi i w większości oprrblikowanymi wspólnie z Haliną Bielak.

Trzeci rozdziń rożprawy poświęcony jest tak zwallemu niejednorodnemu Pro-
blemowi gęstości rł, sensie Turńna. W problemie tym clrorlzi o znalezienie takiego

zbioru gęrtoś"i {1e}eęE(c) krawędzi grafu G by spełnienie nierówności d" ż 1" dla

każclej krawędzi e e E(Ć), g<lzie d,": d"(Ai,Ai), zapeslniało istnienie w B[G] trans-

wersali G.
W 2012 rokri Csikvóri i Nagy uilov,odnili eleganckie twierdzenie dla drzew, w którYm

tak definiują gęstości u, grafie T' : T -zl, gclzie ,ł-l jest wierzchołkienr wiszącyrn drzewa

T, że nowegęstości krawędzi w grafie 7'rwmuszają istnienie transwersali T' w B|T')

wtedy i tvlko wtedy, gdy gęstości krawędzi w drzewie wyjŚciowynr 7 wymuszają ist-

nienie transwersali 7 w B|rl @jest krau,ędziąłączącą wierzchołki z oraz j grafu G,

A; klastrern grafu rozdmuchanego grafu G powstałynl z wierzchołka i). Twierdzenie

to cytowane jest w rozprawie jako twierclzenie 3,1,

Jak nietrudno się domyślić, Csikvóri i Nagy podali wynikający z tego twierrlzerria al-

gorytm sprawclzający czy dany zbiór gęstości drzewa zapewrria istnienie transwersaii

tego drzewa w jego gra,fie rozdmuchanym.
Autor rozprawy przedstawia irrspirowanepTzez twierdzenie Csikvóriego i NagYa twier-

dzenie dla grafów jednocyklicznych zawierających ą (twierdzenie 3.3). Dowód twier-

dzenia jest clość clługi, zajmuje 6 stron tekstrr. W rozprawie zamieszczoluo takŻe

Atgorytm I sprawclza jący, czy dany zbiór gęstości krawędzi zapewnia istnienie trarrs-



wersali jednocyklicznego grafu G z Cs w rozdmucharrym grafie grafu G, Udowodnione

w rozdziale wniosek 3.1 i trviercizenie 3.4 dotyczą twierdzenia 3.3 i Algorytmu I.

W cialszej części rozdziałl trzeciego Autor przedstawia uogóinienia twierdzenia 3.3

na r-jednolite liniowe jednohipercykiiczne hipergrafy z hipercvklenr C3 (r > 2), Idea

funkcjonorł,ania tego twierclzenia jest porlobna cio twierdzenia 3.3. 1 tym razem Arr_

tor pized"stawia algorytm (Atgorytrn II) pozwalający sprarł,dzić, czy zdefi,niowany na

hiperkrawędziach lripergrafir G liniowego, t-jedrrolitego i jednocyklicznego z cYklem

Cg zapewTtia istnienie transwersali G w BlC]
Rozdział 3 zawiera t,akże uogólnienie twierclzenia Csikvńriego i Nagya na liniowe i r-

jecinolite hiperdrzewa T (r > 2. |Eg)l > 2). Takze i w tym przypadku podano

algorytm spralvdzający czy zbiór gęstości na krawędziach hiperdrzewa T zapewnia

istnienie transwersali 7 w }ripergrafie rozclmucharrym (Algorytm III),

Rozdział czwarty rozpra,lvy jest poświęcony problenrowi gęstości Turóna w ujęciu

jednorodnym,
W pr"ypudku rrjęcia rrieiednorodnego problemu Turńna pytaliśmy o wartrnki na

zbiór gęstości krawędziowych {13}e€E(c) takich, by spełnienie nierówności du } 1"

dla każdego e € E(G) zapewnialo istnienie trarrswersali G w grafie rozdmuchanYm

grafir G. W trjęcirr jedrrorodnym szukamy rrairnnieiszej liczby d takiej, bY sPełnienie

*ar.1nku d. ż d dla wszystkich krawęc]zi e € E(G) zapewniało istnienie transrversali

G w B[G), Taką liczbę d oznaczamy przez d",*(G),

Autor przedstawia ciekawe twierclzenia uzyskane przez Csikvńriego i NagYa i innYch

autorów, dotyczące parametru d-*(G) grafu i zarnieszcza wyniki (wspÓlne z Haliną

Bielak i jeszcze rlieoprrblikowane) będące uogólnieniami tych twierdzeń dla hiPer-

grafów 3-jeclnolitych i liniowych. Wyniki te polegaią międz_v innymi na Podaniu
ograniczeń dolnych i górnvch cIIa d",aĄG).

W krótkim podsum<_lwanirr swojej rozplawy cioktorant,iłrskazrtje problemy otwarte,

niekttlre zresztądość naturalrre, Takim wręcz narzucającym się probiemem jest zna-

lezierrie algorytmów testowani a czy zbiór gęstości zapewnia istnienie transwersali w

przypadku grafów jednocykliczlycleczbez zalożonta, że jedyny cykl jest trójkątern.

Konkluzja

Zasygna\izowane w recenzji usterki nie nają wpływu na generalnie pozytywną ocenę

rozprawy doktorskiej pana Karnila Powroźnika.

W części recenzji którą nazwałen u,luagam,i szczegółowym,i t,tlrr.lteŚciłem na końcu re-

cenzjl,, podaję przykłady takich pomyłek.



W ocenie pracy doktorskiej parra Prrwroźnika tla szczegÓlne podkreŚlenie zasłu-

guje fakt podjęcia przez niego ambitnej tematyki w niełatwym ujęciu. o ile
*iu*, poza panią Bielak i panem Powroźrrikiem w Polsce nikt jeszcze nie zajmował

się tak ujętą tematyką grafów ekstremalnyc}r,
praca jest clobrze napisana pod względem iezykov/ym i fornralnyrn (właściwe są

i odwołania clo literatury jak i sanra bibliografia pracy). ChoĆ zdarzają się drobne

niezręczności, o których wsporninam w recenzji. Zabardzo cenne. ułatwiające Zro-

zumienie czytelnikowi, uwazam umieszczenie w rozprarvie przvkładóu,,

W związku z powyższym rekomenduję Komisji d/s Przewodu Doktorskiego
Kamila Powroźnika dopus zczertie go do dalszych etapów przewodu dok_

torskiego.

Uwagi szczegółowe

W rozdziale pierwszym (str. 11) zawarta jest między innymi definicja zawierania

grafów. Istniejące sformułowanie jest błędne w tym sensie, że zupełnie nie oddaje

prawdziwego znaczenia sforułowanta graf G zawźera G' jako pod,graf, Zawieranie

grafów oclgrywa w rozprawie zupełnie zasaclrriczą rolę i jak potem okazuje się w dal-

izej częścirozprawy, Autor doskonale to pojęcie rozurnie. Powstaje więc pociejrzenie,

ze Autor cel<lwo zamieścił ten błącl, by było w placy coś, co recenzent lnoŻe znaleŹĆ

by wykazać, ze pracę przeczytał,
Tuż po definicji zawierania grafów jest objasnienie okreŚIenta podgrafu i,ndukoulanego,

z kt]rego Autor, moirrr zdaniem, ]^, ogóle \Ą, sv/ojej pracy nie korzYsta- To nieje-

dyna taka sytuacja w rozprawie. Na tei stronie 11 autor definiuje (zresztą w sPosób

clość mało precyzl,jnv) graf skierowany, po czym pisze, że w rozprawie rozwazane

są rvyłącznie grafy nieskierowane i tak jest rzeczywiście. Iak więc, definicja grafu

skierowanego w rozprawie wydaje się zbęclna.

Na stronie ts (ciągte rozrlzińpierwszy) Autor wspomina , że w grafach kaŻda krauędŹ

łqczy nże wi,ęcej niż 2 wi,erzchołki. Taka definicja nie jest zgodna z definicją grafu ze

strony 9 rozprawy. Także pojęcie klasterjest w pracy tnaczej rozumiane ntŻ ie zdefr-

niowa,rro rra strorrie 12.

Mam wątpliwości dotyczące definicji wag w grafie rozdmuc}ranym, Na stronie 24

pracy napisno o tl,m tak: Załóźmg, źe każdy ulierzr:hołek i'e V(G) 'ma przypŹsaną

nieujem,nq wagę u(i,), ... Wogo, klastra Ai w B|G] ok,reślam11 jako sum,ę wag wszyst-

kźch jego elementów, tj. .(Ao) : DręAiu("). Nie wyja^śniono czYnr jest w takiej

sytuacji wagatł(r) dla r e A1?

lqa stronie 25 Autor rozprawy, moim zdaniem, błędnie cytuje twierdzeni e 2.16 (twier-



dzenie Nagya) pisząc, żeIiczba n występująca w twierdzeniu jest rzędem grafu G,

Ja zaś myślę, że n jest 1iczbą wierzchołków w każdym z klastrów. Wtedy to twier_

dzenie ma sens i łalwo sprawclzić, ze określony w nim rozmiar grafu (k - 1)n2 jest

ekstremalny.
Na stronie 29 w ptzvkłałlzie 3.1 wielomiarr skojarzeniowy Fo(r",P) jest błędnY (błąd

można łatwo pop.Ńić, na przykład przez zamiarrę I1z 12 na rysunku 3.2).

Zallłażone b}ęcly nie wpływają nie mają negatywnych konsekwencji w dalszej części

pracy. Dia przykładrr, błędna clefinicia zawierania grafir jest rrajprawdopodobniej wy-

,rir.i"r" pomvłki. Wszystko wskazuje na to, że autor w rzeczywistoŚci zna Praw-idłową

defirricję i taką tez stosuje-

Ałćffi,L


