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Recenzja pracy doktorskiej

Kamila Powroznika

Zagadnienia gestosci w sensie Turana dla graféw i
hipergraféw

Rozprawa doktorska pana Kamila Powroznika dotyczy problemu Turana. Praca
sklada sie z czterech rozdzialow i podsumowania.
Pierwsze dwa rozdzialy to wprowadzenie podstawowych dla pracy definicji (rozdziat
pierwszy) i oméwienie ogélne problemu gestosci (rozdzial drugi).
Takze ja w mojej recenzji musze zdefiniowaé kilka z mniej znanych poje¢, by uczynic
recenzja lepiej zrozumiala.
Grafem (hipergrafem) rozdmuchanym B[G] grafu (hipergrafu) G nazywamy
graf (hipergraf), w ktérym:

1. kazdy wierzcholek i € V(G) zastepujemy przez klaster (tzn. niezalezny zbior
wierzcholtkéw) A;,

9. wierzchotek a z A; moze (choé nie musi) byé polaczony z b € A; jedli ij € E(G).

Kazdy wierzcholek i € V(G) ma pewna wage w(i) > 0. Waga klastra A; jest
liczba w(A;) = Y,ea, w(z), waga krawedzi e = ij € E(G) jest w(e) = e(d)w(j).
Gestoscia krawedziowa d(A;, A;) pomiedzy klasami A; oraz A; w rozdmuchanym
grafie B[G] jest

Y ec E(BG))e=zywediyea; W(E)
d(As, Aj) = e
(4 4) w(As)w(A;)

G jest transwersala w rozdmuchanym grafie B[G] jedli istnieje homomorfizm
¢ : V(G) = V(B[G]) taki, ze ¢(i) € A; dla kazdego i € V(G). Inaczej méwiac,



jesli G jest podgrafem B[G] takim, ze kazdy wierzcholek jest w swoim klastrze, ho-
momorfizm ¢ : V(G) — V(B[G]) oznacza bowiem, ze jesli ij € E(G) wowczas

¢(:)¢(4) € E(B[G)).

Problem gestosci Turdna to problem okreslenia warunkéw, ktére wymuszaja by
G byt transwersala swojego grafu rozdmuchanego w powyzej zdefiniowanym sensie.

Nagy [31] udowodnil nastepujace twierdzenie (w rozprawie cytowane jako twierdze-
nie 2.16):

Niech G bedzie grafem o r wierzchotkach i k krawedziach za$ B [G] takim grafem
rozdmuchanym grafu G, ze w kazdym klastrze jest n wierzchotkow. Jesli G nie jest
transwersalg B[G], wéwczas rozmiar (liczba krawedzi) grafu B [G] wynosi co najwyzej
(k — 1)n?.

(Sposéb zacytowania tego twierdzenia kwestionuje w uwagach szczegélowych.)

W rozdziatach trzecim i czwartym rozprawy zamieszczono wszystkie wyniki skla-
dajace sie na jej osiagniecia. By uniknaé powtérzen w recenzji, powiedzmy w tym
miejscu, ze wszystkie te wyniki, to jest twierdzenia i algorytmy, sa rezultatami
osiagnietymi i w wiekszosci opublikowanymi wspdlnie z Haling Bielak.

Trzeci rozdziat rozprawy poswiecony jest tak zwanemu niejednorodnemu pro-
blemowi gestoéci w sensie Turdna. W problemie tym chodzi o znalezienie takiego
zbioru gestoéci {7e}ecr(c) krawedzi grafu G by spelnienie nieréwnosci d. > 7. dla
kazdej krawedzi e € E(G), gdzie d. = d(A;, A;), zapewnialo istnienie w B [G] trans-
wersali G.

W 2012 roku Csikvari i Nagy udowodnili eleganckie twierdzenie dla drzew, w ktérym
tak definiuja gestoéci w grafie 7" = T—v, gdzie v jest wierzchotkiem wiszacym drzewa
T, ze nowe gestoéci krawedzi w grafie 7" wymuszaja istnienie transwersali 77 w B[]
wtedy i tylko wtedy, gdy gestosci krawedzi w drzewie wyjsciowym T wymuszaja ist-
nienie transwersali 7 w B[T] (e jest krawedzia laczaca wierzcholki ¢ oraz j grafu G,
A; klastrem grafu rozdmuchanego grafu G powstatym z wierzchotka 7). Twierdzenie
to cytowane jest w rozprawie jako twierdzenie 3.1.

Jak nietrudno sie domyslié, Csikvéri i Nagy podali wynikajacy z tego twierdzenia al-
gorytm sprawdzajacy czy dany zbidr gestosci drzewa zapewnia istnienie transwersali
tego drzewa w jego grafie rozdmuchanym.

Autor rozprawy przedstawia inspirowane przez twierdzenie Csikvariego i Nagya twier-
dzenie dla graféw jednocyklicznych zawierajacych Cs (twierdzenie 3.3). Dowdd twier-
dzenia jest doéé diugi, zajmuje 6 stron tekstu. W rozprawie zamieszczono takze
Algorytm I sprawdzajacy, czy dany zbiér gestosci krawedzi zapewnia istnienie trans-



wersali jednocyklicznego grafu G z C3 w rozdmuchanym grafie grafu G. Udowodnione
w rozdziale wniosek 3.1 i twierdzenie 3.4 dotycza twierdzenia 3.3 i Algorytmu I.

W dalszej czedci rozdziatu trzeciego Autor przedstawia uogdlnienia twierdzenia 3.3
na r-jednolite liniowe jednohipercykliczne hipergrafy z hipercyklem Cs (r > 2). Idea
funkcjonowania tego twierdzenia jest podobna do twierdzenia 3.3. I tym razem Au-
tor przedstawia algorytm (Algorytm IT) pozwalajacy sprawdzi¢, czy zdefiniowany na
hiperkrawedziach hipergrafu G liniowego, r-jednolitego i jednocyklicznego z cyklem
O zapewnia istnienie transwersali G w B[G].

Rozdzial 3 zawiera takze uogdlnienie twierdzenia Csikvéariego i Nagya na liniowe i 7-
jednolite hiperdrzewa T (r > 2, |E(T)| > 2). Takie i w tym przypadku podano
algorytm sprawdzajacy czy zbiér gestosci na krawedziach hiperdrzewa 1" zapewnia
istnienie transwersali T w hipergrafie rozdmuchanym (Algorytm III).

Rozdzial czwarty rozprawy jest poSwiecony problemowi gestodci Turana w ujeciu
jednorodnym.
W przypadku ujecia niejednorodnego problemu Turdna pytaliSmy o warunki na
zbiér gestosci krawedziowych {73}ecE(c) takich, by spelnienie nieréwnosci de > e
dla kazdego e € E(G) zapewnialo istnienie transwersali G w grafie rozdmuchanym
grafu G. W ujeciu jednorodnym szukamy najmniejszej liczby d takiej, by spelnienie
warunku d, > d dla wszystkich krawedzi e € E(G) zapewnialo istnienie transwersali
G w BJ[G]. Taka liczbe d oznaczamy przez derit(G).
Autor przedstawia ciekawe twierdzenia uzyskane przez Csikvariego i Nagya i innych
autoréw, dotyczace parametru deq+(G) grafu i zamieszcza wyniki (wspdlne z Haling
Bielak i jeszcze nieopublikowane) bedace uogdlnieniami tych twierdzen dla hiper-
graféw 3-jednolitych i liniowych. Wyniki te polegaja miedzy innymi na podaniu
ograniczeni dolnych i gérnych dla ders:(G).

W krétkim podsumowaniu swojej rozprawy doktorant wskazuje problemy otwarte,
niektére zreszta doéé naturalne. Takim wrecz narzucajacym sie problemem jest zna-
lezienie algorytméw testowania czy zbidr gestosci zapewnia istnienie transwersali w
przypadku graféw jednocyklicznyc lecz bez zalozenia, ze jedyny cykl jest tréjkatem.

Konkluzja

Zasygnalizowane w recenzji usterki nie maja wpltywu na generalnie pozytywna oceng
rozprawy doktorskiej pana Kamila Powroznika.

W czedci recenzji ktéra nazwalem uwagami szczegotowyma i umiescilem na koncu re-
cenzji, podaje przyklady takich pomylek.



W ocenie pracy doktorskiej pana Powroznika na szczegdélne podkreslenie zashu-
guje fakt podjecia przez niego ambitnej tematyki w nietatwym ujeciu. O ile
wiem, poza pania Bielak i panem Powroznikiem w Polsce nikt jeszcze nie zajmowal
sie tak ujeta tematyka grafow ekstremalnych.

Praca jest dobrze napisana pod wzgledem jezykowym i formalnym (wlasciwe sa
i odwotlania do literatury jak i sama bibliografia pracy). Cho¢ zdarzaja sie drobne
niezrecznodci, o ktérych wspominam w recenzji. Za bardzo cenne, ulatwiajace zro-
zumienie czytelnikowi, uwazam umieszczenie w rozprawie przyktadéw.

W zwiazku z powyzszym rekomenduje Komisji d /s Przewodu Doktorskiego
Kamila Powroznika dopuszczenie go do dalszych etapéw przewodu dok-
torskiego.

Uwagi szczegoélowe

W rozdziale pierwszym (str. 11) zawarta jest miedzy innymi definicja zawierania
graféw. Istniejace sformulowanie jest bledne w tym sensie, ze zupelnie nie oddaje
prawdziwego znaczenia sforulowania graf G zawiera G' jako podgraf. Zawieranie
graféw odgrywa w rozprawie zupeie zasadnicza role i jak potem okazuje sie w dal-
szej czesci rozprawy, Autor doskonale to pojecie rozumie. Powstaje wiec podejrzenie,
e Autor celowo zamiedcil ten blad, by bylo w pracy co$, co recenzent moze znalez¢
by wykazaé, ze prace przeczytal.

Tuz po definicji zawierania graféw jest objasnienie okreélenia podgrafu indukowanego,
7 ktérego Autor, moim zdaniem, w ogéle W swojej pracy nie korzysta. To nieje-
dyna taka sytuacja w rozprawie. Na tej stronie 11 autor definiuje (zreszta w sposob
dogé malo precyzyjny) graf skierowany, po czym pisze, ze w rozprawie rozwazane
sa wylacznie grafy nieskierowane i tak jest rzeczywiscie. Tak wiec, definicja grafu
skierowanego w rozprawie wydaje si¢ zbedna.

Na stronie 13 (ciagle rozdziat pierwszy) Autor wspomina, ze W grafach kazda krawed?
taczy nie wiecej niz 2 wierzchotki. Taka definicja nie jest zgodna z definicja grafu ze
strony 9 rozprawy. Takze pojecie klaster jest w pracy inaczej rozumiane niz je zdefi-
niowano na stronie 12.

Mam watpliwoéci dotyczace definicji wag w grafie rozdmuchanym. Na stronie 24
pracy napisno o tym tak: Zaléimy, zZe kazdy wierzchotek © € V(G) ma przypisanq
nieujemng wage w(i). ... Waga klastra A; w B[G] okreslamy jako sume wag wszyst-
kich jego elementdw, tj. w(A;) = e, w(z). Nie wyjasniono czym jest w takiej
sytuacji waga w(z) dla z € A;?

Na stronie 25 Autor rozprawy, moim zdaniem, blednie cytuje twierdzenie 2.16 (twier-



dzenie Nagya) piszac, ze liczba n wystepujaca w twierdzeniu jest rzedem grafu G.
Ja za$ myéle, ze n jest liczba wierzchotkéw w kazdym z klastréw. Wtedy to twier-
dzenie ma sens i latwo sprawdzié¢, ze okreslony w nim rozmiar grafu (k — 1)n? jest
ekstremalny.

Na stronie 29 w przykladzie 3.1 wielomian skojarzeniowy Fg(ze,p) jest bledny (btad
mozna tatwo poprawié, na przyklad przez zamiane r; z Tz na rysunku 3.2).
Zauwazone bledy nie wplywaja nie maja negatywnych konsekwencji w dalszej czesci
pracy. Dla przykiadu, bledna definicja zawierania grafu jest najprawdopodobniej wy-
nikiem pomylki. Wszystko wskazuje na to, ze autor w rzeczywistosci zna prawidlowa
definicje i taka tez stosuje.
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