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Recenzja
rozprawy doktorskiej Pani mgr Kingi Dabrowskiej
pt. Liczby Ramseya dla graféw

Tematem recenzowanej rozprawy doktorskiej sa liczb Ramseya, w rozprawie zostalty
raprezentowane wyniki dla dwukolorowych oraz multikolorowych liczb Ramseya, ktérych
parametrami sg $ciezki, cykle, kota lub lasy liniowe. Rozprawa liczy 80 stron, sktada sie
ze streszczenia, czterech rozdzialéw, podsumowania i bibliografii, ktéra obejmuje 117
pozycji.

W streszczeniu podany zostat krotki opis zagadnien badanych w poszczegdlnych
rozdziatach rozprawy. W rozdziale pierwszym nakreslona zostata krétka historia tema-
tyki i wprowadzone zostaly wszystkie definicje i oznaczenia pozwalajace omawiaé pod-
stawowe wyniki rozprawy. W rozdziale drugim oméwione zostaty znane wyniki dotyczace
badanej tematyki, czes¢ z nich autorka wykorzystala w swoich dowodach. Zasadnicze
wyniki rozprawy zawarte sg w rozdziatach trzecim i czwartym.

W rozdziale trzecim wyznaczone zostaly liczby Ramseya dla $ciezki i uogélnionego
kota Wi, = K; + C,, oraz dla grafu Ky + L, w parze z cyklem, badZ $ciezka. W
dowodzie liczby Ramseya dla Sciezki i uogblnionego kota Autorka wykorzystuje twierdze-
nie Lina et al. z 2010 roku, ktére méwi, ze jezeli drzewo T jest grafem G-dobrym
is(G) =1, toT jest grafem (K; + G)-dobrym. Graf sp6éjny H jest G-dobry jesli
R(G,H) = (x(G) = 1)([V(H)| = 1) + s(G), gdzie s(G) jest moca najmniejszej klasy
koloréw w dowolnym wtasciwym kolorowaniu grafu G. Wyniki dla $ciezki i uogélnionego
kota wynikaja bezposrednio z tego twierdzenia oraz znanych liczb Ramseya dla Sciezki
i cyklu oraz Sciezki i kota. Do wyznaczenia dolnego ograniczenia liczby Ramseya dla
sciezki i grafu K + L, oraz cyklu i grafu Ky + L, Autorka wykorzystuje twierdzenie
Burra z 1981 roku, ktére podaje dolne ograniczenie liczby Ramseya dla dowolnej pary
graféw. Gorne ograniczenie dla tych liczb wynika z liczby Rameya dla $ciezki i cyklu
wyznaczonej przez Foudree et al. w 1974. Z réwnodci ograniczenia gérnego i dolnego
otrzymujemy warto$¢ R(FPp,, K1 + L,) i R(Py,, K1 + Ly,).

W rozdziale czwartym, ktéry jest najobszerniejszym rozdzialem rozprawy, zostaly
wyznaczone dwukolorowe oraz multikolorowe liczby Ramseya dla laséw liniowych z kom-
ponentami izomorficznymi do Ps, Py i Ps w parze z cyklem. W szczegblnosé zostaty
wyznaczone nastepujace multikolorowe liczby Ramseya:



R(2Ps,...,2P;,Cy) =m+3kdlak > 1im > max{9k*+k+ 3,15} (twierdzenie 4.2.1),
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R(3Py,...,3P,C) =m+5kdlak>1im > 25k? — 5k + 3 (twierdzenie 4.2.6),
k

R(3Py,...,3P4,2P5,...,2P5,Cp,) = m+5¢+3p dlap+q > 1im > max{9® + 25¢° +

'
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30pq + p — 5q + 3,15} (twierdzenie 4.2.11).

Dowody tych twierdzen, wyznaczajacych doktadng wartosé¢ liczby Ramseya N, pole-
gajg na pokazaniu, ze N jest dolnym i gérnym ograniczeniem liczby Ramseya. Dolne
ograniczenie udowodnione zostalo jest przez wskazanie odpowiedniego kolorowania kra-
wedzi grafu pelnego Ky_i;. W dowodzie gérnego ograniczenia wykorzystane zostaly
liczby Turana. Kazda liczba naturalna N spelniajaca nieréwnosé (];7) > Y ex(N, H;)
(%) jest ograniczeniem gérnym liczby Ramseya R(Hi,...,H,,). Zatem jezeli znamy
liczby Turdna ex(n, H;), to mozemy wyznaczy¢ ograniczenie gérne dla R(Hy, ..., Hy).
Mam uwagi krytyczne do tej czesci rozprawy. W dowodach wykorzystujacych liczby
Turdna Autorka wyznacza najmniejsza liczbe spelniajaca nieréwnosé (x) przeprowadza-
jac szczegblowe rachunki i oszacowania, z ktérych ustala zatozenia na m i k. Uwazam,
ze W tym miejscu wystarczyto pokazaé, ze podana w twierdzeniu liczba N spelnia
nier6wno$é (), przy zatozeniach podanych w twierdzeniu. Dowody bytyby wéwczas
bardziej czytelne i zrozumiate. W dalszej czesci rozdziatu czwartego Autorka, w podobny
sposob jak wyzej, wyznacza dolne i gérne ograniczenie R(2Fs,...,2P;,Cy,) dla k > 2,
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gdy m jest liczba nieparzysta i3 < m < max{3k+3, 10} (twierdzenie 4.2.5), dolne i gérne
ograniczenie R(3Py, ...,3P;,Cy,) dlak > 2, gdy m jest liczbg nieparzysta i3 < m < bk+
| S S

k
3 (twierdzenie 4.2.10) oraz dolne i gbrne ograniczenie R(3F;, ... , 3Py, 255, ..., 2F;, o)
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dla p+q > 2, gdy m jest liczbg nieparzysta i 3 < m < 3p+5q+3 (twierdzenie 4.2.12). O
ile dla multikolorowych liczb Ramseya Autorka otrzymata wyniki tylko przy do$¢ moc-
nych zatozeniach na m, tak dla dwukolorowych liczb Ramseya R(2Ps, Cy,), R(3Fy, Cp)
problem zostal rozstrzygniety dla wszystkich liczb m > 3. Wartoéci R(2Ps, C,,) dla
m > 15 wynikajg z multikolorowej liczby Ramseya (twierdzenia 4.2.1), natomiast dla
matych m, tzn. 3 < m < 14, dowdd zostal zrobiony osobno dla poszczegdlnych wartosci
m. Wyznaczenie tych liczb wymagalo rozwazeniu wielu przypadkéw, zostato to zro-
bione bardzo dokltadnie i opisane w bardzo przejrzysty sposob. Autorka wykazata sie
dobra znajomoscia dotychczasowych wynikéw zwigzanych z liczbami Ramseya i duzg
pomystowoscig wykorzystujac je do uzyskania nowych rezultatéw. Podobnie R(3Fy, Cy,)
dla m > 23 wynika z multikolorowej liczby Ramseya (twierdzenia 4.2.6), dla 3 < m < 22
dowdd zostal zrobiony osobno. Na konicu rozdzialu czwartego zostaly réwniez wyzna-
czone liczby Ramseya R(kPs, C,,) dla pewnych wartoéci m i k.

Tematyka rozprawy jest aktualna i wazna dla wspotczesnej nauki, a uzyskane przez
Autorke rezultaty rozszerzaja wyniki dotychczas uzyskane z tej tematyki. Czeé¢ rezul-
tatow przedstawionych w rozprawie ukazata sie drukiem we wspoélnej publikacji z Bielak.
Warto podkredli¢, ze wyniki tej publikacji zostaly zacytowane w pracy przegladowej
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S.P. Radziszowski, Small Ramsey numbers, The Electronic Journal of Combinatorics,
Dinamic Survey 1 (2017) #15. Kolejna publikacja z wynikami rozprawy jest ztozona
do druku. Za najwazniejsze i najciekawsze wyniki rozprawy uwazam wyznaczenie liczb
Ramseya R(2P;5,C,,) oraz R(3F,, C,,). W swojej rozprawie Autorka nie ustrzegla sie
jednak kilku usterek, ktére w pewnych miejscach rozprawy wprowadzajg czytelnika w
zaktopotanie. Dla przykladu ponizej przedstawi¢ niektére z nich (podana numeracja
wskazuje numer strony i numer wiersza od géry lub od dotu strony).

2119~ Oznaczenie Ri(G) nie zostalo zdefiniowane.
25%— Zalozenie "m > 3”7 w tym miejscu jest niepotrzebne.
dowod twierdzenia 3.2.1

26— Ograniczenie dolne jest udowodnione w liniach 26”~°, fragmenty dowodu od
26' ” Zawwaimy...” do ”...w tym przypadku.” oraz od 26 * Zauwasimy. ..
do konca strony sg niepotrzebne.

273,27~ Powinna byé¢ dopisana uwaga, ze korzystamy z twierdzenia 4.1.4.

dowdd twierdzenia 3.4.1

27s— Brakuje zatozenia n > 3.

28— Podobnie, jak w wyzej, fragmenty dowodu od 28' ”Dla m...” do linii 285
oraz od 280 ” Stqd...” do 28 .. ograniczenie gérne.” sa niepotrzebne.
287— Powinno byé¢ dodane zalozenie n > 4.
n = 3.

285~ Powinno by¢ dodane zatozenie

34°— Ogranicze dolne max{18,,m + 3k} nie wynika z rozumowania przeprowadzonego
w dowodzie spostrzezenia 4.2.2, nie jest ono tez teza tego spostrzezenia, wiec jest
niepotrzebne w tym miejscu. Ostatnie dwie linie dowodu spostrzezenia 4.2.2 lepiej
byloby zapisa¢ w postaci nowego spostrzezenia lub uwagi.

3810~ Zamiast 7 yi, Z2, T4, Te, Y2 tworzq Sciezke Ps” powinno byé ” xq, yy, T4, Yo, Te tworzg
Sciezke Ps”.
dow6d twierdzenia 4.2.4
39°- 7 Z zatozenia nie istnieje 2P w grafie G.” - Graf G nie zostal wprowadzony i
nie zostaly zrobione zalozenia o grafie G.

40°719- 7 Zawwazmy, ze {x4,T9i11} € E(G) dlai = 3,4.” Uwaga ta jest niepotrzebna,
poniewaz tych krawedzi nie wykorzystujemy, aby wykazaé, ze istnieje cykl
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41g_g— " Zauwazmy, ie {T4, Toi1} € E(G) dlai = 3,4,5.” Podobnie, jak wyzej, tej
uwagi nie wykorzystujemy.
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428~ Ze spostrzezenia 4.2.1 wynika tylko dolne ograniczenie m + 3k, ograniczenie dolne
18 nie zostato udowodnione.

dowdd twierdzenia 4.2.8

465— " Najpierw rozwazmy m = 3,5.” Przypadek 1 dotyczy tylko m = 3 lub m = 5,

wiec zdanie to jest niepotrzebne.
4813~ Na poczgtku przypadku 2, powinno zostaé zauwazone, podobnie jak w pier-

wszym akapicie przypadku 1, ze G zawiera Ps i G zawiera C.

49,— Zamiast ”... dla pewnego 7 ...” powinno byé ”... dla wszystkichi ...”.

495— Zdanie ” W przeciwnym razie mamy cykl Cy w G.” powimmo byé wyzej, po
7. . .modulo 12.”.

527— Akapit w tym miejscu jest niepotrzebny.

Powyzsze uwagi nie wplywajg na moja ogblng, pozytywng ocene rozprawy. Wyniki
naukowe uzyskane przez mgr Kinge Dobrowska sg oryginalne i rozszerzajg znane rezul-
taty z tego zakresu oraz wnoszg pewien wktad w rozwdj teorii graféw.

Podsumowujac mozna stwierdzié¢, ze mgr Kinga Dabrowska przedstawila wartosciowe
wyniki 1 wykazata sie znajomoscia literatury i tematyki. Uwazam, ze rozprawa spelnia
wymogi stawiane pracom doktorskim w Ustawie o stopniach i tytule naukowym i wnio-
skuje o dopuszczenie mgr Kingi Dabrowskiej do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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