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Tzooptykg C, danej krzywej C' nazywamy zbiér punktéow, z ktérych krzywa C' jest
widziana pod ustalonym katem 7 — a.
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Izooptyki krzywych

Zamknieta, $cisle wypukty krzywa ptaska C' mozna sparametryzowaé za pomocs,
funkcji podparcia, czyli zadaé¢ réwnaniem

2(t) = p(t)e’ + p/(t)ie dla ¢t € [0,2n), (1)

gdzie p(t) jest klasy C?. Promien krzywizny tej krzywej R(t) = p(t) + p” (t) jest
dodatni dla kazdego t € [0, 27).

e’
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Izooptyki krzywych

Twierdzenie [W. C., S. G., A. M., W. M ]
Niech C' bedzie zamknietq, Scisle wypuklq krzywqg sparametryzowang za pomocq

funkcjgi p(t), za$ a € (0,7) ustalonym kgtem. Wéwczas izooptyke Co krzywej C
opiszemy wzorem

: 1 :
Za(t) =p(t)e” + {-p(t) ctga + ——p(t + a)}ie*’,  t€0,2m).

(1)
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Izooptyki krzywych

Dla niektérych krzywych izooptyki mozna okreslié za pomoca réwnania F(z,y) = 0.
Na przyktad dla elipsy danej réwnaniem

réwnanie izooptyki ma postac

2 2 _ g2 2 2 2
(z +ya2b2a )—4ctg2a 22_2+y__1 —0.

D S. W. Bachwatow, P. S. Modenow, A. S. Parchomienko, Zbior zadan z geometrii
analitycznej, PWN Warszawa 1961.
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Ptaszczyzna rzutowa

Przez dolgczenie do plaszczyzny euklidesowej E2 horyzontu, czyli zbioru punktéw
niewlasciwych, w ktérych przecinaja si¢ proste réwnolegle, otrzymujemy rzutowe
rozszerzenie plaszczyzny euklidesowej E2. Dolaczone punkty tworza prosta rzutows
Lo

W tak otrzymanej strukturze E2, ztozonej z punktéw i prostych rzutowych,
wyrdzniona jest prosta L. Jedli zapomnimy, ktéra prosta rzutowa zostata
dolaczona, to wszystkie proste (i punkty) stana sie réwnouprawnione. Strukture te
nazywamy plaszczyzna rzutows i oznaczamy P2

Na ptlaszczyznie rzutowej obowigzuje zasada dualnoéci, w mysl ktérej pojecia i
wlasnosci prawdziwe dla punktéw sa réwniez prawdziwe dla prostych i na odwrot.
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Zauwazmy, ze kazdy owal jednoznacznie wyznacza swoje wnetrze i zewnetrze. Kazdy
punkt a jest punktem wewnetrznym owalu C wtedy i tylko wtedy, gdy kazda prosta z
peku a™ jest sieczna.
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Ptaszczyzna rzutowa

Zauwazmy, ze kazdy owal jednoznacznie wyznacza swoje wnetrze i zewnetrze. Jesli
punkt b jest punktem zewnetrznym, to pek b* zawiera proste sieczne, zewnetrzne i
doktadnie dwie proste styczne do C'.
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Ptaszczyzna rzutowa

Zauwazmy, ze kazdy owal jednoznacznie wyznacza swoje wnetrze i zewnetrze. Jesli
punkt ¢ lezy na C, to pek ¢* zawiera doktadnie jedna prosta styczng do C' w punkcie
¢, a pozostale proste w peku c¢ sg siecznymi.

Powyzsze wtasnosci nie ulegaja zmianie, gdy kazda prosta A uzupelnimy jej
kierunkiem [A], czyli gdy plaszczyzne E? rozszerzymy do E2. Ponadto prosta Leo jest
prosta zewnetrzna, bo kazdy pek [A]* zawiera zaréwno proste zewnetrzne jak i
sieczne.
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Ptaszczyzna rzutowa

Ustalmy stozkows S na plaszczyznie E? i dotagczmy do E? prosta Leo. Otrzymamy
woéwczas E2 i rzutowe rozszerzenie S stozkowej S. Gdy S jest elipsa, to S = S, gdy S
jest hiperbola, to S powstaje z S przez dotaczenie kierunkéw jej asymptot, zaé gdy S
jest parabola, to przez dotaczenie kierunku jej osi.

@ J. Fryda, E. Kasparek, Stozkowe i konstrukcje Steinera z rzutowego punktu
widzenia (cze$é 1), Matematyka-Spoleczenstwo-Nauczanie nr 2 (1989), s. 41-48.
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Krzywe dualne do izooptyk

Dla izooptyk mozemy rozwazac ich krzywe dualne na cylindrze Blaschke’go

I' =S x R. Ten dualizm oznacza, ze pojedynczy punkt przestrzeni dualnej T’
odpowiada prostej w wyjsciowe]j przestrzeni (see e.q. Jennings, G. A.: Modern
geometry with applications, p. 145 1 Godbillon, C.: Eléments de topologie Algébrique,
p. 44, 151-153).

Niech C:  z(t) = p(t)e™ + p/(t)ie’

bedzie dang krzywa plaska, zamknieta, $cisSle wypukla
iniech C*:  {(z,y,2) = (cost,sint, p(t)), t € [0,2m)}
bedzie krzywa dualng do C na cylindrze S' x R.
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Krzywe dualne do izooptyk

Ustalmy kat o € (0, 7). Dla ustalonego

t € [0,27) rozwazamy plaszczyzne 7(t) przechodzaca
przez poczatek uktadu wspéirzednych O = (0,0, 0)
przestrzeni R oraz punkty 2*(t) = (cost,sint, p(t))
i2°(t+ a) = (cos(t + a),sin(t + a), p(t + «))

na krzywej C*. Przyjmujac, ze

Ra (t) = Ta (t) + 1Yo (t):

gdzie
Ta(t) = Siia (p(t) sin(t + @) — p(t + a) sint),
Ya(t) = sirll o (=p(t) cos(t + a) + p(t + a) cost).

wektor normalny plaszczyzny 7(t) ma postaé
N(tva) = (ma(t)7ya(t)7 _1)‘

Wektor styczny do izooptyki C,, to

2o (t) = T (t) + iya(t).
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Krzywe dualne do izooptyk

Krzywa
dualna na I" do izooptyki krzywej C' jest postaci

o (el ) [m(t). % (0) "
= <|Z&(t)|’ EACINEREAC] > , t €[0,2n),

gdzie [a + ib, ¢ + id] = ad — be.
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Krzywe dualne mozemy przedstawiaé réwniez na ptaszczyznie. Dla krzywej ptaskiej,
zadanej parametryzacja f(t) = (x(t),y(t)), krzywa dualng okreslaja nastepujace

réwnania parametryczne
/

X=—219_
zy’ — yx'

1:/

y=—2
xy/ _ yx/
@ Wikipedia, https : //en.wikipedia.org/wiki/Dual_curve

@ M. Monks, Duality of Plane Curves, 2011
https : //math.berkeley.edu/ monks/papers/DualityV3.pdf

M. Skrzypiec (IM UMCS) Izooptyki wewnetrzne a krzywe dualne 19 czerwca 2018



Krzywe dualne do izooptyk elips
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[zooptyki wewnetrzne

Izooptyka wewnetrzna danego owalu
C: 2(t) = pt)e™ + p/(t)ie”

dla ustalonego a nazywamy obwiedni¢ rodziny wektoréw q(t) = z(t) — z(t + ).
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[zooptyki wewnetrzne

Mozemy opisaé ja wzorem

Ziso™ (t) = Ziso (t) = P(t)Elt + Pprim (t)ZEZt,

gdzie
_ =), q(®)]
PO = ="Lor
o [ ld +(g,2) - [a,d]
Porim(1) = lql - g, ¢'] ®),

o[ O O\, (a

B ‘{ mmwwu@«m}@ Jqu)
)
‘ .

e[ GO0 O | g
ik ‘{ vm>mrmmuq}@ a1

@ W. Mozgawa, On billiards and Poncelet’s porism, Rend. Semin. Math. Univ.
Padowa, 120 (2008), pp. 157-166,

@ W. Mozgawa, Integral formulas related to ovals, Beitr. Algebra Geom. 50 (2009),
pp. 555-561,

@ H. Martini, W. Mozgawa, An integral formula related to inner isoptics, Rend.
Semin. Math. Univ. Padowa, 125 (2011), pp. 39-49.
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[zooptyki wewnetrzne
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Izooptyki wewnetrzne elipsy {5 + 4
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[zooptyki wewnetrzne

N—

Izooptyki wewnetrzne elipsy % + 91—2 =1.
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Modyfikacja krzywych dualnych

Przypomnijmy, ze dla krzywej C' zadanej parametryzacjg krzywa dualng opisuje wzor

- zy' —yx'

Dla elipsy korzystamy z paramertyzacji z(t) = p(t)e’* + p'(t)ie" = x(t) + iy(t), gdzie
p(t) = \/a2 cos2t + b2sin?t, a dla izooptyk mamy

Za(t) = p(t)e" + {—p(t) ctg o + ﬁp(t + a)Vie' = zq(t) + iya(t), t €0, 2m).

Rozwazmy teraz rodzine krzywych

’
Yo
7 /
TalYa — Yala
Lo

/ !
TalYa — Yala

2
Xa=a
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Modyfikacja krzywych dualnych

Krzywe dualne do izooptyk elipsy % + }%2 = 1 przeksztalcone przez a =4, b= 1.
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Modyfikacja krzywych dualnych

N—

Krzywe dualne do izooptyk elipsy % + 91—2 = 1 przeksztatcone przez a = v/2, b = 1.
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Modyfikacja krz dualnych

. . 2 2
Krzywe dualne do izooptyk elipsy 5 + ¥%- = 1 przeksztalcone przez a = 4, b = 1 oraz
izooptyki wewnetrzne tej elipsy na jednym rysunku.
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BliZniaczy problem

Krzywe dualne do izooptyk wewnetrznych dane sa wzorem

N G0 I 0
Ciso” ¢ 250’ () { [q<t>,z(t>1’[q<t>,z(t)]}'

.
% N =

. .. . . 2
Krzywe dualne do izooptyk wewnetrznych i izooptyki elipsy % + %- = 1.

N
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Izooptyki

Izooptyki wewnetrzne a krzywe dualne



Poréwnanie krzywych dualnych do izooptyk wewnetrznych elipsy i
izooptyk elipsy

Przeskalowane krzywe dualne do izooptyk wewnetrznych i izooptyki elipsy
2
? + % =1 na jednym rysunku.
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A co dla innych owali?




dla innych owali?

Izooptyki wewnetrzne krzywej o funkeji podparcia p(t) = 9 + cos 2t.
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dla innych owali?
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A co dla innych owali?

Izooptyki wewnetrzne i przeskalowane krzywe dualne izooptyk krzywej o funkcji
podparcia p(t) = 9 + cos 2t na jednym rysunku.
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Krzywe dualne izooptyk krzywej o funkcji podparcia p(t) = 5 + cos 2.
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A co dla innych owali?

Izooptyki wewnetrzne krzywej o funkeji podparcia p(t) = 5 + cos 2t.
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A co dla innych owali?

Krzywe dualne izooptyk krzywej o funkcji podparcia p(t) = 12 + cos 3t.
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A co dla innych owali?
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Dziekuje

dualne



