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Zaktadamy, ze wszystkie rozwazane rozmaitosci s Hausdorffa,
skonczonego wymiaru, osrodkowe, bez brzegbéw oraz gtadkie (klasy
C*°). Przyjmujemy, ze odwzorowania pomiedzy rozmaitosciami s3
klasy C°.
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M, - kategoria rozmaitosci m-wymiarowych i dyfeomorfizméw
lokalnych pomiedzy nimi

VB - kategoria wigzek wektorowych oraz homomorfizméw
pomiedzy nimi

Vm - kategoria przestrzeni wektorowych rzeczywistych
m-wymiarowych i izomorfizméw liniowych

V - kategoria skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych i
odwzorowah liniowych
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Scharakteryzujemy wszystkie funktory kowariantne regularne

F: Vm — V dopuszczajace operatory M fy-naturalne P
przeksztatcajace klasyczne koneksje liniowe V na m-rozmaito$ciach
M w prawie wielomianowe w-struktury P(V) na

F(T)M = U,ecpm F(T<M), gdzie T oznacza funktor styczny na
kategorii M, oraz w jest wielomianem jednej zmiennej o
wspotczynnikach rzeczywistych.
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Jesli w(t) = t? + 1 otrzymujemy rezultat z pracy " On almost
complex structures from classical linear connections” autorstwa
profesorow J. Kurka oraz W. Mikulskiego, charakteryzujace;j
funktory kowariantne regularne F: V,, — V dopuszczajace
operatory M fy,-naturalne J przeksztatcajace klasyczne koneksje
liniowe V na m-rozmaitosciach M w struktury prawie zespolone
J(V) na F(T)M.
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Jesli w(t) = t? — 1, to scharakteryzujemy funktory kowariantne
regularne F: V,, — V dopuszczajace operatory M fp-naturalne J
przeksztatcajace klasyczne koneksje liniowe V na m-rozmaitosciach
M w struktury prawie para-zespolone J(V) na F(T)M.
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Niech F: V,, — V bedzie funktorem kowariantnym regularnym.
Regularnos¢ funktora F oznacza, ze F przeksztatca gtadko
sparametryzowane rodziny izomorfizméw na gtadko
sparametryzowane rodziny odwzorowan liniowych. Niech

T: Mf, — VB bedzie funktorem stycznym przeksztatcajagcym
dowolng m-wymiarowa rozmaitos¢ M w wigzke styczng TM
rozmaito$ci M oraz dowolne M f,,-odwzorowanie ¢: My — M, w
odwzorowanie styczne Ty: TM; — TM;.
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Jedli zastosujemy funktor F do wtdkien T, M wiazki TM, mozemy
zdefiniowa¢ wigzke naturalng wektorowa F(T) rzedu 1 nad
m-rozmaito$ciami za pomoca

F(T)M = | F(T«M)
xeM

oraz
F(T)p = {J F(Txp): F(T)M1 — F(T)M,
xeM
dla dowolnej m-rozmaitosci M oraz dowolnego M f,,-odwzorowania
p: My — M, pomiedzy m-rozmaitosciami My i Mr. W
szczegdblnosci, jesli F jest funktorem identycznosciowym, wtedy
F(T)=T.
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Klasyczng koneksja liniowa na rozmaitosci M nazywamy
R-dwuliniowe odwzorowanie V: X(M) x X(M) — X(M) takie, ze:
(4] Vflxl+f2x2y = f1VX1Y + f2VX2Y
Q Vx(yl + Y2) =VxY1+VxYs
Q@ Vx(fY)=Xf- Y+ -VxY
gdzie X, X1, X2, Y, Y1, Y2 € X(M) s3 dowolnymi polami
wektorowymi na rozmaito$ci M oraz f, fi,fo: M — R s3
dowolnymi funkcjami gtadkimi na M.
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Réwnowaznie, klasyczng koneksja liniowg na M nazywamy
prawoniezmienniczy rozktad TLM = HY @ VLM wiazki stycznej

TLM wiazki LM, gdzie LM jest wiazka gtéwna (z grupa
strukturalng GL(m)) reperdw liniowych rozmaitosci M oraz VLM

jest wigzka wertykalng wigzki LM.
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Niech w(t) = t™ +am_1t™ 1 +--- + art + ag bedzie wielomianem
jednej zmiennej o wspbtczynnikach rzeczywistych ap,—1,. .., ap.

w-struktura wielomianowa na przestrzeni wektorowe] rzeczywistej
W nazywamy endomorfizm liniowy P: W — W taki, ze

w(P) = P™+apm_1P™ 14 ... 4 a1 P+ agl =0, gdzie P oznacza
ztozenie Po--- o P oraz | oznacza odwzorowanie identyczno$ciowe
—_——

k—razy
na W.
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Prawie wielomianowa w-strukturg na rozmaitosci NN nazywamy
pole tensorowe P: TN — TN na rozmaitoéci N typu (1,1) (afinor)
takie, ze Py: TyN — TN jest w-strukturg wielomianowg na T, N
dla dowolnego x € N. Innymi stowy, jest to pole tensorowe typu
(1,1) spetniajace réwnanie wielomianowe

P™ 4+ apm_1P™ 1 4+ ... 4 a;P + agl = 0 w kazdym punkcie
rozmaitosci N, gdzie apm—1, ..., a0 sa liczbami rzeczywistymi.
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Ogdlne pojecie operatoréw naturalnych moze by¢ znalezione w
fundamentalnej monografii Kola¥, I., Michor, P.W., Slovik, J.,
"Natural Operations in Differential Geometry”. Potrzebujemy tylko
nastepujacego szczegdlnego przypadku.
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Niech F: V,, — V bedzie funktorem kowariantnym regularnym.
Operatorem M f,-naturalnym przeksztatcajacym klasyczne
koneksje liniowe V na m-rozmaitosciach M w prawie wielomianowe
w-struktury P(V): TF(T)M — TF(T)M na F(T)M nazywamy
rodzine M f,,-niezmiennicza P: Q ~» (AwS)F(T) operatoréw

P: QM) — (AwS)(F(T)M)

dla m-rozmaitosci M, gdzie Q(M) oznacza zbiér klasycznych
koneksji liniowych na M oraz (AwS)(F(T)M) oznacza zbidr prawie
wielomianowych w-struktur na F(T)M.
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Niezmienniczoé¢ operatora P oznacza, ze jedli V4 € Q(My) oraz
V2 € Q(My) sa p-zwiazane za pomoca wtozenia ¢: My — M,
(tzn. jesli o jest (V, V1)-afinicznym wiozeniem), wtedy P(V)
oraz P(V5) sa F(T)yp-zwiazane, czyli

TF(T)po P(V1) = P(V2) o TF(T)ep.
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Niech F: V,, — V bedzie jak wyzej. V,-kanoniczng wielomianowa
w-strukturg na V & FV nazywamy Vp,-niezmienniczy uktad P
wielomianowych w-struktur

P.V&FV - V®FV

na przestrzeniach wektorowych V & FV dla dowolnych przestrzeni
wektorowych rzeczywistych m-wymiarowych V. Niezmienniczo$é
oznacza, ze (¢ ® Fp) o P = Po (¢ @ Fyp) dla dowolnego
izomorfizmu liniowego ¢: Vi — Vo pomiedzy przestrzeniami
wektorowymi m-wymiarowymi.
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Gtéwny rezultat

Twierdzenie

Niech F: V,, — V bedzie funktorem kowariantnym regularnym.
Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) Istnieje operator Mfy,-naturalny P: Q ~» (AwS)F(T).
(ii) Istnieje Vm-kanoniczna w-struktura P na V & FV.
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Zastosowanie w strukturach para-zespolonych

Niech w(t) = t? — 1. Niech J bedzie w-struktura na przestrzeni
wektorowej W. Wtedy W = W, @ W_, gdzie

Wy ={ve W: J(v) =+v}. Jesli dodatkowo

dim(W,) = dim(W_), wtedy J jest nazywana struktura
para-zespolong na W.
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Strukturg prawie para-zespolong na N nazywamy afinor
J: TN — TN na rozmaitosci N taki, ze Jy: TuN — TN jest
strukturg para-zespolong na TN dla dowolnego x € N.
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Innymi stowy, strukturg prawie para zespolong nazywamy pole

tensorowe J typu (1,1) na rozmaitosci N parzystego wymiaru m,
jesli sa spetnione warunki:

Q S =idru

@ dla kazdego punktu x € N obie przestrzenie wtasne TN oraz
T, N tensora Jy (wartosci pola tensorowego J w punkcie x)
s3 5 -wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni stycznej

TN w punkcie x.

Anna Bednarska

Struktury prawie wielomianowe z koneksji liniowych



Whiosek

Niech F: V,, — V bedzie funktorem kowariantnym regularnym.

Nastepujace warunki sa réwnowazne.

(a) Istnieje operator Mfy-naturalny J: Q ~» (APC)F(T)
przeksztatcajacy klasyczne liniowe koneksje V na
m-rozmaitosciach M w struktury prawie para-zespolone j(V)
na F(T)M;

(b) Istnieje Vi,-kanoniczna struktura para-zespolona J na V & FV.
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Lemat

Niech p bedzie dodatnig liczba catkowita. Niech F: V,, — V
bedzie funktorem kowariantnym regularnym danym za pomoca
FV=Vx---xV (p—1)razy V) oraz Fp=¢ x --- X ¢
((p— 1) razy ). Jesli p jest liczba parzysta, wtedy istnieje
Vm-kanoniczna struktura para-zespolona na V& FV.

Jesli p jest parzyste, mamy V,-kanoniczna strukture
para-zespolong na V x --- x V (p razy V). Mianowicie, 5 kopii
kanonicznych struktur para-zespolonych na V x V,

(v,w) — (v, —w).

Anna Bednarska Struktury prawie wielomianowe z koneksji liniowych



Algebra Weila A nazywamy skonczenie wymiarowa lokalnie
przemienng algebre z jedynka 14, to znaczy A =R.14 @ Na, gdzie
Np jest ideatem elementéw nilpotentnych (dzielnikéw zera).

Lemat

(Lemat 5.1 z pracy: Kurek, J., Mikulski, W.M., On lifting of
connections to Weil bundles). Niech A bedzie p-wymiarowa algebra
Wesila oraz niech T# bedzie odpowiadajacym funktorem Weila. Dla
dowolnej klasycznej koneksji liniowej V na m-rozmaitosci M mamy
dyfeomorfizm witéknisty zachowujacy baze

18: TAM — TM @ RP~1 kanonicznie zalezy od V.
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Widzimy, ze

TMRRPL=TMxp---xpy TM ((p— 1) razy TM) = F(T)M,
gdzie F: Vi — V, FV =V x ---x V ((p — 1) razy V),
Fo=px---xp ((p—1) razy ). Zatem z wniosku 1 oraz
lematéw 1 i 2 otrzymujemy

Propozycja

Niech A bedzie algebra Weila. Jesli A jest parzystego wymiaru,
wtedy istnieje operator Mfy, naturalny J: Q ~~ (APC)TA
przeksztatcajacy klasyczne koneksje liniowe V na m-rozmaitosciach
M w struktury prawie para-zespolone .N/(V) na TAM.
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Dziekuje za uwage.



Operator naturalny (1/2)

Operatorem naturalnym A: F ~» G pomiedzy dwiema wiazkami
naturalnymi F i G nazywamy ukfad odwzorowan A = (Apy),
Am: C®(FM) — C*°(GM) dla dowolnej rozmaitosci M wymiaru
m, spefniajacych:
(a) (Warunek naturalnosci). Dla dowolnego przekroju
s € C*°(FM) oraz dla dowolnego dyfeomorfizmu f: M — N
zachodzi

An(Ffoso f_l) = GfoAysof?!
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Operator naturalny (2/2)

(b) (Warunek lokalnosci). Dla dowolnego przekroju s € C*°(FM)
oraz dla dowolnej podrozmaitosci otwartej U C M zachodzi

Ay(s|U) = (Ams)|U

(c) (Warunek regularnosci). Ay przeprowadza gtadko
sparametryzowany uktad przekrojéw dla FM w gtadko
sparametryzowany uktad przekrojow dla GM.
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