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Rozmaitos¢ ptaska: zwarta rozmaito$¢ riemannowska M o zerowej
krzywiznie. M jest przestrzenia ilorazowa R"/I" gdzie
I" jest grupa Bieberbacha.

Grupa Bieberbacha: beztorsyjna grupa krystalograficzna.

Grupa krystalograficzna: kozwarta i dyskretna podgrupa grupy
izometrii E(n) = O(n) x R".
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Twierdzenie (Bieberbach, 1910-12)
Niech ' C E(n) bedzie grupa krystalograficzna.

© Podgrupa translacji N C I jest wolng grupa abelowa rangi n
skonczonego indeksu. N\ jest normalna maksymalna podgrupa
abelowa.

@ Duwie grupy krystalograficzne sa izomorficzne <> s3
sprzezone w GL,(R) x R".

© W kazdym wymiarze n istnieje skonczenie wiele klas
izomorfizmu grup krystalograficznych.
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Twierdzenia Bieberbacha

Niech M bedzie ptaska rozmaitoscia.

Q@ M jest izometryczna z ilorazem ptaskiego torusa T przez
dziatajaca bez punktéw statych skonczong grupe G.

@ Duwie ptaskie rozmaitosci sa afinicznie réwnowazne ( w
szczegdlnosci dyfeomorficzne) <= maja izomorficzne grupy
podstawowe.

© W kazdym wymiarze n istnieje skonczenie wiele klas
dyfeomorfizmu rozmaitosci pfaskich.
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Grupa holonomii

Grupa holonomii grupy krystalograficznej: skohczona grupa
ilorazowa G =T /A.

Grupa holonomii rozmaitosci riemannowskiej: przesuniecia
rownolegte po petlach.
Dla rozmaitosci ptaskich powyzsze pojecia pokrywaja sie.
Reprezentacja holonomii: reprezentacja o : G — GL,(Z)
stowarzyszona z ciggiem doktadnym
0—AN—T—G—1

okreélona wzorem gz (\) = gA\g ! (gdzie g jest
przeciwobrazem elementu g).
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Rozmaito$¢ zespolona: rozmaito$¢ gtadka M z atlasem
(Ui, pi : Ui — C™) dla ktérego funkcje przejscia sa
holomorficzne.

Struktura prawie zespolona: endomorfizm wiazki stycznej
J: TM — TM taki, ze J?> = —id.

Twierdzenie (Newlander, Nirenberg, 1957)

Rozmaitos¢ M jest zespolona <= M posiada catkowalna
strukture prawie zespolonag J.
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Rozmaitosci Kahlera

Rozmaitos¢ Kahlera: rozmaitosé¢ (M, J, g) gdzie:
e (M, J) jest rozmaitoscia zespolong,
@ g jest metryka hermitowska, tj.
g(UX, JY) = g(X, Y),
o w € H%(M,C) zdefiniowana wzorem
w(X,Y)=g(JX,Y) jest forma zamknieta.

M jest rozmaitosciag Kéhlera <= Hol(M) C U(n).
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Ptaskie rozmaitosci Kahlera

Twierdzenie (Johnson, Rees, 1991)

Nastepujace warunki sg réwnowazne:

O [ jest grupa podstawowa ptaskiej n—rozmaitosci Kahlera,
@ T jest dyskretna, kozwarta i beztorsyjna podgrupa U(n) x C",

© reprezentacja holonomii p : G — GL(2n,Z) jest wiasciwie
zespolona.

Reprezentacja wtasciwie zespolona: reprezentacja ¢ stopnia 2n
ktérej obraz jest sprzezony z podgrupa GL,(C):
IpVgePogP™! C GLy(C) C Glon(R)
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Odwzorowanie afiniczne: odwzorowanie rozmaitosci
riemannowskich zachowujace koneksje.W przypadku
rozmaitosci ptaskich: odwzorowanie ktérego
podniesienie jest odwzorowaniem afinicznym.

Aff(M) = {f : M — M | f afiniczne} C Diff (M)
Twierdzenie (Charlap, Vasquez, 1973)

Jezeli M jest rozmaitoscia ptaska oraz I = m1(M) to
Aff(M)/ Affo(M) ~ Out(T).

| \

Twierdzenie (Hiss, Szczepanski, 1995)

Jezeli T jest grupa Bieberbacha, to |Out(l)| = o0 <—
reprezentacja holonomii zawiera nieprzywiedine nad Q skfadniki
wielokrotne lub zawiera sktadnik nieprzywiedIny nad Q ale
przywiedlny nad R.

A



Grupa automorfizméw
Diagram podstawowy

0 1 1
0 ——— L/LS ——— Inn(T) G 1
1 —— Aut®(n) —— Aut(I) N, 1

0 — HYG,L) —— Out(l) ——— No/G ———— 1
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Grupy automorfizméw

Automorfizm rozmaitosci zespolonej: biholomorficzne
odwzorowanie f : M — M.Grupe automorfizméw
oznaczamy Aut(M).

Stwierdzenie

Zatézmy, ze T = C" /N jest zespolonym torusem oraz f € Aut(T).
Wtedy f(x+A) = (Ax+ b) + A, gdzie A € GL,(C) t. ze A(N\) = A.

Auto(T): grupa biholomorficznych homomorfizméw torusa tj.
automorfizméw zachowujacych strukture grupy.

Whiosek: jezeli M jest rozmaitoscig ptaska, to
Aut(M) = {f € Aff(M) | df o J = Jo df}.
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Krzywe eliptyczne

Krzywa eliptyczna: zespolony torus wymiaru 1.
Kazda krzywa eliptyczna ma postaé E; = C/(Z + 7Z), gdzie
T €H.

Dwie krzywe E., E, sa biholomorficzne <= 7,7’ lezg w tej
samej orbicie dziatania grupy modularnej PSL(Z).

Grupa biholomorficznych homomorfizméw krzywych eliptycznych
jest skonczona:

T i | e3 | pozostale
Auto(E;) | Za | Ze Lo
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Zespolona wersja tw. Bieberbacha

Twierdzenie

Niech M bedzie ptaska rozmaitoscig Kahlera.

@ M jest ilorazem zespolonego torusa przez dziatajaca bez
punktéw statych skoriczong grupe G C Aut(T).
e Dwie rozmaitosci M = T /G oraz M' = T'/G’ sa
bihilomorficzne <=
e istnieje odwzorowanie biholomorficzne ¢ : T — T',
o grupy G i o~ G’ sa sprzezone w Aut(T)
@ Dla dowolnego zespolonego torusa istnieje skonczona ilos¢é
ptaskich rozmaitosci Kahlera postaci T/G.
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Dziatanie na grupie kohomologii

Niech M bedzie ptaska rozmaitoscig Kahlera postaci M = T/@
gdzie G C Aut(T). Zaktadamy, ze G ~ Hol(M), tj. T = C"/A
gdzie A jest maksymalna.

e Grupa G jest izomorficzna z G = n(G), gdzie

m: Aut(T) — Auto(T).

o Grupa G wyznacza klase kohomologii v € HY(G, T)

Klasa specjalna: klasa oo € HY(G, T) wyznaczajaca grupe
dziatajaca bez punktéw statych.

Nauto(7)(G): normalizator grupy G w Auto(T).
Nauto(1)(G) dziata na HY(G, T): nx [z(g)] = [n1z(ngn™1)].
Dziatanie to zachowuje zbiér klas specjalnych.
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Wyznaczanie klas biholomorfizmu i grupy automorfizméw

Twierdzenie

Niech T bedzie zespolonym torusem oraz G C Auto(T). Klasy
biholomorfizmu rozmaitosci postaci M = T /G (t. ze n(G) = G)
odpowiada wzajemnie jednoznacznie orbitom dziatania grupy
Nauto(T)(G) na zbiorze klas specjalnych o € H'(G, T).

N, : stabilizator klasy o € HY(G, T) (przy dziataniu grupy
Nauto(1)(G))-

Twierdzenie

Jezeli M jest ptaska rozmaitosciag Kahlera postaci T/ G gdzie G
jest grupa wyznaczong przez klase o € H(G, T), to Aut(M) jest
rozszerzeniem postaci:

0— T¢ — Aut(M) — N,/G — 1
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Rozmaito$¢ z grupa holonomii Z3

o T:E1><E2><E3><E4,gdzieE1:E2:E3:E4:E§0raz

2mi

é‘ = eT_
o G jest generowana przez odwzorowania g1 = (1,&,&,€) oraz
& =(£1,68).
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o G jest generowana przez odwzorowania g1 = (1,&,&,€) oraz
&2 =(£1,68%).

e Kazda specjalna klasa kohomologii a € H(G, T) ma
reprezentanta g1 — (a,0,0,0), g — (0, b, ¢, d), gdzie
a,b,c,d e {£1(1-¢}

® Nauto(7)(G) jest generowana przez

e permutacje krzywych eliptycznych Ep, E3 i E4,
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o Dziatanie grupy Naut,(7)(G) na specjalnych klasach
kohomologii o € H'(G, T) ma jedna orbite. Kazda ptaska
rozmaito$¢ Kahlera dyfeomorficzna z T/G jest
biholomorficzna z T/G.

e Dla dowolnej specjalnej klasy kohomologii @ € HY(G, T) jej
stabilizator N, jest réwny S3 x Z3

@ Aut(T/G) jest rozszerzeniem postaci:

1— 7% — Aut(M) — S3x 73 — 1

o [Aff(M) : Aut(M)] =8
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Zespolona rozmaito$¢ Hantzsche-Wendta: ptaska rozmaitos¢ z
grupa holonomii Z5~1 C SU(n). Skrét: rozmaito$¢
CHW.

@ Rozmaitosci CHW wystepuja tylko w nieparzystych wymiarach
zespolonych.

o W wymiarze 3 s3 tylko cztery rozmaitosci CHW, kazda z inng
reprezentacja holonomii.

@ Bedziemy rozpatrywa¢ tréjwymiarowa rozmaitos¢ CHW M z
diagonalna reprezentacja holonomii.
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@ Zespolona reprezentacja holonomii ma postac:

1 0 O -1 0 0
05, =10 -1 0],05,=]0 1 0
0 0 -1 0 0 -1

@ Rozmaito$¢ M jest ilorazem torusa T = E; X E; x E3 (gdzie
Ey, Ep, E3 — dowolne krzywe eliptyczne) przez grupe
G C Auto(T) wyznaczonga przez specjalng klase kohomologii
a € HY(G, T).

o Kazda taka specjalna klasa @ ma reprezentanta
g1 — (31,0,0), & (0,32, 83), gdzie ay € Ej jest
niezerowym punktem 2-torsyjnym.
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o Generatory normalizatora:

e transpozycje tych krzywych eliptycznych, ktére sa
biholomorficzne,
e biholomorficzne homomorfizmy kazdej z krzywych eliptycznych.

@ Whiosek: Nayey(7)(G) = S x (Aut E1 @ Aut B> © Aut E3),
gdzie S C S3 — grupa permutacji maksymalnego zbioru
biholomorficznych krzywych eliptycznych.

@ Dla dowolnej struktury zespolonej na M grupa Aut(M) jest
skonczona, ale Aff(M) jest nieskoriczona.
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@ Orbity dziatania Autg(E:) na niezerowych punktach
2-torsyjnych krzywych eliptycznych:
o Jedli T =e to jest jedna orbita.
o Jedli T =i, to s3 dwie orbity: {3, i} oraz {3(1+i)}.
e Dla pozostatych krzywych eliptycznych s3 trzy orbity
jednopunktowe.
Przykfad: niech T = E; X E¢ X E;.
® Nauto(1)(G) = (S2 X Z§) X Za,
@ istniejg doktadnie dwie klasy biholomorfizmu rozmaitosci
CHW z diagonalna rep. holonomii nakrywane przez torus T,
o jezeli a3 = 1, to No/G = Z3, a wiec | Aut(M)| = 256,
@ jezeli az = % to Ny /G =7y x Zs, a wiec | Aut(M)| = 512.

Uwaga: przestrzen moduli struktur zespolonych jest spéjna.



Przyktady

Skonczono$é Aut(M) nie zalezy tylko od (M)

@ Niech T = E; x E; x A gdzie Ej oraz E; s3 krzywymi
eliptycznymi a A jest dwuwymiarowym torusem zespolonym.



Przyktady

Skonczono$é Aut(M) nie zalezy tylko od (M)

@ Niech T = E; x E; x A gdzie Ej oraz E; s3 krzywymi
eliptycznymi a A jest dwuwymiarowym torusem zespolonym.

e Generatory grupy G: g1 = (1,—-1,-1), &2 = (-1,1,-1).
Istnieje specjalna klasa o € HY(G, T).



Przyktady

Skonczono$é Aut(M) nie zalezy tylko od (M)

@ Niech T = E; x E; x A gdzie Ej oraz E; s3 krzywymi
eliptycznymi a A jest dwuwymiarowym torusem zespolonym.

e Generatory grupy G: g1 = (1,—-1,-1), &2 = (-1,1,-1).
Istnieje specjalna klasa o € HY(G, T).

® Grupa Naug,(7)(G) zawiera podgrupe Auto(A).



Przyktady

Skonczono$é Aut(M) nie zalezy tylko od (M)

@ Niech T = E; x E; x A gdzie E; oraz E» sg krzywymi
eliptycznymi a A jest dwuwymiarowym torusem zespolonym.

e Generatory grupy G: g1 = (1,—-1,-1), &2 = (-1,1,-1).
Istnieje specjalna klasa o € HY(G, T).

® Grupa Naug,(7)(G) zawiera podgrupe Auto(A).W zaleznosci
od struktury torusa A grupa ta moze by¢ skonczona lub
nieskonczona.



Przyktady

Skonczono$é Aut(M) nie zalezy tylko od (M)

@ Niech T = E; x E; x A gdzie E; oraz E» sg krzywymi
eliptycznymi a A jest dwuwymiarowym torusem zespolonym.

e Generatory grupy G: g1 = (1,—-1,-1), &2 = (-1,1,-1).
Istnieje specjalna klasa o € HY(G, T).

® Grupa Naug,(7)(G) zawiera podgrupe Auto(A).W zaleznosci
od struktury torusa A grupa ta moze by¢ skonczona lub
nieskonczona.

@ Zatem istnieje ptaska rozmaitos¢ Kahlera dla ktorej
skonczonos¢ grupy automorfizméw zalezy od wyboru struktury
zespolonej.



Dziekuje za uwage.
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