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1 Informacje o autorze

Imig¢ i nazwisko Bozena Piatek
Data i miejsce urodzenia 25.07.1979, Knurow

2 Tytuly i stopnie naukowe

e magister inzynier, listopad 2002
Wydzial Matematyczno—Fizyczny, Politechnika Slaska,
praca zatytutowana: Zastosowanie wielomianéw cieplnych w zagadnie-
niach odwrotnych przewodzenia
promotor: prof. dr hab. inz. Radostaw Grzymkowski

e doktor nauk matematycznych w zakresie matematyki, kwie-
cien 2007
Wydziat Matematyczno-Fizyczno—Techniczny, Akademia Pedagogiczna
w Krakowie,
praca zatytulowana: Zastosowanie catki Riemanna multifunkeji w réw-
naniach i inkluzjach funkcyjnych oraz jej zwiazek z catka Aumanna
promotor: dr hab. Wilhelmina Smajdor

3 Zatrudnienie

e pazdziernik 2007 — czerwiec 2008 asystent w Instytucie Matematyki
Politechniki Slaskiej

e lipiec 2008 — adiunkt w Instytucie Matematyki
Politechniki Slaskiej

e luty 2011 — kwiecien 2011 staz podoktorski, Instituto de Ma-
tematicas Universidad de Sevilla

4 Osiggniecie naukowe
(w rozumieniu art. 16 ust. 2 Ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach
naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki)

Moje osiagniecie naukowe stanowi cykl pieciu publikacji powiazanych te-
matycznie pod tytutem

“Wiasnos¢ punktu stalego w nieograniczonych badz niewypuktych
podzbiorach przestrzeni geodezyjnych”

w sktad ktorego wchodza nastepujace prace
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4.1 Wstep

Cho¢ przestrzenie CAT (k) zostaly wprowadzone w latach osiemdziesia-
tych, poczatkowo, z racji ich zwiazkow z grupami hiperbolicznymi, gtéwna
uwage poswiecono badaniu ich izometrii. Na przetomie wiekéw W. A. Kirk
wygtosit cykl odczytow seminaryjnych, w czasie ktérych przedstawit wiele ba-
zowych wynikow dotyczacych roznych typéw probleméw powigzanych z punk-
tami stalymi odwzorowan nieoddalajacych zdefiniowanych w tych przestrze-
niach. Mnogos¢ zarowno wynikow jak i otwartych pytan postawionych przez
autora (zobacz [31] oraz [32]) staly si¢ spiritus movens badan nad odwzoro-
waniami w przestrzeniach CAT(0), ktore niekoniecznie sa izometriami. Pro-
blemy i otwarte pytania omawiane podczas wspomnianych odczytéw mozemy
podzieli¢ na trzy grupy.

Pierwsza z nich dotyczy istnienia i potozenia punktéw stalych odwzo-
rowan zdefiniowanych na zbiorach ograniczonych. Za fundamentalny wynik
mozemy tu przyjac:

Twierdzenie 4.1. ([31] Theorem 18)
Niech X bedzie zupelng i ograniczong przestrzeniq CAT(0). Wowczas kazde
odwzorowanie nieoddalajgce T: X — X ma punkt staly.

Nastepnie powyzszy wynik zostal uogoélniony przez samego autora na
przypadek zbioréw, ktére nie sa wypukle (ale wciaz ograniczone — zobacz
[30, Theorem 3.3]) oraz przez R. Espinole i A. Ferndndez-Ledén na przypadek
przestrzeni CAT (k) z dodatnim parametrem r (zobacz [17, Theorem 3.9]).
W kolejnych latach ten sam problem byt badany w szerszej klasie przestrzeni
(zobacz na przyktad [P13] i [44]).



Druga grupa problemoéw jest poswiecona zwigzkom pomiedzy istnieniem
punktéw statych a wlasnosciami geometrycznymi przestrzeni. W tym przy-
padku mozemy rozwazaé¢ odwzorowania nieoddalajace, ktorych dziedzing sg
przestrzenie niewypukte badz nieograniczone oraz ciagte — wowczas interesuje
nas zwartos¢ dziedziny. Gloéwna tematyka moich badan w ostatnich latach
dotyczyta w znacznej mierze wtasnie tych problemow.

Moim najistotniejszym wktadem jest pelna charakterystyka ograniczo-
nosci przestrzeni CAT(0) poprzez wtasnosé punktu statego dla odwzorowan
nieoddalajacych (zobacz Twierdzenia 4.28 i 4.32). Jednoczes$nie warto nad-
mienic¢, ze otrzymatam tez szeroka game wtasnosci odwzorowan nieoddala-
jacych o nieograniczonych dziedzinach, ktore nie maja punktow statych. Za-
uwazmy ponadto, ze w pracy [P19] napisanej we wspo6ipracy z prof. Genaro
Lépez-Acedo podalismy podobng charakterystyke wlasnosci punktu statego
tym razem dla odwzorowan ciagtych. Przy czym metody badawcze stosowane
w obu przypadkach byty catkowicie rézne. W catym autoreferacie poprzez
wtasnos¢ punktu statego przestrzeni X rozumiemy, ze dla dowolnego niepu-
stego domknietego i wypuklego (ale niekoniecznie ograniczonego) podzbioru
CCXiT:C — C odwzorowanie T' ma (co najmniej jeden) punkt staly.

Na zakonczenie nalezatoby wspomnie¢ o trzeciej grupie probleméw tym
razem dotyczacych aproksymacji punktéw statych w przestrzeniach CAT (k).
O ile aproksymacja w przestrzeniach CAT(0) nie wymaga wprowadzania no-
wych technik, o tyle sytuacja jest zupelnie inna w bardziej ogdlnym przy-
padku przestrzeni CAT(k), a pierwsze wyniki dotyczace tego problemu sa
mojego autorstwa.

Dalsza czes¢ autoreferatu sktada sie z nastepujacych czesci. Na poczatek
oméwimy podstawowe definicje i zwiazki miedzy pojeciami w przestrzeniach
geodezyjnych, na ktorych oprzemy sie w dalszej czeSci. W nastepnym kroku
przypomnimy kilka znanych wynikéw dotyczacych istnienia punktéow statych
w nieograniczonych badz niewypuktych przestrzeniach CAT(0). Zauwazmy
przy tym, ze jak dotad zachowanie odwzorowan zdefiniowanych na niewypu-
ktych podzbiorach przestrzeni CAT(0) zostalo zbadane znacznie dogtebniej
niz w przypadku odwzorowan, ktérych dziedziny sa zbiorami nieograniczo-
nymi. Wrocimy do tego tematu na poczatku podrozdziatu 4.3, gdzie naszki-
cujemy pelny obraz sytuacji. Reszta tego rozdziatu opisuje moj wktad w teo-
rie punktow stalych odnos$nie nieograniczonych i niewypuktych podzbioréw
przestrzeni geodezyjnych.

W rozdziale 5 oméwimy wyniki, ktére nie zostaly wlaczone do gtow-
nego osiggniecia naukowego, cho¢ wiele z nich pozostaje zwigzanych z te-
matyka teorii punktow statych w przestrzeniach geodezyjnych. Na poczatek
przedstawimy metody zastosowane w aproksymacji punktéw statych w prze-
strzeniach CAT (k) oraz ich wykorzystanie w dalszych badaniach. Nastepnie
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przypomnimy wynik Klee dotyczacy charakterystyki zbioréw majacych wta-
snosci punktu statego dla odwzorowan ciggltych zdefiniowanych na domknie-
tych i wypuktych podzbiorach przestrzeni liniowych poprzez ich strukture
geometryczng. Ujmujac rzecz bardziej szczegdltowo, interesowaé nas bedzie
zwartos$¢ zbioru jak réwniez istnienie domkni¢tych promieni topologicznych.
W podrozdziale 5.2 pokazemy na ile mozliwe jest otrzymanie odpowiednika
twierdzenia Klee w przypadku przestrzeni geodezyjnych. Trzecia grupa prac
opisanych bardziej szczegdétowo jest posSwiecona pojeciu réznorodnosci i prze-
strzeniom hiperwypuklym. Zdecydowatam nie omawiaé¢ tu wszystkich swoich
prac i przedstawi¢ jedynie najistotniejsze kierunki moich badan.

4.2 Podstawowe oznaczenia i informacje

Rozpoczniemy od przytoczenia najwazniejszych faktéw dotyczacych prze-
strzeni geodezyjnych, ktore wykorzystamy w dalszych cze$ciach autoreferatu;
szersze opracowanie przedstawionych ponizej definicji mozna znalezé przy-
ktadowo w [11], [13] i [50]. Zalézmy, ze przestrzen metryczna (X, p) jest
przestrzenia geodezyjna, czyli dla dowolnej pary punktéw istnieje geode-
zyjna, czyli zanurzenie izometryczne v: [0,d(z,y)] — X, takie ze v(0) = =z,
v(d(z,y)) = y. Obraz tego zanurzenia nazwiemy odcinkiem geodezyjnym
i jesli jest on wyznaczony jednoznacznie, to go oznaczymy [z,y|. Jezeli geo-
dezyjna mozna przedtuzyé¢ na zbiér [0, 00), to jej obraz ([0, c0)) nazwiemy
promieniem geodezyjnym. Powiemy, ze podzbiér A przestrzeni geodezyjnej
X jest wypukly, jesli dla dowolnych z,y € A kazdy odcinek geodezyjny ta-
czacy te punkty zawiera sie w zbiorze A. Ponadto, jesli X jest przestrzeniag
metryczng, w ktorej dla dowolnych dwoch punktéw istnieje doktadnie jedna
geodezyjna taczaca te punkty, to powiemy, ze X jest przestrzenia jednoznacz-
nie geodezyjna.

W dalszej czesci skupimy sie na przestrzeniach CAT (k). Ta klasa prze-
strzeni zostata wprowadzona w latach osiemdziesiatych przez M. Gromova
i byta doglebnie badana w ostatnich latach (zobacz m.in. [5], [8], [11], Roz-
dzial 9 w [13] oraz Rozdzial 9 w [33]). Z jednej strony przestrzenie CAT (k)
posiadajg wiele uzytecznych wtasnosci rozmaitosci Riemanna jak rowniez
przestrzeni Hilberta (przy dodatkowym zalozeniu x < 0), ale jednoczesnie
stanowig uogolnienie bardzo wielu specyficznych klas przestrzeni badanych
dotad osobno. Przyktadami takich przestrzeni sa wspomniane juz rozmaito-
sci, drzewa metryczne, budynki Bruhata—Titsa, itp.

Rozwazmy przestrzen geodezyjna (X, p) i zatdézmy, ze M? jest zupehna,
spojna, dwuwymiarows rozmaitoscia Riemanna o stalej krzywiznie sekcyj-
nej k (dla dowolnej liczby rzeczywistej ). Ponadto, niech D, bedzie $red-
nica M? réwna m//k dla £ > 0 i oo w pozostalych przypadkach. Tréjkat



geodezyjny A(xy,xo,x3) jest suma trzech punktow {x;} oraz trzech odcin-
kéw metrycznych aczacych te punkty. Jesli ponadto p(zy,xe) + p(x2, x3) +
p(x3,r1) < 2Dy, to istnieje dokladnie jeden z dokladnoscia do izomorfizmu
trojkat A(Zy, To, T3) w M2, taki, ze p(z;,x;) = do(Ti, T;). Trojkat geode-
zyjny A(xq,x9, z3) spelnia nieréwnosé CAT (k) jesli dla dowolnej pary punk-
tow p,q € A(xy, 9, x3) i odpowiadajacych im punktéw p, G € A(Zq, T, T3)
zachodzi nier6wnos¢
p(p.q) < du(p, Q)

Powiemy, ze X jest przestrzeniag CAT(k) jesli dowolna para punktéw z,y €
X z p(z,y) < D, jest polaczona geodezyjna a kazdy tréjkat geodezyjny
o obwodzie mniejszym niz 2D, spelnia nieréwnos¢ CAT (k).

Jesli kazdy trojkat spelnia nieréwnos¢ przeciwna, to powiemy, ze prze-
strzen ma krzywizne ograniczona z dotu (w sensie Alexandrova) przez k.
Oczywiscie istnieja przestrzenie, ktére spetniaja obie nieréwnosci, czyli ta-
kie, ktorych krzywizna jest jednoczesnie ograniczona z goéry i z dotu. Naj-
prostszym przyktadem jest przestrzen Hilberta z krzywizng stale réwna O.
Innym bardzo dobrze znanym i szeroko badanym przyktadem jest zespolona
kula Hilberta z metryka hiperboliczna (zobacz [22], jak réwniez miedzy in-
nymi [25], [40] i [46]). Niech B bedzie otwarta kula jednostkowa zespolonej
przestrzeni Hilberta H z odlegtoscia zadana wzorem

p(z,y) = arctanh(1 — o(z,9))"/?,
gdzie

- el - )
oY) = T )P

(zobacz [22, str. 99]). Wéwezas (B, p) jest nazywana zespolona kula Hilberta
(z metryka hiperboliczna). Jesli w H rozwazymy baze ortonormalna {ey}aea
i podzbior D zbioru B, taki ze

z€D & (z,e)) € R dla wszystkich A € A,

to D z ta sama odlegtoscia jest nazywana rzeczywista kula Hilberta (z me-
tryka hiperboliczna) (zobacz [22, Section 11.32]). W szczegdlnym przypadku
H = (2, przestrzen D oznaczymy przez H™ dla podkredlenia, ze jest ona
izometryczna z nieskonczenie wymiarowym modelem Kleina przestrzeni hi-
perbolicznej (zobacz [P01, str. 644]).

Innym réwnie znanym przyktadem przestrzeni CAT(x) (dla dowolnej
liczby rzeczywistej k) sa drzewa metryczne, czyli przestrzenie jednoznacznie
geodezyjne, w ktorych kazdy trojkat jest tripoidem. Temat drzew metrycz-
nych byt szeroko rozwazany miedzy innymi w pracach [11], [29], [P02] i [P10],
natomiast pojecie tripoidu mozna znalezé¢ w [14, str. 2]).
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Oba omawiane powyzej przyktady, czyli drzewa metryczne oraz kule Hil-
berta, sa takze hiperboliczne w sensie Gromowa. Wrocimy do tego pojecia
za moment, a w tej chwili skupmy sie na podstawowych (i najbardziej uzy-
tecznych) wlasnosciach geometrycznych przestrzeni CAT (k). Rozpoczniemy
od wprowadzenia pojecia kata Alexandrova w przestrzeni geodezyjnej. Niech
¢, d beda dwiema geodezyjnymi o wspélnym poczatku z i niech y = ¢(s),
z = (t). Wowcezas kat Z,(y, z) jest zdefiniowany wzorem

Zo(y,2) = limsup Zz(e(s"), e (1)), (4.1)
S
gdzie Zz(¢(s'),@(t')) jest katem w odpowiadajacym mu trojkacie
A(z,¢e(s"),c (1) z przestrzeni modelowej (zobacz na przyktad [11, Definition
1.1.12)).

Stwierdzenie 4.2. Niech X bedzie zupelng przestrzenig CAT (k). Wtedy:

(1) katy w trégkgcie geodezyjnym A(x,y, z) majg miary nie wigksze niz od-
powiadajgce im kqty tréjkgta Az, 7, 2) w M?;

(1) X jest tez przestrzeniq CAT(K') dla wszystkich k' > K;

(i1i) przy dodatkowym zalozeniu k < 0 dla kazdego niepustego domknigtego
1 wypuktego podzbioru C' istnieje dobrze zdefiniowane, jednowartosciowe
rzutowanie P,: X — C bedgce odwzorowaniem nieoddalajgcym @ defi-
niowane wzorem

Pa) ={y e C : d(a,y) = d(z,C)}.

Powyzsze wyniki mozna znalezé w [11, I1.1].

Powiemy, ze przestrzen CAT (k) ma wtasno$¢ przedtuzania jesli dowolng
geodezyjna c: [0,1] — X mozna przedtuzyé do geodezyjnej ¢: [0,00) — X
w taki sposob, ze c'|jo; = ¢ (zobacz [P02, str. 137]). Warto podkresli¢, ze
powyzsza wlasno$é mozna wprowadzi¢ w dowolnej przestrzeni geodezyjnej
(zobacz [11, Definition 11.5.7]) i w przypadku zupetych przestrzeni CAT(0)
(jak réwniez CAT (k) z ujemnym parametrem k) obie definicje pokrywaja sie
(zobacz [11, Lemma I1.5.8]).

Wszystkie drzewa metryczne, kule Hilberta oraz przestrzenie CAT(k)
z ujemnym parametrem r sg takze hiperboliczne w sensie Gromova. Ozna-
cza to, ze w przypadku przestrzeni jednoznacznie geodezyjnych istnieje nie-
ujemna liczba ¢ taka, ze w dowolnym trdjkacie geodezyjnym A(xq,xs,z3)
zachodzi warunek

d(z, [,z U [z, 24]) <6 dla wszystkich x € [x;, 2],



gdzie 1,7,k € {1,2,3} (zobacz [11, Section III.H.1] oraz [14, Section 1.2]).
Przestrzenie takie nazywamy d-hiperbolicznymi lub hiperbolicznymi w sen-
sie Gromowa. Pojecie hiperboliczno$ci mozna wprowadzi¢ réwniez w dowolnej
przestrzeni metrycznej niezaleznie od istnienia geodezyjnych i dla jednoznacz-
nie geodezyjnej przestrzeni X pojecia te sa rownowazne (zobacz [13, Section
8.4.1] i [24]).

Przestrzenie CAT (k) (ze $rednicg mniejsza od D, /2) sa réwniez jedno-
stajnie wypukle (formalna definicje jednostajnie wypuklych przestrzeni geo-
dezyjnych mozna znalezé na przyktad w [P13, 36]), wiec dowolny ciag ogra-
niczony (x,) w X ma dokladnie jedno centrum asymptotyczne, zazwyczaj
oznaczane przez A((z,)). Przypomnijmy, ze A((x,)) jest takim punktem, ze

limsup p(A((x,)), x,) = 12)f( lim sup p(z, z,).

W dowolnej przestrzeni geodezyjnej dowolny ciag ograniczony nie musi miec¢
doktadnie jednego centrum asymptotycznego, dlatego tez o przestrzeniach,
ktore majg taka wlasnos¢ powiemy, ze majg wtasnosé¢ jedynego centrum
asymptotycznego (zobacz [P04]).

Wprowadzmy teraz klase przestrzeni ogdlniejsza niz CAT(x). Powiemy,
ze przestrzen geodezyjna jest wypukta w sensie Busemanna jesli dla dowolnej
pary geodezyjnych ¢, ¢ o wspolnym wierzchotku zachodzi warunek

ple(st). ¢ (s7)) < sple(t), (7)) (4.2)

dla kazdego s € (0,1) (zobacz [50, Chapter 8]). Wiadomym jest, ze dowolna
scisle wypukta przestrzen Banacha jest wypuklta w sensie Busemanna. Po-
nadto, kazda przestrzen wypukta w sensie Busemanna jest jednoznacznie
geodezyjna, ale nie odwrotnie. Jako kontrprzyktad mozemy rozwazyé¢ wypu-
kly podzbiér C' dwuwymiarowej sfery jednostkowej S? o érednicy mniejszej
niz /2. Wéwczas C' jest nie tylko przestrzenia jednoznacznie geodezyjna, ale
spelnia réwniez nieréwnos¢ CAT(1). Jednoczesnie nie jest ona wypukta w sen-
sie Busemanna. W tym miejscu warto podkresli¢, ze przestrzenie CAT (k) sa
wypukte w sensie Busemanna gdy tylko x < 0.

Zauwazmy, ze czasami zamiast wypuktosci w sensie Busemanna uzywa
sie pojecia przestrzeni W—hiperwypuktych (zobacz [35]). W tym przypadku
nie musimy zaktadac, ze przestrzen jest koniecznie jednoznacznie geodezyjna,
a jedynie ze istnieje rodzina W geodezyjnych, taka ze dowolnej parze punktow
odpowiada doktadnie jeden element z VW i dla dowolnych elementéw z rodziny
W zachodzi warunek (4.2).

Jedng z najbardziej owocnych metod budowania nowych przestrzeni geo-
dezyjnych jest operacja sklejania. Jesli (X, dy)rea jest rodzina przestrzeni



metrycznych z wyréznionymi podzbiorami domknietymi A, C X, a jedno-
cze$nie A jest przestrzenig metryczng, taks ze dla kazdego \ € A istnieje izo-
metria iy: A — Ay, to mozemy rozwazaé przestrzen ilorazowa X sumy prze-
strzeni [[, X przez relacje rownowaznosci [iy(a) ~ iy (a)Va € A, A\, N € Al
Jesli utozsamimy kazdy X, z jego obrazem w X i zapiszemy

X = |_|X,\,
A

to X jest sklejeniem X, wzdluz A (zobacz [11, Definition 1.5.23]). Niech
odlegtos¢ dwoch elementéw x € X, i y € X bedzie dana wzorem:

d(z,y) = di(z,y) gdy A=N
d(z,y) = gfelg{dx(xaix(a)) +dv(iv(a),y)}  egdy A#N.

Wowczas d jest metryka na X (zobacz [11, Lemma 1.5.24]).
W przypadku, gdy sklejane przestrzenie sa przestrzeniami CAT (k) klu-
czowe znaczenie ma Twierdzenie o sklejaniu Retchnayka.

Twierdzenie 4.3. ([11] Theorem I1.11.3)

Niech (X, dy))ren bedzie rodzing przestrzeni CAT(k) z wyréinionymi do-
mknietymi podzbiorami Ay C X,. Natomiast A — przestrzeniq metryczng,
takq Ze dla kazdego \ € A istnieje izometria iy: A — Ay. Niech X =] X,
bedzie przestrzeniq ilorazowq powstalq przez sklejenie X wzdtuz A. Jesli A
jest zupelng przestrzeniq CAT(k), a kazdy zbior Ay jest D, — wypukly i zu-
pelny, to X jest przestrzeniq CAT(k).

Zauwazmy teraz, ze w wyniku sklejenia przestrzeni wypuktych w sensie
Busemanna mozemy niekoniecznie otrzymacé przestrzen tego samego typu.
Przyktad takiej przestrzeni ilorazowej jak réwniez dodakowe zaltozenia, przy
ktorych sklejanie jest przestrzeniag wypukta w sensie Busemanna mozna zna-
lez¢ w [P26].

Na zakonczenie tego podrozdziatu skupimy sie na definicji brzegu prze-
strzeni. Istnieje wiele roznych metod definiowania brzegu w nieskonczonosci
dla przestrzeni geodezyjnych. W przypadku przestrzeni wypuktych w sensie
Busemanna najbardziej uzyteczna jest definicja poprzez promienie geode-
zyjne. Ponadto definicja ta zwiazana jest bezposrednio z pojeciem ograniczo-
nosci geodezyjnej przestrzeni, ktora gra kluczowg role w gtéwnych rozwaza-
niach autoreferatu.

Niech X bedzie przestrzenig geodezyjna. Powiemy, ze dwa promienie geo-
dezyjne ¢, : [0,00) — X sg asymptotyczne, jesli istnieje liczba dodatnia M,
taka ze d(c(t), d(t)) < M dla wszystkich ¢ > 0 (zobacz [11, Definition I1.8.1]).
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Woéwcezas brzeg geodezyjny 09X definiujemy jako zbiér klas abstrakeji zbioru
promieni geodezyjnych, przy czym dwa promienie sg w relacji wtedy i tylko
wtedy, gdy sg asymptotyczne. Jezeli X jest wypukta w sensie Busemanna, to
w domknieciu X U 09X mozemy wprowadzi¢ topologie stozkowa, ktora na X
pokrywa sie z topologig wyjsciowag. Dla punktu w nieskonczonosci £ € 99X
bedzie to topologia zwarto—otwarta na odcinkach metrycznych i promieniach
geodezyjnych wychodzacych z punktu bazowego o € X (formalna definicje
mozna znalez¢ na przykltad w [P03, Section 2]). W [15, Lemma 5.3] wykazano,
ze powyzsza definicja brzegu nie zalezy od wyboru punktu bazowego, wiec
brzeg jest dobrze zdefiniowany. Dla pewnych wyrdznionych klas przestrzeni
wypuktych w sensie Busemanna definicja ta pokrywa sie z brzegiem w nie-
skonczonosci w sensie Gromowa badz z uzwarceniem Kuratowskiego poprzez
funkcje Busemanna (zobacz na przyktad [1], [8] oraz [27]). W szczegblnosci
dla zupelnych przestrzeni CAT(0) mamy:

Stwierdzenie 4.4. (/8] Proposition I1.2.5)
Niech (x,,) bedzie ciggiem w X spelniajgcym warunek p(xg, x,) — oo. Wow-
czas ciqg funkcji b(x,, xo,-) = p(an, ) — p(Tn, o) jest zbieiny do funkcji
Busemanna f wtedy i tylko wtedy, gdy [xo,x,] jest zbieiny do promienia geo-
dezyjnego o = 04, ¢. Ponadto zachodzi f = b,, gdzie
by () := Jim (p(a(t),z) —t).

Jesli X jest zupelng przestrzenia CAT(k) z ujemnym k, to wszystkie

wspomniane definicje brzegu pokrywaja si¢ (zobacz [10] oraz [21]).

4.3 Wczesniejsze badania innych autoréw

Z racji, ze moje gtowne osiagniecie zwiazane jest z wlasnoscia punktu sta-
tego dla odwzorowan nieoddalajacych zdefiniowanych na nieograniczonych
badZ niewypuklych podzbiorach przestrzeni CAT(0) chciatabym teraz sku-
pi¢ sie na wynikach otrzymanych przez grono matematykéw na przetomie
dwudziestego i dwudziestego pierwszego wieku w tym konkretnym kierunku.
Warto przy tym zauwazy¢, ze wszystkie wyniki dotyczace przypadku nieogra-
niczonych przestrzeni CAT(0) dotyczyty jak dotad tylko kilku konkretnych
i bardzo specyficznych podklas tych przestrzeni, tak wiec po pierwsze nie
odzwierciedlatly petnego obrazu sytuacji, a po drugie zastosowane w nich me-
tody badawcze nie mogly zosta¢ wykorzystane w ogélniejszych przypadkach.
Od nich rozpoczniemy nasze rozwazania.

WspomnieliSmy juz, ze kazda przestrzen Hilberta jest przestrzenia CAT(0),
przytoczmy zatem bardzo dobrze znany wynik W.O. Raya z roku 1980:
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Twierdzenie 4.5. ([51] Theorem 1)

Niech K bedzie domknietym 1 wypuktym podzbiorem rzeczywistej przestrzeni
Hilberta H. Wowczas K ma wilasnosé punktu statego dla odwzorowan nieod-
dalajgcych wtedy @ tylko wtedy, gdy K jest ograniczony.

Siedem lat pézniej Sine przedstawil znacznie prostszy dowdd powyz-
szego faktu (zobacz [57]). Chociaz nowy dow6d opieral sie na twierdze-
niu Banacha-Steinhausa, nie mogt zosta¢ zaadoptowany do zadnej szerszej
klasy przestrzeni Banacha. Niedawno kolejna, silniejsza (tylko dla przypadku
przestrzeni Hilberta) wersje tego wyniku uzyskal F. Kohsaka w pracy [38].
Ten rezultat pozostaje prawdziwy takze w kazdej gtadkiej, Scisle wypuktej,
refleksywnej przestrzeni Banacha, jednakze tylko dla odwzorowan silnie—
nieoddalajacych (tzw. firmly-—nonexpansive mappings), czyli odwzorowan spel-
niajacych warunek

(Te — Ty, JTz, JTy) < (Tx — Ty, Jx — Jy), (4.3)

gdzie J jest znormalizowanym odwzorowaniem dualnym. Pytanie czy rezultat
analogiczny do wyniku Raya zachodzi w jakiejkolwiek bardziej ogolnej klasie
przestrzeni poza przestrzeniami Hilberta pozostaje otwarte.

W tym momencie warto podkredli¢ jedng rzecz. O ile problem istnie-
nia punktow statych dla odwzorowan nieoddalajacych w wielu przypadkach
pozostaje nierozstrzygniety, o tyle petna charakterystyka geometryczna zbio-
row, ktore majg aproksymacyjng wtasnos¢ punktu stalego jest dobrze znana,
dlatego tez w dalszej czesci autoreferatu nie poswiecimy jej uwagi. Przypo-
mnijmy, ze X ma aproksymacyjna wlasno$¢ punktu statego (dla odwzorowan
nieoddalajacych) jesli dla kazdego odwzorowania nieoddalajacego T': C' — C'
okreslonego na niepustym, domknietym i wypuklym C' C X zachodzi waru-
nek

;1612 p(xz, Tz) = 0.

W pracy [56] I. Shafrir udowodnit nastepujacy fakt:

Twierdzenie 4.6. (pordwnaj z [56, Theorem 2.4])

Niech X bedzie geodezying przestrzenig wypukle w sensie Busemanna, ktora
ma wilasnosé przedtuzania. Wowczas wypukty zbior C C X ma aproksyma-
cyjng wiasnosé punktu statego wtedy @ tylko wtedy, gdy nie zawiera krzywych
kierunkowych (directional curves).

Przy czym powiemy, ze krzywa ~y: [0,00) — X jest kierunkowa jesli ist-
nieje b > 0, takie ze

t—s—=b< p(y(s),y(t) <t—s
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dla dowolnych ¢t > s > 0. Jak wynika ze znanych wynikow Raya (dla prze-
strzeni Hilberta) oraz Goebla i Reicha (dla kul Hilberta — patrz ponizej)
istnienia punktu statego nie mozna w zaden bezposredni sposéb wnioskowaé
z aproksymacyjnej wtasnosci punktu statego i z tego tez powodu przytoczony
powyzej wynik Shafrira nie przyczynia si¢ do rozwigzania kluczowego pro-
blemu. Na koniec, aby nie powodowa¢ bataganu w cytowaniach, chciatlabym
zaznaczy¢, ze w przypadku literatury angielskojezycznej mozna spotkaé sie
z podwdjnym nazewnictwem tej wlasnosci (zobacz na przyktad [52]).

Catkowicie inna sytuacja niz opisana powyzej i dotyczaca przestrzeni Hil-
berta ma miejsce w przypadku zespolonej kuli Hilberta z metryka hiper-
boliczna. Mianowicie, K. Goebel i S. Reich wykazali, ze dla kazdego od-
wzorowania nieoddalajacego zdefiniowanego na B zachodzi doktadnie jedna
z ponizszych mozliwosci:

Twierdzenie 4.7. (poréwnaj [22] Theorem 24.1 oraz 25.2)
Niech T: B — B bedzie odwzorowaniem nieoddalajgcym. Wowcezas praw-
dziwy pozostaje doktadnie jeden z przypadkow

(1) T ma niepusty, domkniety i wypukly zbior punktéow stalych i kazda
krzywa aproksymujgca pierwszego rodzaju z(a) jest zbiezna (zobacz (4.5));

(11) istnieje dokladnie jeden punkt na brzegu B, ktory jest granicg wzgledem
normy dla kazdej krzywej aproksymujgcej pierwszego rodzaju.

Jesli rozwazymy teraz bardziej ogélny przypadek odwzorowan okreslonych
na niepustym, domknietym i wypuktym podzbiorze K C B, to z podpunktu
(iii) Stwierdzenia 4.2 wynika, ze dla kazdego odwzorowania 7: K — K,
ktore nie ma punktéw stalych, istnieje punkt na brzegu, ktory nalezy do

K (domkniecia K wzgledem normy). Stad ostatecznie otrzymujemy pelna
charakterystyke podzbioréw B:

Whniosek 4.8. ([P03] Corollary 4.4)

Niech K C B bedzie zbiorem niepustym, domknietym i wypuktym. Wowczas
K ma wlasnosé punktu statego dla odwzorowan nieoddalajgcych wtedy @ tylko
wtedy, gdy K jest zbiorem geodezyjnie ograniczonym.

Przypomnijmy, ze przestrzen geodezyjna nazywamy geodezyjnie ograni-
czong, gdy nie zawiera promienia geodezyjnego.

Z podobna sytuacja stykamy sie w przypadku drzew metrycznych, czyli
przestrzeni, na ktére mozemy spojrze¢ jako na przestrzenie CAT(—o00). Na
poczatku tego wieku W. A. Kirk wykazal, ze:

Twierdzenie 4.9. ([30] Theorem 3.4.)
Zatozmy, ze X jest geodezyjnie ograniczonym i zupelnym drzewem metrycz-
nym. Wowczas kazde odwzorowanie ciggte f: X — X ma punkt staty.
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Oczywiscie powyzsze twierdzenie daje nam tak naprawde pelng charak-
terystyke zbiorow, ktore maja wtasnos¢ punktu statego dla odwzorowan cig-
glych. Rzeczywiscie, znéw korzystajac z podpunktu (iii) Stwierdzenia 4.2
wiemy, ze rzutowanie na promien geodezyjny jest odwzorowaniem nieodda-
lajacym, jesli wiec rozwazymy przesuniecie wzdtuz promienia, to otrzymamy
odwzorowanie nieoddalajace a zatem i ciagte, ktore jednakze nie ma punktu
statego. Ostatecznie rozwazania te prowadza do tej samej charakterystyki
zbiorow jak miato to miejsce w przypadku zespolonej kuli Hilberta.

Whniosek 4.10. Niech X bedzie zupetnym drzewem metrycznym, a K jego
niepustym, domknietym i wypuktym podzbiorem. Wowczas K ma wlasnosé
punktu stalego dla odwzorowan nieoddalajgcych wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zbtorem geodezyjnie ograniczonym.

Czesciowo wynik ten zostal przedstawiony juz w pracy tego samego au-
tora napisanej wspolnie z R. Espinola dla komutujacej rodziny odwzorowan
nieoddalajacych (zobacz [20, Theorem 4.3]).

Zauwazmy, ze na wszystkie opisane powyzej przyktady mozemy spojrzeé
jako na bardzo szczegdlne podklasy przestrzeni CAT(0), jednakze w kaz-
dym z tych przypadkow zastosowano narzedzia, ktore nie daja wynikow dla
jakichkolwiek bardziej ogdlnych typoéw przestrzeni. Stad tez gtdéwng ideg mo-
ich badan, zainicjowanych owocnymi dyskusjami z prof. Rafaelem Espinola
z Uniwersytetu w Sewilli, byto uporzadkowanie, poglebienie i uzupekienie
stanu wiedzy na temat wlasnosci punktu statego w nieograniczonych prze-
strzeniach CAT(0).

W dalszej czedci rozwazmy odwzorowania nieoddalajace zdefiniowane na
niewypuktych podzbiorach przestrzeni. Podobnie jak zostato to zrobione w po-
przednim przypadku, rozpoczniemy nasza analiz¢ od najbardziej natural-
nego przyktadu przestrzeni Hilberta. Zatézmy zatem, ze D jest niepustym
podzbiorem przestrzeni Hilbert H. Nastepujacy wynik autorstwa K. Goebla
i R. Schoneberga byt pierwszym dotyczacym istnienia punktu statego dla
odwzorowan nieoddalajacych T': D — D:

Twierdzenie 4.11. (zobacz [23, Theorem] oraz [55, Corollary 3.2])

Niech T bedzie odwzorowaniem nieoddalajgcym z niepustego podzbioru D
przestrzent H w siebie. Wowczas T ma punkt staty w zbiorze D wtedy 1 tylko
wtedy, gdy cigg (T"x) jest ograniczony dla pewnego (a zatem dla wszystkich)
x € D i dla kazdego y € co{T"x : n > 0} istnieje dokladnie jeden p € D,
taki ze ||y — p|| = inf,ep ||y — 2]|-

Przypomnijmy, ze w przypadku przestrzeni geodezyjnych otoczke wypu-
kta definiujemy indukcyjnie. Mianowicie, niech Y C X. Oznaczmy przez
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G (Y') sumg wszystkich odcinkéw geodezyjnych z X o konicach w zbiorze Y.
Dla n > 1 przyjmijmy, ze

GM(Y) =G (G"N(Y)).
Wowczas otoczka wypukta zbioru Y jest réwna

coY =[JG"Y).

n>0

Natomiast ¢o Y oznacza jej domkniecie w przestrzeni X (zobacz [P02, str.
137-138)).

W 2002 roku B. D. Rouhani otrzymat ten sam wynik dla bardziej ogdlnej
klasy odwzorowan, mianowicie dla odwzorowan asymptotycznie nieoddala-
jacych w érednim sensie (asymptotically nonexpansive in the intermediate
sense) (zobacz [55, Theorem 3.1]). Rozpocznijmy od przypomnienia definicji
kilku typow odwzorowan asymptotycznie nieoddalajacych, jednakze ograni-
czymy sie tylko do tych, ktére pojawia w dalszej czesci pracy.

Definicja 4.12. ([55] str.1099)
Niech D bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, p). Odwzo-
rowanie T": D — D jest typu asymptotycznie nieoddalajacego, jezeli zachodzi
warunek

limsup M (z,n) < 0,

gdzie M (x,n) = sup,cx (p(T"z, T"y) — p(,y)). Jedli ponadto M (x,n) moga
by¢ wspoélnie ograniczone przez cigg zbiezny do zera, to odwzorowanie nazy-
wamy asymptotycznie nieoddalajacym w srednim sensie.

W dowodzie tego wyniku Rouhani zastosowal metode, ktéra odegrata klu-
czowg role w jego wczesniejszej pracy dotyczacej problemu przedtuzenia od-
wzorowan nieoddalajacych. Bardziej szczegélowo w pracy [54] B.D. Rouhani
podat konstrukcyjny dowdd ponizszego twierdzenia Kirszbraun—Valentine’a:

Twierdzenie 4.13. (/54] Theorem 3.2)

Niech D bedzie niepustym podzbiorem rzeczywistej przestrzeni Hilberta H,
natomiast T': D — D — odwzorowaniem nieoddalajgcym. Wowczas T ma ab-
solutny punkt staly w H wtedy 1 tylko wtedy, gdy cigg (T"x) jest ograniczony
dla pewnego (a zatem dla wszystkich) x € D. Jesli tak, to dla kazdego z € D
centrum asymptotyczne ciggu (T"z) jest absolutnym punktem stalym odwzo-
rowania T'. Ponadto odwzorowanie U z D w zbior AF absolutnych punktow
statych T', ktore kazdemu z € D przyporzqedkowuje centrum asymptotyczne
(T"z) jest nieoddalajgce.
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Przypomnijmy definicje absolutnego punktu statego, ktére to pojecie po-
jawia sie w powyzszym twierdzeniu.

Definicja 4.14. ([P02] Definition 2.12, [54] Definition 2.2)

Niech X bedzie przestrzenia metryczna, D C X — niepustym zbiorem, nato-
miast T": D — D — odwzorowaniem nieoddalajacym. Powiemy, ze x € X jest
absolutnym punktem statym T, jesli przedtuzenie T: DU{z} — DU{z}, ta-
kie ze Tz = z jest nieoddalajace i ponadto z jest punktem stalym dowolnego
przedtuzenia nieoddalajacego odwzorowania T na sume zbioru D i pewnego
podzbioru przestrzeni X zawierajacego punkt z.

Spojrzmy teraz na przestrzen Hilberta jako na przyktad przestrzeni o sta-
tej krzywiZnie (czyli majacej to samo ograniczenie krzywizny w sensie Ale-
xandrova z géry i z dotu). Prowadzi to do naturalnego pytania jak w ogdlnym
przypadku zachowuja sie odwzorowania nieoddalajace (badZ asymptotycznie
nieoddalajace) zdefiniowane na pewnym podzbiorze przestrzeni o statej krzy-
wiznie. Pierwszy wynik dotyczacy tego problemu zostat przedstawiony przez
T. Kuczumowa i A. Stachure dla przypadku jednowymiarowej kuli zespolonej
Hilberta (z metryka hiperboliczna) oraz dowolnej kuli rzeczywistej Hilberta D
(zobacz [41] i [42]). Nastepnie rezultat ten zostal uogélniony przez U. Langa
i V. Schroedera w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 4.15. ([43] Theorem A.)

Niech k € R, i niech X, Y bedg dwiema przestrzeniami geodezyjnymi, takimi
ze wszystkie trojkgty geodezyjne o srednicy < 2D, w X bgdZ w'Y sq odpo-
wiednio k-grube bgdZ k-cienkie. Zatozmy tez, ze Y jest przestrzemiq zupeing.
Jesli S teraz bedzie dowolnym podzbiorem X a f: S — Y odwzorowaniem
ze stalqg Lipschitza 1, i takim Ze diam(S) < D,/2, to istnieje przediuienie
f: X =Y odwzorowania f z tg samq stalg Lipschitza.

Pojecia k-grube i k-cienkie uzyte w Twierdzeniu 4.15 oznaczaja odpo-
wiednio krzywizne lokalnie ograniczong z dotu badz z gory przez k.

We wspomnianej juz pracy Kuczumowa i Stachury jest podany rowniez
przyktad pokazujacy, ze w przypadku zespolonej kuli Hiberta mozna znalez¢
takie odwzorowanie nieoddalajace zdefiniowane na zbiorze D C B (bedace
nawet izometria), ktére nie moze zosta¢ przedtuzone na cala przestrzen B
(w [22, Remark, str. 119] znalez¢é mozna przyktad skonczenie wymiarowy,
natomiast w [42, Example 1] przyktad w przestrzeni nieskonczenie wymia-
rowej). Z racji, ze dwuwymiarowa przestrzen B ma krzywizne ograniczona
z gory i z dotu przez dwie roézne liczby, mozemy przypuszczaé, ze dalsze
badania dotyczace istnienia punktow stalych czy tez absolutnych punktow
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stalych powinny p6j$¢ w kierunku odwzorowan zdefiniowanych na przestrze-
niach o statej krzywiznie, jak zostato to zrobione w mojej pracy [P02] napi-
sanej wspolnie z Rafaelem Espinola.

4.4 Nieograniczone przestrzenie CAT(0) i odwzorowania nieod-
dalajace

Jak juz wspomnialam we wstepie wyniki dotyczace zachowania odwzo-
rowan nieoddalajacych w konkretnych przyktadach przestrzeni CAT(0) jak
rowniez twierdzenie Raya stanowity dla mnie gléwna inspiracje do poswie-
cenia uwagi problemowi istnienia punktéw statych odwzorowan nieoddalaja-
cych, ktorych dziedzinami byty nieograniczone podzbiory przestrzeni geode-
zyjnych.

Na poczatku moich badan, ktére rozpoczetam we wspotpracy z Rafa-
elem Espinola, skupiliSmy sie na bardziej ogdlnych przyktadach przestrzeni
CAT(0), w ktérych wtasno$¢ punktu statego byta spetniona badz tez nie. Roz-
poczelismy od zaproponowania konstrukeji (opartej na sklejaniu przestrzeni
CAT(0) — zobacz Twierdzenie 4.3) szerokiej klasy przestrzeni, w ktérych od-
wzorowania nieoddalajace maja punkty state.

Stwierdzenie 4.16. ([P01] Proposition 3.1)
Niech C' bedzie zupetng przestrzenig CAT(0), ktorg mozna zapisaé w postaci

C=CulJC,
n=1
gdzie:
(1) Cy jest ograniczony, domkniety i wypukty,

(11) C, jest domkniety i ograniczony, przy czym CoU C,, jest zbiorem wypu-
ktym dla kazdego n,

(111) {C,} jest rodzing zbioréw parami rozlgcznych i takich ze diam(C,,) dqzy
do nieskonczonosci gdy n — o0,

(iv) W, = Cy N C, jest niepusty, diam(W,) < « dla kazdego n oraz
dist(W,, Wy,) = inf{d(xz,y) : © € W,,y € W,,,} > « dla pewnej liczby
a = 0 1 dowolnego n # m.

Wowczas zbior C' jest nieograniczony, ale jest geodezyjnie ograniczony it ma
wlasnosé punktu statego.
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Dowod powyzszego stwierdzenia oparliSmy na charakterystyce aproksy-
macyjnej wtasnosci punktu statego dla odwzorowan nieoddalajacych w pier-
wotnej wersji autorstwa I. Shafrira (zobacz Rozdzial 4.3) a w przypadku
przestrzeni CAT(0) podanej przez W. A. Kirka:

Twierdzenie 4.17. ([31] Theorem 25)

Domkniety i wypukly podzbior C' zupelnej przestrzeni CAT(0) z wlasnoscig
przedtuzania ma aproksymacyjng wtasnosé punktu stalego dla odwzorowan
nieoddalajgcych wtedy i tylko wtedy, gdy C' nie zawiera promienia geodezyj-
nego.

Wowczas jako bezposredni wniosek ze Stwierdzenia 4.16 otrzymujemy re-
zultat analogiczny do wyniku Kirka (zobacz Twierdzenie 4.9) dla odwzorowan
nieoddalajacych.

Whiosek 4.18. ([P01] Corollary 3.4)

Niech X bedzie an nieograniczonym, ale ograniczonym geodezyjnie zupetnym
drzewem metrycznym, wowczas X ma wlasnosé punktu statego dla odwzoro-
wan nieoddalajgcych.

W ponizszym przyktadzie znalez¢é mozna inny przyktad przestrzeni spel-
niajacej zalozenia Stwierdzenia 4.16.

Przyklad 4.19. ([P01] Example 3.3)
Niech C' bedzie domknieta kula jednostkowa w ¢5 i niech {e,} beda elemen-
tami jej bazy kanonicznej. Dla kazdego n € N zdefiniujmy zbior

crmeo5 (12w ) 1)

gdzie co oznacza standardowo domknigcie otoczki wypuktej. Wybierzmy te-
raz N € N tak, aby dist(C,,Cp,) = inf{d(z,y) : z € Cp,y € Cp} > 1
dla dowolnych n,m > N. Sklejajac teraz C z kazdym ze zbioréw C,, dla
n > N na mocy Twierdzenie o sklejaniu Retchnayka (zobacz Twierdzenie
4.3) otrzymujemy przestrzenie CAT(0). Sklejajac je tym razem wzdtuz C
otrzymujemy

X=Ccu | G,

n>N
ktéra to przestrzen jest zupetna przestrzenia CAT(0).
W dalszych badaniach wprowadziliémy pojecie wtasnosci U. Wtasnosé ta
pozwalata rozrézni¢ dwie klasy przestrzeni CAT(0). Pierwsza zawierala te

przestrzenie, w ktorych odwzorowania miaty punkty state tylko jesli miaty
ograniczong dziedzing, natomiast druga przestrzenie, w ktérych, tak samo
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jak na przyktad w zespolonej kuli Hilberta z metryka hiperboliczng, punkty
stale mialy takze odwzorowania zdefiniowane na podzbiorach geodezyjnie
ograniczonych. Oczywiscie caty czas rozwazamy tylko podzbiory domkniete
i wypukte.

Definicja 4.20. ([P01] Definition 4.1) Niech X bedzie nieograniczong prze-
strzenia geodezyjna. Powiemy, ze X ma wtasnosé¢ U jesli dowolny wypukty
domkniety i nieograniczony zbiér Y C X jest albo geodezyjnie nieograni-
czony albo dla kazdego domknietego wypuktego i nieograniczonego zbioru
K C Y oraz punktu x € K istnieje zbiér Ky C K (takze domkniety, wypu-
kty, nieograniczony), taki ze d(z, K1) > 1.

Prostymi przyktadami przestrzeni, ktére maja wtasnos¢ U sa miedzy in-
nymi:

Stwierdzenie 4.21. ([P01] Proposition 4.2)
Niech X bedzie refleksywnqg przestrzeniq Banacha. Wowczas X ma wlasnosé
U.

Stwierdzenie 4.22. ([P01] Proposition 4.5)
Kazda zupelna i lokalnie zwarta przestrzen CAT(0) ma wlasno$é U.

Zauwazmy w tym miejscu, ze w przypadku lokalnie zwartych przestrzeni
CAT(0) mozemy powiedzie¢ znacznie wiecej jak pokazuje Twierdzenie 3.6
z pracy [P01] (poréwnaj takze z wynikami z podrozdziatu 5.2).

Jednoczesnie warto zauwazy¢, ze:

Stwierdzenie 4.23. ([P01] Proposition 4.3)
Jesli mieograniczone drzewo metryczne jest geodezyjnie ograniczone, to nie
ma wlasnosci U.

Wtasnosé¢ U zostata wykorzystana w nastepujacym wyniku:

Twierdzenie 4.24. ([P01] Theorem 5.1)

Niech X bedzie zupelng przestrzeniq CAT(0), ktéra ma wlasnosé U. Wowczas
niepusty domkniety i wypukly podzbior Y C X ma wilasnosé punktu statego
dla odwzorowan nieoddalajgcych wtedy i tylko wtedy, gdy 'Y jest zbiorem ogra-
niczZonym.

Stad i Stwierdzenia 4.21 otrzymujemy jako natychmiastowy wniosek wy-
nik Raya (wraz z alternatywna wersja jego dowodu). Jednoczesnie warto
zauwazy¢, ze w twierdzeniu zaktadamy, ze X jest przestrzenia CAT(0), tak
wiec nie mozemy z niego wnioskowac czegokolwiek na temat wtasnosci punktu
statego dla przestrzeni Banacha, ktore nie sa unitarne.
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Wiemy juz z wczedniejszych czesci tego autoreferatu, ze przestrzenie
CAT(k) z ujemnym parametrem k sa hiperboliczne w sensie Gromova. Pro-
wadzi to bezposrednio do ponizszej konkluzji:

Stwierdzenie 4.25. ([P01] Corollary 5.5.)
Niech X bedzie przestrzenig CAT(k) z k < 0. Wowcezas dla dowolnych do-
datnich parametrow r 1 € mozna znalezé liczbe R > 0, takq ze dla punktow
X, x oraz y € X, dla ktorych odlegtos¢ rzutowan punktow x iy na kule
domknigtq B(xo,m) spelnia warunek p(u,v) > €, ponizsze przeciecie nie jest
zbiorem pustym

B(xo, R) N [x,y] # 0.

A stad mozemy wywnioskowac:

Twierdzenie 4.26. ([P01] Theorem 5.6)
Niech X bedzie nieograniczong zupetng przestrzeniq CAT(k) z parametrem
k < 0. Ponadto, niech X zawiera nieograniczony ale geodezyjnie ograniczony
podzbior. Wowczas X nie ma wlasnosci U.

Wyniki z pracy [P01] pozwolily nam na postawienie nastepujacych py-
tan dotyczacych struktury przestrzeni nieograniczonych z wtasnoscia punktu
statego i1 stanowity inspiracje do moich dalszych samodzielnych badan w tym
kierunku.

Uwaga 4.27. ([P01] Remark 5.7)

(i) Z Przykladu 4.19 mozemy wywnioskowaé, ze przestrzen CAT(0) nie
musi by¢ tez przestrzenia CAT(k) z ujemnym parametrem x < 0, by
odpowiednik twierdzenia Raya pozostawal nieprawdziwy. Jednoczesnie
przestrzen z tego przyktadu jest d-hiperboliczna. Zatem w kolejnym
kroku w badaniach nalezatoby skupi¢ si¢ na odpowiedzi na pytanie,
czy twierdzenie to pozostaje nieprawdziwe dla zupelnych przestrzeni
CAT(0), ktére sa hiperboliczne w sensie Gromova, ale nie sa lokalnie
zwarte. A takze czy nieréwno$é CAT(0) wystarczytoby zastapi¢ wypu-
ktoscig w sensie Busemanna.

(ii) Niech X bedzie przestrzenia zupelna, ktéra ponadto jest drzewem me-
trycznym, kula Hilberta badZ przestrzenia o statej krzywiznie. Wia-
domo, ze kazde odwzorowanie nieoddalajace dziatajace z nieograniczo-
nego, domknietego i wypuktego podzbioru X w siebie ma punkt staty
wtedy i tylko wtedy, gdy podzbiér jest geodezyjnie ograniczony. Czy
powyzsze stwierdzenie pozostaje prawdziwe, gdy rozwazymy podzbior
dowolnej zupetnej przestrzeni CAT (k) z ujemnym parametrem r?

(iii) Czy wlasnosé U jest warunkiem koniecznym na to, aby w przestrzeni
CAT(0) zachodzilto twierdzenie Raya?
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4.5 Wlasnos¢ punktu stalego w zbiorach nieograniczonych

W ramach préby odpowiedzi na pytanie (ii) z Uwagi 4.27 w kolejnym
kroku moich badan skupitam sie na przestrzeniach, ktérych krzywizna (w
sensie Alexandrova) jest ograniczona z géry przez pewna liczbe ujemna, czyli
przestrzeniami CAT(k) z k < 0. W samodzielnej pracy [P03] datam pozy-
tywna odpowiedz na pytanie z pracy [P01]. Wykazalam mianowicie:

Twierdzenie 4.28. (/P03] Theorem 4.1)

Niech X bedzie zupelng przestrzeniq CAT(-1) i niech niepusty zbior K C X
bedzie domkniety @ wypukly. Wowczas K ma wlasnos¢ punktu stalego dla
odwzorowan nieoddalajgcych T: K — K wtedy © tylko wtedy, gdy K jest
geodezyjnie ograniczony.

Zatozenie, ze krzywizna jest ograniczona z gory akurat przez liczbe -1
odgrywato role czysto techniczng w dowodzie i mogto zostaé zastapione przez
dowolng liczbe ujemng k jak pokazuje ponizszy wniosek:

Whiosek 4.29. ([P03] Corollary 4.2)

Niech X bedzie zupelng przestrzeniq CAT(k) z parametrem k < 0 i niech
niepusty zbior K C X bedzie domkniety © wypukty. Wowczas K ma wlasnosé
punktu statego dla odwzorowan nieoddalajgcych T: K — K wtedy 1 tylko
wtedy, gdy K jest geodezyjnie ograniczony.

Powyzszy wynik jest naturalnym uogélnieniem wyniku K. Goebla i S. Re-
icha na temat zachowania sie odwzorowan zdefiniowanych na bardzo szcze-
gbélnym przypadku rzeczywistej kuli Hilberta:

Twierdzenie 4.30. (/22] Theorem 32.3)

Domkniety i wypukly podzbior C' przestrzeni D (czyli rzeczywistej kuli Hil-
berta z metrykq hiperboliczng) ma wlasnosé punktu stalego (i aproksymacyjng
wlasnosé punktu statego) dla odwzorowan nieoddalajgcych wtedy i tylko wtedy,
gdy jest zbiorem geodezyjnie ograniczonym.

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do przypadku wtasnosci punktu statego
dla odwzorowan ciagtych (zobacz Rozdzial 5.3) w powyzszym twierdzeniu nie
musieliSmy zaktadac¢, ze przestrzen ma krzywizne ograniczona takze z dohu.
Przykladami tego typu przestrzeni sa miedzy innymi zespolone (oraz rze-
czywiste) kule Hilberta z metryka hiperboliczna, gdzie krzywizna (w sensie
Alexandrova) jest ograniczona odpowiednio z gory i z dotu przez —1 oraz —4
(zostalo to pokazane w [P03, str. 332-333]).

Po tych dygresjach wr6¢émy do oméwienia gtéwnego wyniku z pracy [P03].
Dowdd tego twierdzenia opiera si¢ w znacznej mierze na geometrii przestrzeni
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CAT(k). Przy czym jedna z wlasnosci geometrycznych wykazanych w [P03]
— a mianowicie, oszacowanie dlugodci trzeciego boku w tréjkacie geodezyj-
nym, zachodzi tylko i wylacznie w przestrzeniach o krzywiznie ujemnej jak
pokazuje ponizszy lemat:

Lemat 4.31. ([P03] Lemma 3.2)
Niech X bedzie przestrzeniq CAT(-1). Rozwazmy cigg trojkatow geodezyjnych
(A(Zp, Yn,y 2n))5%, taki Ze
T
Ly (T, 2n) > 5 n €N,
oraz
d(xp, Yn) — 00, d(xy, 2n) — d(Tp,yn) — 0 gdy n — oo.

Wowczas mozemy wnioskowaé, ze d(yn, zn) — 0.

Poniewaz powyzszy lemat jest prawdziwy tylko dla przestrzeni CAT(k),
ktorych ograniczenie krzywizny s jest liczba ujemna, metoda dowodowa za-
stosowana w pracy [P03] nie pozwala na bezposrednie uogdlnienie gtéwnego
wyniku na przypadek przestrzeni CAT(0), ktoére sa hiperboliczne w sensie
Gromova. Przypomnijmy, ze przyktady przestrzeni CAT(0) hiperbolicznych
w sensie Gromova pojawiaja sie do$¢ naturalnie, a jeden z nich przedstawitam
juz w Przyktadzie 4.19.

Wynik dotyczacy istnienia punktow statych odwzorowan okreslonych na
geodezyjnie ograniczonych zupelnych przestrzeniach CAT(0), ktére sa hiper-
boliczne w sensie Gromova, zawartam w pracy [P04]. Jak wspomnielismy juz
wezedniej Lemat 4.31 jest prawdziwy tylko w przestrzeniach CAT (k) z k < 0.
Zatem dowdd przedstawiony w pracy [P04] opiera sie na zupehie innym rozu-
mowaniu niz przedstawione w [P03]. Podczas dalszej pracy nad ta tematyka
zauwazylam takze, ze nie musimy rozwazaé¢ warunku CAT(0), a w jego miej-
sce mozemy zatozy¢, ze X ma dwie stabsze wtasnosci. Mianowicie, wystarczy
zatozy¢, ze przestrzen jest wypukla w sensie Busemanna — co pozwala nam
szacowadé odlegtosé punktéw lezacych na geodezyjnych o jednym wspolnym
koncu, a takze ze ma wtasno$é¢ jedynego centrum asymptotycznego. Prze-
strzenie Banacha, ktére maja wtasnos¢ jedynego centrum asymptotycznego,
sa dobrze znane, zatem nasze rozwazania pozwalaja nam na uogdélnienie Przy-
ktadu 4.19 na wszystkie podzbiory tego typu w dowolnej przestrzeni ¢, przy
zatozeniu p € (1,00). Stad gltéwne twierdzenie z pracy [P04] brzmi nastepu-
jaco:

Twierdzenie 4.32. ([P04] Theorem 3.1)
Niech X bedzie zupelng przestrzeniq wypuklq w sensie Busemanna, ktora ma
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wlasnosé jedynego centrum asymptotycznego. Ponadto, zatoimy, ze X jest d—
hiperboliczna dla nieujemnej liczby 0. Jezeli C jest domknietym i wypukliym
podzbiorem X, to rownowazne sq nastepujgce stwierdzenia:

a) C jest zbiorem geodezyjnie ograniczonym.
b) Kazde odwzorowanie nieoddalajgce T: C'— C ma punkt staly.
c) Kazde odwzorowanie silnie—nieoddalajgce T: C' — C ma punkt staly.

Zauwazmy, ze w powyzszej charakterystyce rozwazamy pojecie odwzo-
rowania silnie-nieoddalajacego, czyli w przypadku przestrzeni geodezyjnych
odwzorowania spelniajacego nier6wnosc:

p(Ta, Ty) < p((1 = Ne + AT, (1= Ny + ATy), A€ (0,1),

(poréwnaj z warunkiem (4.3)). W monografii [22, str. 124] autorzy wyprowa-
dzili zwiazek pomiedzy odwzorowaniami nieoddalajacymi i silnie-nieoddala-
jacymi, ktorych dziedzina byta zespolona kula Hilberta B. Precyzujac, wy-
kazali, ze jezeli T: B — B jest odwzorowaniem nieoddalajacym, to mozemy
zdefiniowaé odwzorowanie U;: B — B, gdzie Uy(z) jest jedynym punktem
statym kontrakeji

Gi(y) = (1 —t)Ty + tx, (4.4)

czyli spelnia warunek U;(z) = (1 —t)TUs(x) + tz. Woéwezas odwzorowanie Uy
jest silnie—nieoddalajace i zbior jego punktow statych pokrywa sie ze zbiorem
punktow statych wyjsciowego odwzorowania 7. W opublikowanej ostatnio
pracy [3, Proposition 3.2] pokazano, ze ta sama konstrukcja sprawdza sie
takze w klasie przestrzeni wypuktych w sensie Busemanna, co bezposrednio
prowadzi do réwnowaznosci warunkéw b) i c).

Gléwna role w dowodzie Twierdzenia 4.32 odgrywa zachowanie krzywych
aproksymujacych zdefiniowanych w nastepujacy sposéb:

Definicja 4.33. Niech X bedzie zupelng przestrzenia geodezyjna wypukta
w sensie Busemanna, 7: X — X — odwzorowaniem nieoddalajacym i wy-
bierzmy dowolne z € X. Wowczas dla kazdego ¢ € (0, 1] odwzorowanie G
zdefiniowane wzorem (4.4) jest kontrakcja, zatem ma doktadnie jeden punkt
staty. Oznaczmy go przez z;. Zbior

{z: te(0,1]} (4.5)
nazwiemy krzywa aproksymujaca (pierwszego rodzaju) o poczatku w punkcie

x.
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Inspirujac si¢ wynikami autorstwa K. Goebla i S. Reicha dotyczacymi
odwzorowan nieoddalajacych okreslonych na rzeczywistych i zespolonych ku-
lach Hilberta z metryke hiperboliczna (zobacz Section 25 w monografii [22]),
postanowitam doktadniej zbada¢ zachowanie krzywych aproksymujacych po-
staci (4.5) w ogdlniejszym przypadku przestrzeni wypuktych w sensie Buse-
manna. Oczywiscie (zakladajac w naszym przypadku, ze przestrzen ma wla-
snos$¢ jedynego centrum asymptotycznego) jezeli istnieje ciag ograniczony
(21,) przy warunku t, — 07, to odwzorowanie 7" musi mie¢ punkt staly
bedacy centrum asymptotycznym naszego ciagu (z;, ). Warto zatem skupié
uwage na przypadku, gdy odwzorowanie nieoddalajace T nie ma punktéw
stalych. Mozemy wowczas wykaza¢ nastepujace stwierdzenie:

Twierdzenie 4.34. ([P04] Theorem 4.1)

Niech X bedzie zupetng przestrzeniq geodezying wypukle w sensie Busemanna
1 majgceg wltasnoscé jedynego centrum asymptotycznego. Ponadto, zatozmy, ze
X jest przestrzeniq 6-hiperboliczng dla pewnej dodatniej liczby 0, natomiast
C - jej dowolnym niepustym, domknietym ¢ wypuklym podzbiorem.

Jezeli T': C' — C' jest odwzorowaniem nieoddalajgcym, ktore nie ma punktow
statych, to istnieje & € 09X, taki Ze dla dowolnego x € C' krzywa aproksy-
mujgca o poczgtku w punkcie x zdefiniowana wzorem (4.5) dgzy do punktu
w nieskonczonosci & w sensie topologii stozkowe;.

Wynik ten jest naturalnym uogoélnieniem bardzo szczegdlnego przypadku
zespolonej kuli Hilberta (poréwnaj z punktem (%) z Twierdzenia 4.7). Za-
uwazmy, ze w tym wypadku brzeg w nieskoriczonosci (czyli zbior 09.X) jest
niepusty, mozemy zatem w miejsce wczesniej rozwazanych odwzorowan, roz-
waza¢ odwzorowania okreslone na catym zbiorze X U 09.X. Zbior ten jest
wyposazony w topologie stozkowa, ktéra jednakze nie jest metryzowalna.
Mozemy zatem przyjaé, ze odwzorowanie T: X UJ9X — X U@YX jest ciggle
w swojej dziedzinie i nieoddalajace na pewnym podzbiorze przestrzeni X.
Woéwcezas mozna wykazaé:

Whniosek 4.35. Niech X bedzie zupelng przestrzeniq geodezyjng wypukiq
w sensie Busemanna, ktora ma wlasnosc jedynego centrum asymptotycznego.
Ponadto, zatozmy, ze przestrzen X jest d-hiperboliczna dla pewnej dodatniej
liczby 6.

Jezeli T: XU X — XUDX jest ciggle w sensie topologii stozkowey i istnieje
niepusty, domkniety i wypukly podzbior C C X, taki Ze obciecie T|c prze-
ksztatca zbior C' w siebie i jest nieoddalajgce, to T ma punkt staly w zbiorze
XUo9X.
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4.6 Odwzorowania nieoddalajace, ktore nie maja punktéow statych

Jesli odwzorowanie T': X — X jest nieoddalajace i nie ma punktow sta-
tych, to wiemy juz, ze kazda krzywa aproksymujaca o poczatku w punk-
cie v € X dazy (wzgledem topologii stozkowej) do punktu na brzegu 09.X.
7. Twierdzenia 4.34 wynika, ze dla dwoch réznych punktéw z; i zo krzywe
aproksymujace musza dazy¢ do tego samego punktu w nieskoriczonosci. Za-
tem kolejne naturalnie pojawiajace sie pytanie: jak zachowuje si¢ wéwczas
orbita odwzorowania 77 W dalszej czesci autoreferatu orbite 7', czyli zbidr
{T"z : n € N} bedziemy nazywaé tez ciagiem iteracyjnym Picarda. Moje
wyniki poswiecone odpowiedzi na powyzsze pytanie ukazaly sie w pracy
[P05]. Wykazalam w niej miedzy innymi ponizszy rezultat:

Twierdzenie 4.36. ([P05] Theorem 4.2)

Niech X bedzie zupeing przestrzeniq geodezyjng wypukiq w sensie Busemanna,
ktora ma wtasno$c¢ jedynego centrum asymptotycznego. Zatézimy ponadto, zZe
X jest przestrzeniq 6-hiperboliczng dla pewnej dodatniej liczby 0, natomiast
odwzorowanie nieoddalajgce T: X — X nie ma punktéow statych. Wowczas
istnieje punkt w nieskonczonosci &, taki zZe dla kazdego x € X mozna znalezé
podciqg ciggu iteracyjnego Picarda (T™x), ktory dgzy do & w sensie topologii
stozkowej.

Ponadto, punkt & jest granicqg krzywych aproksymujgcych.

Oczywiscie, skoro zespolona kula Hilberta B jest bardzo szczegdlnym
przypadkiem przestrzeni spetniajacej miedzy innymi zalozenia powyzszego
twierdzenia, to istnieja odwzorowania nieoddalajace, ktére nie maja punk-
tow statych, ale maja ograniczone podciggi orbity. Przyktad takiego odwzo-
rowania okreslonego na B mozna znalezé w pracy [59]. Jednakze jak juz
wspomniatam w pracy [P05], w tej sytuacji kazdy nieograniczony podciag
(T*z) ciggu (T"x), ktéry spelnia warunek

VM >0 3INeN Vn>N: p(z, T"z)> M (4.6)

musi dazy¢ w sensie topologii stozkowej do tego samego punktu w nieskon-
CZONOSCI.

Wiemy rowniez, ze istniejg takie odwzorowania, ktorych cata orbita jest
nieograniczona w takim sensie jak we wzorze (4.6). Wlasnosé ta okazuje sie
by¢ w bliskiej relacji z wlasnoscig asymptotycznego punktu statego:

Twierdzenie 4.37. (/P05 Theorem 4.3)

Niech X bedzie zupelng przestrzeniq geodezyjng wypukle w sensie Buse-
manna, ktora ma wlasnosé jedynego centrum asymptotycznego. Zalozmy row-
niez, ze X jest d-hiperboliczna dla pewnej liczby dodatniej §, a T: X — X
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jest odwzorowaniem nieoddalajgcym, ktore nie ma punktow statych. Jesl do-
datkowo liczba D = inf,cx p(x,Tx) jest dodatnia, to dla dowolnego x € X
cata orbita (T"x) dgzy do tego samego punktu w nieskonczonosci.

W poprzednim rozdziale zdefiniowaliSmy pojecie odwzorowania silnie—
nieoddalajacego. Skupmy sie teraz na odwzorowaniach spetniajacych bardziej
ogblng definicje, wprowadzong przez R. Smarzewskiego w pracy [58].

Definicja 4.38. ([P05] Definition 5.1)

Niech X bedzie przestrzenia jednoznacznie geodezyjna, natomiast A dowolng
liczba z przedziatu (0, 1). Odwzorowanie T: X — X jest A\-silnie—nieoddala-
jace, jezeli dla dowolnych =,y € X zachodzi warunek:

p(Tx, Ty) < p(ATx + (1 = Nz, \Ty + (1 — N)y).

W przestrzeni liniowej punkt Aa 4+ (1 — A\)b jest zdefiniowany w sposob
jednoznaczny, ale jesli zalozymy tylko, ze przestrzen jest geodezyjna, to po-
winnismy rozwazy¢ wszystkie geodezyjne taczace punkty a i b, zatem aby
punkt Aa+ (1 —\)b byt dobrze zdefiniowany, zaktadamy, ze X jest przestrze-
nig jednoznacznie geodezyjna. Ponadto, w klasie przestrzeni Banacha, kazde
odwzorowanie A—silnie—nieoddalajace jest nieoddalajace. Implikacja ta nie
zachodzi w dowolnej przestrzeni geodezyjnej (a nawet jednoznacznie geode-
zyjnej), ale jest prawdziwa w przypadku przestrzeni wypuktych w sensie Bu-
semanna. Odwzorowania A-silnie-nieoddalajace okreslone na przestrzeniach
geodezyjnych wypuktych w sensie Busemanna wzbudzily w ostatnim czasie
spore zainteresowanie (zobacz na przyktad prace [3], a takze [48]). Z tego
tez powodu postanowitam rozwazy¢ problem zbieznosci ciggu iteracyjnego
Picarda réwniez w tej klasie odwzorowan:

Whiosek 4.39. ([P05] Theorem 5.2)

Niech X bedzie zupeing przestrzeniq geodezyjng wypukiq w sensie Busemanna,
ktora ma wlasnosé jedynego centrum asymptotycznego. Zatozmy ponadto, Ze
X jest d—hiperboliczna dla pewnej dodatniej liczby o. Jesli odwzorowanie \—
silnie-nieoddalajgce T: X — X (dla pewnego A € (0,1)) nie ma punktéw
statych, to dla kazdego x € X cala orbita (T"x) dazy do tego samego punktu
w nieskonczonosci.

Powyzszy rezultat mozna wywnioskowaé z faktu, ze kazde odwzorowanie
A-silnie-nieoddalajace jest asymptotycznie regularne w dowolnym punkcie
x, czyli orbita spetnia warunek:

lim p(Tmx, T" ) = 0.
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Stad wynika, ze dla dowolnego ograniczonego podciagu orbity istnieje do-
ktadnie jedno centrum asymptotyczne, ktére musi by¢ punktem statym, a to
przeczy naszemu zatozeniu. W ten sam sposdb mozemy uzyska¢ wynik dla
przypadku odwzorowan usrednionych (averaged mappings). Rozpocznijmy
od przypomnienia definicji

Definicja 4.40. ([P05] Definition 5.2)
Odwzorowanie U: X — X okreslone na jednoznacznie geodezyjnej prze-

strzeni nazwiemy usrednionym, jezeli istnieje odwzorowanie nieoddalajace
T: X — X oraz liczba ¢ € (0, 1), takie ze

Ur=clz+ (1 —c)x, r € X,

Klasa takich odwzorowan zostata po raz pierwszy zdefiniowana w pracy
[7] dla przypadku przestrzeni Banacha. W latach osiemdziesiatych ukazaly
sie pierwsze prace dotyczace odwzorowan usrednionych, ktérych dziedzing
byta zespolona kula Hilberta (zobacz na przyktad [53]). A ostatnio zaczeto
badaé¢ wlasnosci tych odwzorowan w przypadku przestrzeni jednoznacznie
geodezyjnych (zobacz na przyklad [48]).

W tej klasie przestrzeni mozemy udowodni¢:

Whiosek 4.41. ([P05] Theorem 5.3)

Niech X bedzie zupeing przestrzeniq geodezyjng wypukiq w sensie Busemanna,
ktora ma wlasnosé jedynego centrum asymptotycznego Ponadto zatozmy, Ze
X jest d-hiperboliczna dla pewnej dodatniej liczby 0. Jezeli U: X — X jest
odwzorowaniem usrednionym, ktore nie ma punktow statych, to dla kazdego
x € X orbita (U™x) dgzy do tego samego punktu w nieskoriczonosci.

Bardzo uzytecznym narzedziem w rozwazaniach nad zachowaniem funk-
cji w nieskonczonos$ci sa funkcje Busemanna. W przypadku, gdy przestrzen
spetnia nierownosé CAT(0), pojecie funkcji Busemanna jest bezposrednio
zwiazane ze zbieznoscia w sensie topologii stozkowej jak zostalo to poka-
zane w Stwierdzeniu 4.4. Przy stabszych zatozeniach dotyczacych geometrii
przestrzeni nie oczekujemy oczywiscie, aby granica

liTILIl (p<xnv ) - p(In, IO)) )
gdzie (z,,) dazy do punktu w nieskoniczonosci, istniata. Z tego powodu w pracy
[P05] rozwazatam funkcje postaci

b(x) = limsup (p(z,,x) — p(z,,,%0)) (4.7)

n
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gdzie (z, ) byt ciagiem punktéw krzywej aproksymujacej o poczatku w usta-
lonym punkcie. Dla funkcji tego typu pokazatam, ze horokule By;, M € R
sa T—odwracalne. Przyjmijmy przy tym, ze

By ={x € X: bla) < —M?},

gdzie b jest funkcjg zdefiniowana wzorem (4.7), z ustalonym punktem g € X
oraz ciggiem punktéw (z;, ) na krzywej aproksymujacej o poczatku w x.

Twierdzenie 4.42. (/P05] Theorem 3.1)

Niech X bedzie zupelng przestrzenig geodezyjng wypuktq w sensie Busemanna,
ktora ma wtasno$c¢ jedynego centrum asymptotycznego. Ponadto zatézmy, Ze
X jest d-hiperboliczna dla pewnej dodatniej liczby 6. Jesli T: X — X jest
odwzorowanie nieoddalajgcym, ktore nie ma punktow statych, to dla kazdej
funkcji okreslonej wzorem (4.7) wszystkie jej horokule By sq T—odwracalne.

Na koniec przypomnijmy raz jeszcze, ze wszystkie wyniki przedstawione
w tym podrozdziale pozostaja prawdziwe dla przypadku (zupelnych) prze-
strzeni CAT(k), gdzie k < 0, jak réwniez (zupelnych) przestrzeni CAT(0),
ktore sa hiperboliczne w sensie Gromova.

4.7 Punkty stale i absolutne punkty stale w niewypuklych pod-
zbiorach przestrzeni CAT(0)

Rozpocznijmy nasze rozwazania dotyczace odwzorowan nieoddalajacych,
ktorych dziedzing jest niewypukty podzbiér przestrzeni geodezyjnej od na-
turalnego uogoélnienia Twierdzenia 4.13 na przypadek przestrzeni o stalej
krzywiznie, czyli takich przestrzeni, w ktérych kazdy trojkat geodezyjny jest
izometryczny z tréjkatem w dwuwymiarowej przestrzeni modelowej M? (za-
ktadamy, ze k jest liczba niedodatnia). W pracy [P02] pokazali$my, ze zacho-
dzi nastepujaca wtasnosé:

Twierdzenie 4.43. ([P02] Theorem 3.6.)

Niech X bedzie przestrzeniq geodezyjng zupetng o stalej krzywiznie k € (—o0, 0],
D C X - zbiorem niepustym, natomiast T: D — D — odwzorowaniem nie-
oddalajgcym. Zatoimy ponadto, zZe dla pewnego x € D jego orbita (T™x) jest
ograniczona. Wowczas A((T"x)) jest absolutnym punktem stalym odwzoro-
wania T Jednoczesnie cigg (p(T™y, A(T™x))))nen jest nierosngcy, a odwzo-
rowanie U z D w zbior absolutnych punktow stalych odwzorowania T dane
wzorem U(x) = A((T"x)) jest nieoddalajgce.

Dowdd powyzszego twierdzenia oparliSmy miedzy innymi na nastepujacej
obserwacji, bedacej bezposrednim wnioskiem z Twierdzenia 4.15:
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Twierdzenie 4.44. ([P02] Theorem 3.4.)

Niech X bedzie przestrzeniq geodezyjng zupetng o stalej krzywiznie k € (—o0, 0].
Ponadto, niech D C X bedzie zbiorem niepustym, a odwzorowanieT: D — X
— nieoddalajgce. Wowczas dla dowolnego p & D istnieje przedtuzenie nieod-
dalajgce T na zbior D U {p}.

Pozostato tylko do pokazania, ze odwzorowanie U jest nieoddalajace. Te
czes¢ dowodu oparliSmy o pewne wtasnosci geometryczne przestrzeni mode-
lowej. 7Z powyzszego twierdzenia mozna réwniez wysnu¢ wnioski na temat
istnienia punktéw statych odwzorowania T'. Mianowicie:

Whiosek 4.45. (/P02] Corollary 3.7.)

Niech X bedzie przestrzeniq geodezyjng zupelng o stalej krzywiznie k € (—o0, 0],
D C X - jej niepustym podzbiorem, natomiast T': D — D — odwzorowaniem
nieoddalajgcym. Wowczas T ma punkt staly wtedy i tylko wtedy, gdy znaj-
dziemy takie © € D, dla ktérego cigg iteracyjny Picarda (T"x) jest ograni-
czony 1 ponadto, istnieje dokiadnie jedno y € D, takie zZe

p(A((T"x)), y) = p(A((T"x)), D).

Whiosek 4.46. (/P02] Corollary 3.8.)

Niech X bedzie przestrzeniq geodezyjng zupelng o stalej krzywiznie k € (—o0, 0],
D C X - jej niepustym podzbiorem, natomiast T': D — D — odwzorowaniem
nieoddalajgcym. Wowczas T ma punkt staty w D wtedy @ tylko wtedy, gdy
mozemy znaleZ¢ x € D, dla ktorego ciqgg iteracyjny Picarda jest ograniczony

i ponadto, dla kazdego y € co{T™x : n > 0} istnieje dokladnie jedno p € D,
takie ze p(y, D) = p(y,p).

Jesli rozwazane odwzorowanie jest tylko asymptotycznie nieoddalajace,
nie mozemy oczekiwac, ze prawdziwe beda te same stwierdzenia jak dla przy-
padku odwzorowan nieoddalajacych. Dlatego tez chcieliémy raczej przyjrzeé
si¢ takim odwzorowaniom i zbada¢ jak zachowuja si¢ w tym przypadku ciagi
iteracyjne Picarda. Glownym rezultatem jaki dalo nam sie¢ uzyska¢ w tym
kierunku byto nastepujace stwierdzenie:

Twierdzenie 4.47. (/P02] Theorem 4.6)

Niech D bedzie niepustym podzbiorem H*, a T: D — D — odwzorowaniem
asymptotycznie nieoddalajgcym w Srednim sensie. Ponadto zalézimy, ze mo-
zemy znaleéé liczbe naturalng N, takg ze TV jest odwzorowaniem nieodda-
lagacym. Wowczas T ma punkt staly wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt
x € D, dla ktorego cigg iteracyjny Picarda (T"x) jest ograniczony i taki
y € D, ze zachodzi warunek:

p(A(s(z1, ... 20)),y) = p(A(s(z1, ..., 7)), D).
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W tym miejscu musimy wyjasni¢ kilka poje¢ pojawiajacych sie w powyz-
szym twierdzeniu. Dla dowolnej zupelnej przestrzeni CAT(0) i dowolnego
skonczonego zbioru punktow zq, xo, ..., x, istnieje dokladnie jeden punkt,
w ktorym funkcja

szifmm)

osiaga swoje minimum (zobacz [28]). W miejsce miary o skonczonym nosniku
mozemy rozwazy¢ dowolnag miare probabilistyczna pu, taks ze:

Mw:Af@wM@<w

dla pewnego (a zatem i dla wszystkich) y € X. Wéwczas réwniez istnieje
doktadnie jeden punkt b(p), w ktérym funkcja osiaga minimum, ktéry na-
zywamy $rodkiem ciezko$ci miary p (zobacz [5, Theorem 2.3.1]). Jednakze
w pracy [P02] postuzyliémy sie funkcja

o(y) = zn: cosh p(y, xy)

k=1

dla skonczonego zbioru punktéw xi,xs, ..., x,, ktora w przypadku naszych
rozwazan byla bardziej uzyteczna. Pokazalidémy, ze funkcja ta réwniez osigga
minimum doktadnie w jednym punkcie, ktéry nazwalismy srodkiem cigzkosci
skoficzonego zbioru x1, za, . . ., x, i oznaczyliémy s(z1, o, x . . ., z,). Ponadto,
jesli ciag (x,) jest ograniczony, to ciag $rodkéw ciezkosci (s(xy,...,2,))
tez jest ograniczony, zatem w przestrzeni CAT(0) centrum asymptotyczne
A(s(xq,...,xy,)) jest dobrze zdefiniowane (jest singletonem).

Warto zauwazy¢ dwie rzeczy. Po pierwsze zalozenie dotyczace przestrzeni
— mianowicie, ze jest rzeczywista kulg Hilberta wyposazona w metryke hiper-
boliczng, gdzie H = ¢* — mozna ostabi¢, przyjmujac, ze przestrzen ma staly
krzywizne réwng —1 i wlasno$¢ przedtuzania. Ponadto w tezie twierdzenia
pojawia centrum asymptotyczne ciggu $rodkow ciezko$ci zamiast centrum
asymptotycznego ciggu jak we wszystkich wczesniejszych wynikach. W ogél-
nym przypadku ciagu ograniczonego mozna znalez¢ wiele prostych przykta-
dow obrazujacych ze rozwazane centra asymptotyczne sg rozne i nie zachodzi
miedzy nimi zadna relacja nawet w przypadku ciagéw w R. Tymczasem po-
zostaje otwarte pytanie, czy taka sama sytuacja ma miejsce w przypadku,
gdy rozwazanym ciggiem jest cigg iteracyjny Picarda odwzorowania nieod-
dalajacego w przestrzeni nieskonczenie wymiarowej (i o stalej krzywiznie).
Zatem nie mozemy stwierdzi¢, czy Twierdzenie 4.47 w wersji dla odwzoro-
wan nieoddalajacych pokrywa si¢ z Wnioskiem 4.45.
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Na zakonczenie chciatabym podkredli¢, ze wszystkie otrzymane przez nas
wyniki pozostaja prawdziwe dla drzew metrycznych, na ktére mozemy spoj-
rzeé¢ jak na przestrzenie o staltej krzywiznie réwnej —oo. Ponadto zachodza
takze dla silnie ciggtych poétgrup kontrakeji zdefiniowanych na przestrzeniach
o statej krzywiznie jak zostalo to pokazane w Rozdziale 6 z pracy [P02]. Stad
tez pomine powtarzanie rozwazan dotyczace obu wymienionych przypadkéw.
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5 Omowienie pozostalych wynikéw naukowych

Lista pozostalych prac (nie uwzglednionych w monotematycz-
nym cyklu publikacji)

[PO6] B. Piatek, On the Sincov functional equation, Demonstr. Math. 38
(2005), 875-881.

[PO7] B. Piatek, On convex and *-concave multifunctions, Ann. Polon. Math.
86 (2005), 165-170.

[P08] B. Piatek, Some properties of convexr and x-concave multifunctions,
Ann. Acad. Paedagog. Crac. Stud. Math. 5 (2006), 77-86.

[P09] B. Piatek, Riemann integrability of a nowhere continuous multifunc-
tion, Ann. Acad. Paedagog. Crac. Stud. Math. 7 (2008), 5-13.

[P10] B. Piatek, Best approzimation of coincidence points in metric trees,
Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska Sect. A 62 (2008), 113-121.

[P11] B. Piatek, On the continuity of the integrable multifunctions, Opuscula
Math. 29 (2009), 81-88.

[P12] B. Piatek, On asymptotic cyclic contractions, Ann. Acad. Paedagog.
Crac. Stud. Math. 9 (2010), 79-86.

[P13] R. Espinola, A. Fernandez-Le6n, B. Piatek, Fized points of single- and
set-valued mappings in uniformly convex metric spaces with no metric
convezity, Fixed Point Theory Appl. 2010, art. no. 169837, 16 pp.

[P14] B. Piatek, On cyclic Meir-Keeler contractions in metric spaces, Non-
linear Anal. 74 (2011), 35-40.

[P15] B. Piatek, Halpern iteration in CAT (k) spaces, Acta Math. Sin. (Engl.
Ser.) 27 (2011), 635646.

[P16] B. Piatek, Viscosity iteration in CAT(k) spaces, Numer. Funct. Anal.
Optim. 34 (2013), 1245-1264.

[P17] R. Espinola, B. Piatek, Diversities, hyperconverxity and fixed points,
Nonlinear Anal. 95 (2014), 229-245.

[P18] B. Piatek, On the gluing of hyperconver metrics and diversities, Ann.
Univ. Paedagog. Crac. Stud. Math. 13 (2014), 65-76.
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[P19] G. Lépez-Acedo, B. Piatek, Characterization of compact geodesic spa-
ces, J. Math. Anal. Appl. 425 (2015), 748-757.

[P20] B. Piatek, A survey of the fized point property in CAT (k) spaces,
w Monograph on the occasion of 100th birthday anniversary of Zyg-
munt Zahorski, Ed. by Roman Wituta, Damian Stota, Waldemar Ho-
tubowski. Gliwice: Wydaw. Politechniki Slaskiej, 2015, 355-364.

[P21] G. Lépez-Acedo, B. Piatek, Some remarks on a characterization of
compactness by means of the fixed point property in geodesic spaces, J.
Nonlinear Convex Anal. 17 (2016), 1259-1263.

[P22] M. Adam, B. Piatek, M. Pleszczynski, B. Smolen, R. Wituta, Certain
inequalities connected with the golden ratio and the Fibonacci numbers,
J. Appl. Math. Comput. Mech. 15 (2016), 5-15.

[P23] M. Adam, B. Piatek, M. Pleszczyniski, B. Smolen, R. Wituta, On values
of the psi function, J. Appl. Math. Comput. Mech. 16 (2017), 7-18.

[P24] E. Hetmaniok, B. Piatek, R. Witula, Binomials transformation formu-
lae for scaled Fibonacci numbers, Open Math. 15 (2017), 477-485.

[P25] G. Lépez-Acedo, A. Nicolae, B. Piatek, “Lion-man” and the fized point
property, w recenzji.

[P26] B. Piatek, A. Samulewicz, Gluing Busemann spaces, w Selected pro-
blems on experimental mathematics, Ed. by Roman Wituta, Beata
Bajorska-Harapinska, Edyta Hetmaniok, Damian Stota, Tomasz Tra-
winiski. Gliwice: Wydaw. Politechniki Slaskiej, 2017, 129-148.

[P27] E. Hetmaniok, B. Piatek, M. Pleszczynski, R. Witula, Identities for
the inverses of central binomial coefficients, w Selected problems on
experimental mathematics, Ed. by Roman Wituta, Beata Bajorska-
Harapinska, Edyta Hetmaniok, Damian Stota, Tomasz Trawinski. Gli-
wice: Wydaw. Politechniki Slaskiej, 2017, 219-231.

[P28] B. Piatek, On the geometry and fixed point free mappings in hyperbolic
spaces, J. Fixed Point Theory Appl., przyjeta do druku.

Przejde teraz do oméwienia pozostatych prac, ktore nie znalazty si¢ w gtow-
nym osiggnieciu naukowym. Przy czym bardziej szczegbétowo skupie sie tylko
na najistotniejszych i tematycznie poswigconych przestrzeniom geodezyjnym.
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5.1 Aproksymacja punktow stalych w przestrzeniach z krzywizng
ograniczong z gory przez liczbe dodatniag

Prace [P15] oraz [P16] po$wiecitam problemowi aproksymacji punktéw
statych odwzorowan nieoddalajacych T, ktore zostaly okreslone w zupetnej
przestrzeni CAT (k) (niekoniecznie ograniczonej) X z dodatnim parametrem
K.

Warto przy tym podkreslié, ze praca [P15] byla pierwsza praca, w ktérej
autor pokusit sie o analize problemu znajdowania punktéw statych odwzoro-
wan nieoddalajacych w przypadku, gdy dziedzing jest przestrzen o krzywiz-
nie ograniczonej liczbg dodatnia, w ktérym to przypadku nie mozemy wyko-
rzysta¢ standardowych narzedzi stosowanych na przyktad w przestrzeniach
Banacha lub przestrzeniach W-hiperbolicznych. W ostatnich latach zaintere-
sowanie tg tematyka wyraznie wzrosto, co mozna odnotowaé analizujac m.in.
zastosowanie wynikéw z pracy [P15] do badan nad efektywna regularnoscia
aproksymacji autorstwa U. Kohlenbacha, L. Leusteana i A. Nicolae (zobacz
na przyktad [45, Theorem 3.1] oraz [37]).

We wspomnianej pracy [P15] zaproponowatam rozwiazanie problemu przy
wykorzystaniu procedury iteracyjnej Halperna (wprowadzonej przez B. Hal-
perna w pracy [26]) w postaci:

Tpr1 = tpxp + (1 —t,) Ty, (5.1)
gdzie ciag liczb rzeczywistych (t,) spelnia nastepujace warunki:
(i) t, € (0,1) and t, — 0;
(ii) Y tn = oo;
(iil) ¥ |tne1 — tn] < 00.
Gloéwny wynik mojej pracy przedstawia ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 5.1. (/P15] Theorem 4.2)
Niech k bedzie dowolng liczbg dodatniq, X — zupelng przestrzeniq CAT(k),
natomiast T: X — X — odwzorowaniem nieoddalajgcym, takim zZe Fix(T) #
0. Jesli (t,) jest ciggiem spelniajgcym warunki (i)-(iii), to dla dowolnego
zo € X, dla ktorego p(xo, Fiz(T)) < 7=, cigg (xn), zdefiniowany wzorem
(5.1), jest zbieiny do punktu stalego poloZonego najblizej .

Dow6d powyzszego wyniku opieral sie na nastepujacym rozumowaniu.
Niech ¢ bedzie obrazem rzutowania punktu zy € X na zbiér punktow sta-

tych odwzorowania T'. Zauwazmy w tym miejscu, ze skoro rozwazana prze-
strzen nie jest przestrzenia CAT(0), nie mozemy korzystaé¢ z punktu (iii)
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Stwierdzenia 4.2. Zatem istnienie i jedynos¢ punktu ¢ wynika z faktu, ze
domkniete i wypukte podzbiory przestrzeni CAT(1) o wystarczajaco matej
srednicy sg jednostajnie wypuklymi przestrzeniami geodezyjnymi. Stad dla
kazdego t € (0,1) odwzorowanie T}: B (q, ﬁ) — B (q, ﬁ) zdefiniowane
wzorem Ty (x) = txg+ (1 —1)T () jest kontrakcja, a ciag (z;) punktéw statych
z = Tyz jest zbiezny do ¢ dla t — 01 (zobacz [P15, Theorem 3.5]). Jedno-
czes$nie przy tych samych zatozeniach co w Twierdzeniu 5.1 mozna wykazac,
ze ciag (z,) spetnia warunek p(z,,Tz,) — 0. Korzystajac z tych dwoch
wynikow, wykazatam prawdziwosé tezy Twierdzenia 5.1.

Warto podkresli¢, ze w dowodzie gtéwnego wyniku pokazatam kilka wta-
snosci geometrii sferycznej, ktére nastepnie byty wykorzystane przez innych
autorow do rozwigzania podobnych problemoéow dla réznych typéw iteracji
(zobacz lematy 3.2 oraz 3.3 in [P15]).

Prace [P16] poswiecitam takze aproksymacji punktow statych odwzoro-
wan nieoddalajacych w tej samej klasie przestrzeni, jednakze z zastosowa-
niem dwu-krokowej modyfikacji algorytmu iteracyjnego viscosity zapropono-
wanego pierwotnie przez A. Moudafiego w pracy [47]:

Tpr1 = tof(zn) + (1 —t,)Txy, (5.2)

gdzie f jest kontrakcja zdefiniowang na podzbiorze X. W przypadku prze-
strzeni CAT(1) musiatam narzucié¢ silniejsze zalozenia na funkcje f — powro6-
cimy do tego zagadnienia w dalszej czesci naszych rozwazan.

Zatézmy, ze dwa ciagi rzeczywiste (b,) i (f,) spelniaja nastepujace wa-
runki:

(i) by, t, € (0,1) dlan € N;

(i) 0 < lim inf b, < limsupb, < 1;

n—oo

(iii) lim ¢, = 0;

(iv) § t, = oo lub réwnowaznie lo_o[ (1—-t,) =0.
n=1 n=1

Korzystajac z nich w pracy [P16] wykazatam:

Twierdzenie 5.2. ([P16] Theorem 4.2)

Niech C bedzie zupelng przestrzeniq (k), gdzie k > 0, ktéra ma wilasnosé N
i Srednice mniejszq niz Dy /2. Ponadto niech T: C — C' bedzie odwzorowa-
niem nieoddalajgcym z FixT # 0, a f: C — C bedzie k-kontrakcjq, gdzie

2 sin? % cos M

e (5.3)
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Zalozmy takze, Ze p(p, f(p)) < M/4\/k dla wszystkich p € FixT, gdzie
M € (0,7/2). Wowczas istnieje doktadnie jeden punkt g € FixT, dla ktérego
prawdziwy jest warunek

Prior(f(q)) = q- (5.4)

Ponadto dla dowolnego u € X, takiego ze

plu,q) < M/4v/k

i dowolnej pary ciggow rzeczywistych (b,) @ (t,) spetniajgcych (i)-(iv), cigg
iteracyjny zdefiniowany wzorem

T = u,

jest zbiezny do punktu q, ktéry spetniat warunek (5.4).

Zauwazmy, ze w powyzszym twierdzeniu zalozytam, ze rozwazana prze-
strzen X ma tak zwang wtasno$¢ N (the property of nice projection). O ile
jest mi wiadomo, do tej pory nie ukazala sie¢ zadna praca (pomijajac kilka
zawierajacych powazne bledy) dotyczaca aproksymacji ciggami iteracyjnymi
opartymi na procedurze Moudafiego w przestrzeniach CAT (k) z dodatnim pa-
rametrem x, w ktorej autorzy nie zaktadaliby, ze przestrzen ma wtasnos¢ N.

Definicja 5.3.

Méwimy, ze przestrzen CAT(k): X ma wlasno$é N, jesli spelniony jest wa-
runek:

Niech C' C X bedzie dowolnym domknietym i D,-wypuklym zbiorem. Dla
dowolnych punktow xq, x5 € X, takich ze p(z;, C) < %, i dla dowolnego o €
(0,1) z réwnosci Po(z1) = Po(x2) = P wynika, ze Po(az; + (1 — a)zy) = P.

Jako wniosek otrzymujemy, ze jesli wtasnodci N zachodzi, to Py (ax, +
(1 — a)zy) € [Py (1), Pap(r2)] dla dowolnego odcinka geodezyjnego [a, b].
Wtasno$¢ N zostala wprowadzona niedawno w pracy [17], gdzie autorzy
wskazali zwiazki z innymi wlasno$ciami przestrzeni CAT(k), nie podali jed-
nak zadnego przyktadu ilustrujacego, czy warunek ten zachodzi w dowolne;j
przestrzeni CAT (k) (patrz Question w [17]). Pierwszy taki przyklad zostat
zaproponowany przeze mnie w pracy [P16]:

Przyklad 5.4. ([P16] Example 5.1)
Rozwazmy dwa trojkaty plaskie w przestrzeni E3

A=(-1,0,4); B=(1,0,4);C = (0,0,0)
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oraz

C = (0,0,0): D = (0,0,4): E — (0, 37 1).

8 '8
Odlegtosé w przestrzeni X = A(A, B,C) U A(C, D, E) zdefiniujmy jako
dhugos¢ najkrotszej drogi taczacej dwa punkty w X. Otrzymana przestrzen
jest przestrzeniag CAT(0), poniewaz jest sklejeniem dwoch domknietych i wy-
puklych podzbioréw E?, a zatem mozna zastosowaé do nich Twierdzenie 4.3
(o sklejaniu przestrzeni CAT(0)).
Wykazemy, ze

Beo.g(D) = Pe.x @A + ;B> ¢ |Pem(A), Pem(B)].  (5.6)

1 1 3vT 1
Rzutowaniem punktu D jest punkt F' = 50 + §E = (0, 1\2_, 16)’

poniewaz Zp(D, E) = g Obliczmy teraz

d(A,C) = VT3 = ?

d(A,F)Z\l<3\/—+1> + ——4 \/m \/F

Z symetrii otrzymujemy P g(A) = Po g (B) # F, co konczy dowdd (5.6).

oraz

Narzedziem, ktére odegrato zasadnicza role w dowodzie Twierdzenia 5.2,
byta funkcja h, ktorg opartam w pewnym stopniu na cosinusie quadrilate-
ralnym (quadrilateral cosine) wprowadzonym przez 1. Berga i I. Nikolaeva
w pracy [9].

Zatézmy, ze X jest przestrzenia CAT(1). Zdefiniujmy funkcje h wzorem

cos p(A, C) + cos p(B, D) — cos p(A, D) — cos p(B, C)

h(A,B;C, D) = p(A, B)p(C, D)

dla dowolnych punktow A, B,C, D € X speliajgcych warunki

x,ye{lal%},(C,D} plx,y) <m/2 oraz A+# B, C#D.

Analiza wtasnosci funkcji h pozwolita mi otrzymaé oszacowanie podobne do
wyniku otrzymanego przez Berga oraz Nikolaeva (zobacz prace [9]) odnosnie
cosinusa quadrilateralnego.
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Lemat 5.5. ([P16] Lemma 3.10)
Niech X bedzie przestrzeniq CAT(1). Wowczas dla dowolnych punktow A, B,
C, D przestrzeni X, takich e A # B, C # D oraz max, yeqa,p,c,n} P(2,y) <

3 zachodzi nieréwnosc:

Ih(A,B;C,D)| < 1

Zauwazmy, ze mozemy dosta¢ analogiczny do Twierdzenia 5.2 wynik dla
przestrzeni CAT(0). Mianowicie:

Twierdzenie 5.6. (Theorem 4.3 [P16]).

Niech C bedzie zupelng przestrzeniq CAT(0), ktéra ma wlasno$é N, natomiast
T:C — C - odwzorowaniem nieoddalajgcym z Fix(T) # 0. Zaldzmy, ze
f: C — C jest k-kontrakcjq, gdzie k < % Wowczas istnieje doktadnie jeden
punt staly q, ale ktorego zachodzi warunek (5.4).

Ponadto dla dowolnego u € C' oraz pary ciggow (b,) i (t,) spetniajgcych
warunki (1)—(iv), cigg iteracyjny zdefiniowany wzorem (5.5) dqgzy do q.

W przypadku, gdy rozwazamy przestrzen CAT(0), zadne oszacowania
odlegtosci nie sa konieczne i zaktadamy tylko, ze

1
k< —. .
<2 (5.7)

Moze wydawaé sie nieco sztuczne, ze ostatni rezultat nie zachodzi dla do-
wolnej kontrakcji. Powodem, dla ktérego narzucamy ograniczenie (5.7), jest
fakt, ze w miejsce standardowych metod dla przypadku przestrzeni liniowych
stosujemy funkcje h wywodzaca sie bezposrednio z geometrii sferycznej.

Na zakonczenie naszych rozwazan chciatabym powréci¢ do zatozen na-
lozonych na stalg k w przypadku przestrzeni CAT (k). Zalozenie to wynika
bezposrednio z faktu, ze rozwazane w dowodzie zlozenie odwzorowan mu-
siato spetnia¢ warunek kontrakcji, przy czym jedno z tych odwzorowan byto
rzutowaniem na zbiér punktow statych. Zatem w przeciwienstwie do przy-
padku przestrzeni CAT(0) rzutowanie na domkniety, wypukty i ograniczony
podzbiér C' przestrzeni CAT(1) nie zawsze jest odwzorowaniem nieoddalaja-
cym. Mozemy nawet precyzyjnie okresli¢, ze rzutowanie to spetnia warunek
Lipschitza ze stala L zalezng od $rednicy zbioru C' i wyrazajaca sie wzorem

B M
~ 2arcsin(sin(M/2) cos(M))’

L

gdzie M < 7/2 jest wspomniang srednica. Doktadne oszacowanie wartosci L
mojego autorstwa zostato na prosbe G. Lépeza-Acedo zawarte w jego pracy
(zobacz [2, Proposition 3.4.]).
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5.2 Wtlasnos$é punktow stalych dla odwzorowan cigglych

Roéwnolegle do problemu istnienia punktéw statych dla odwzorowan nie-
oddalajacych pracowatam nad podobnym problemem dotyczacym odwzoro-
wan ciggtych okreslonych na przestrzeniach geodezyjnych. Rozwazania roz-
pocznijmy od dobrze znanego wyniku Klee z roku 1955:

Twierdzenie 5.7. ([34] Theorem 2.3)
Dla zbioru wypuktego K lokalnie wypukiej metryzowalnej przestrzeni lintowej
E ponizsze warunki sq rownowazne:

(a) K jest zbiorem zwartym;
(B) K ma wlasno$é punktu stalego;

(v) Zaden relatywnie domkniety podzbior K nie jest promieniem topologicz-
nym.

Przypomnijmy, ze promieniem topologicznym nazywamy obraz zanurze-
nia izomorficznego c: [0, 00) — X i moze on zosta¢ zdefiniowany w dowolnej
przestrzeni topologiczne;j.

Zatem naturalne pytanie jakie nasuwa si¢ w tym momencie to jak daleko
powyzszy wynik zwigzany jest z geometria przestrzeni. Innymi stowy, py-
tamy, czy mozna udowodnié¢ jakikolwiek odpowiednik powyzszego twierdze-
nia w przypadku przestrzeni nieliniowych. Nasze wyniki otrzymane we wspot-
pracy z Genaro Lopez-Acedo byty zainspirowane dwiema pracami: pierwsza,
ktérej autorami byli D. Ariza-Ruiz, C. Li, G. Lopez-Acedo [4] oraz druga,
ktérej autorami byli C. P. Niculescu oraz I. Roventa [49]. Wyniki zawarte we
wspomnianych pracach mozemy uja¢ w nastepujacym stwierdzeniu:

Twierdzenie 5.8. (zobacz [{, Theorem 16] oraz [49, Theorem 1.3])

Niech (X, d) bedzie jednoznacznie geodezyjng przestrzeniq, ktéra ma wlasnosé
(P) oraz ktorej wszystkie kule sq zbiorami wypukiymi. Ponadto, niech K be-
dzie niepustym domknigtym i wypuklym podzbiorem (X,d). Wowczas kazde
odwzorowanie ciggle, ktorego obraz T(K) jest zbiorem zwartym ma punkt
staty w K.

Wtasnosé (P), ktéra zaktadamy w twierdzeniu ma znaczenie czysto geo-
metryczne i oznacza, ze:

limsupd((1 —t)z 4+ ty, (1 —t)x +tz: t € [0,1],2,y,2 € X,d(y,z) <e&)=0.
e\.0

Wszystkie rozwazane do tej pory przestrzenie mialty te wtasnos¢é. Ponadto,
zamiast zwartosci obrazu odwzorowania 1" mozemy rozwazac zwartos¢ zbioru
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K, co prowadzi do pytania czy w tym wypadku dla przestrzeni o tych samych
wlasnosciach jak w Twierdzeniu 5.8 lub nawet przestrzeti CAT () (z dowol-
nym parametrem x € R) wlasno$¢ punktu statego dla odwzorowan ciagtych
jest réwnowazna zwarto$ci dziedziny K. Niezbyt skomplikowany przyktad
drzew metrycznych dowodzi, ze generalnie nie jest to prawda. 7Z racji, ze
drzewa metryczne mozemy traktowacé jako przestrzenie o statej krzywiznie
rownej —oo pozostaje otwarte pytanie czy ograniczenie krzywizny z dotu
moze zmieni¢ wynik. Pozytywna odpowiedz na to pytanie zostata przedsta-
wiona w pracy [P19]. Wykazaliémy mianowicie:

Twierdzenie 5.9. ([P19] Theorem 10)

Niech X bedzie zupelng przestrzeniq jednoznacznie geodezying, ktorej krzywi-
zna jest ograniczona z dotu, ktéra ma wlasnosé (P) i ktorej wszystkie kule sq
zbiorami wypuktymi. Wowczas ponizsze warunki sg rownowazne:

a) X jest zbiorem zwartym;
b) X nie zawiera domknietego promienia topologicznego;
c) X ma wlasnosé punktu stalego dla odwzorowari cigglych.

W tej samej pracy podaliémy przyktad niezwartej przestrzeni CAT(0)
o krzywiznie nieograniczonej z dotu, ale ktora miata wtasnosé punktu statego
dla odwzorowan ciagtych. Ponadto zaden podzbiér tej przestrzeni nie byt
izometryczny z tripoidem.

W pracy [P21] zainspirowanej owocna dyskusja podczas konferencji the
11th International Conference of Fixed Point Theory and Applications za-
uwazylismy, ze jesli rozwazana przestrzen jest lokalnie zwarta i jednoznacznie
geodezyjna, to wlasnosé (P) zachodzi automatycznie i wszystkie podzbiory
zwarte 1 lokalnie wypukle maja wlasno$é punktu statego (zobacz [P21, Co-
rollary 2.10]). Dalsze badania pozwolity nam otrzymac¢ pelna geometryczna
charakterystyke zbioréw majacych wtasno$¢ punktu statego dla odwzorowan
ciagtych w przypadku przestrzeni lokalnie zwartych w nastepujacej postaci:

Twierdzenie 5.10. ([P25] Theorem 4)

Niech (X,d) bedzie zupelng jednoznacznie geodezyjng, lokalnie zwartg prze-
strzenig 1 A C X bedzie zbiorem niepustym, domknietym 1 wypuktym. Wow-
czas A ma wlasnosé punktu statego dla odwzorowan cigglych wtedy i tylko
wtedy, gdy jest zbiorem zwartym.

5.3 Robznorodnosé i hiperwypuklosé przestrzeni

W pracach [P17] i [P18] skupiliémy si¢ na wprowadzonej ostatnio koncep-
c¢ji réznorodnosci oraz uogodlnieniu przestrzeni hiperwypuktych na przypadek
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przestrzeni, w ktorej zdefiniowano wtasnie réznorodnosé w miejsce odlegltosci
punktéw. Musimy zatem rozpoczaé¢ od wprowadzenia pojeé i oznaczen, ktore
beda uzyte w dalszej czesci.

Definicja 5.11. ([19] Definition 2.5)

Przestrzen metryczna (X, d) jest hiperwypukla, jesli dla dowolnej rodziny
punktow {z, taer z X irodziny liczb rzeczywistych dodatnich {r, },es, takich
ze d(xy,x3) < T4 + 13, zachodzi warunek

() B(za,ra) # 0. (5.8)

ael

Kazda przestrzen hiperwypukta jest geodezyjna, cho¢ niekoniecznie jed-
noznacznie geodezyjna. Wiadomo nawet wiecej. Mianowicie kazda przestrzen
hiperwpukta, ktéra jest jednoznacznie geodezyjna musi by¢ drzewem me-
trycznym (zobacz [29]). Ponadto dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d)
mozemy rozwaza¢ otoczke hiperwypukta, ktéra jest najmniejsza przestrzenia
hiperwypukty zawierajaca izometryczng kopie X. Koncepcja ta zostata wpro-
wadzona przez N. Aronszajna i P. Panitchpakdiego w latach pieédziesiatych
(zobacz [19]).

Zainspirowani biologicznymi aspektami réznorodnosci genetycznej i eko-
logicznej D. Bryanta i P. F. Tuppera w swojej pracy [12] wprowadzili mate-
matyczne pojecie réznorodnosci, czyli klasy przestrzeni, w ktérych w miejsce
odlegtosci dwoch punktéw rozwaza si¢ réznorodnosé zbioréw skonczonych.
Nastepnie w tej klasie przestrzeni badali istnienie otoczki hiperwypukte;j.

Definicja 5.12. ([12] Definition 2.8)

Niech X bedzie zbiorem niepustym i oznaczmy przez (X) wszystkie skon-
czone podzbiory X, wéwczas réznorodnoscia nazywamy pare (X,d), gdzie
d: (X) — R speia nastepujace warunki:

1. 6(A) > 0 oraz 0(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |A| = 1, gdzie |A]
oznacza moc zbioru A.

2. Jesli B# 0, to s(AUC) <d(AUB)+§(BUC).

Nietrudno zobaczy¢, ze dowolna przestrzen metryczna (X, p) moze byé
traktowana jako réznorodnosé, gdzie

5(A) = diam(A), A€ (X) (5.9)

i jednoczesnie kazda réznorodnos¢ jest przestrzenia metryczng, w ktorej od-
legtosé jest zdefiniowana wzorem

d(z,y) = o({z,y}). (5.10)
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Takze pojecie przestrzeni hiperwypuklej mozna uogdlni¢ na przypadek
roznorodnosci w nastepujacy sposob:

Definicja 5.13. ([12] Definition 2.12)
Réznorodnosé (A4, d) jest hiperwypukta, jesli dla dowolnej funkeji 7: (X) —
R, takiej ze r(0)) = 0 oraz

5<U A><ZT(A),

AcA AcA

dla wszystkich skoniczonych A C (X)), istnieje punkt z € X, taki ze §({z} U
Y) < r(Y) dla wszystkich skonczonych podzbioréow Y C X.

W pracy [P17] napisanej wspolnie z Rafaelem Espinola skupiliémy sie
na dwoch problemach. Pierwszym byt zwigzek miedzy hiperwypuktoscig roz-
norodnosci a hiperwypukloscig przestrzeni metrycznej. W przedstawionym
przez nas przykladzie (Example 3.1 w pracy [P17]) réznorodnosé (X, §) byta
hiperwypukla (w sensie Definicji 5.13), a jednoczesnie przestrzen metryczna
(X, d), w ktorej odlegtosé zdefiniowano wzorem (5.10), nie byta hiperwypukta
(w sensie Definicji 5.11). WykazaliSmy jednak nastepujaca zaleznosé:

Stwierdzenie 5.14. ([P17] Proposition 3.3)
Niech (X, 0) bedzie réznorodnoscig hiperwypukiq, a d — metrykq indukowang
w X. Jesli dla dowolnego A = {x1,...,x,} € (X) zachodzi warunek

(A =1)-0(A) < > d(wi, ),

1<i<j<n
to przestrzen metryczna (X, d) jest hiperwypukia.

Kolejnym problemem, na ktérym skupiliSmy sie w pracy [P17] byta wla-
snos¢ punktu statego dla odwzorowan nieoddalajacych okreslonych na rézno-
rodnosciach. Warto podkresli¢, ze poczatkowo rozwazaliémy odwzorowania,
ktorych dziedzina byta ograniczona wzgledem metryki indukowanej. Wynik
Twierdzenia 3.11 z [P17] pokazuje jednak, ze mozemy znalezé réznorodnosé
hiperwypukty z ograniczong metryka indukowana i okreslone na niej odwzo-
rowanie nieoddalajace, ktore nie ma punktéw statych. Zatem w miejsce 16z-
norodno$ci z ograniczong metryka indukowana rozwazaliémy réznorodnosci,
na ktoére natozono bardziej adekwatne zalozenie. Powiemy mianowicie, ze
réznorodno$é (X, 9) jest ograniczona jesli istnieje dodatnia liczba M, taka
ze dla kazdego skonczonego zbioru A C X zachodzi warunek §(A) < M.
Wowcezas prawdziwe jest nastepujgce stwierdzenie:
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Twierdzenie 5.15. ([P17] Theorem 4.2)

Niech (X, 0) bedzie réznorodnoscig hiperwypuklq i ograniczong z metrykq in-
dukowang d. Wowczas kazde odwzorowanie nieoddalajgce T: (X, d) — (X, d)
ma punkt staty w X.

Na ostatnie twierdzenie mozemy spojrze¢ jako na rozszerzenie wyniku
J. B. Baillona dotyczacego istnienia punktéw statych odwzorowan nieod-
dalajacych zdefiniowanych na ograniczonych przestrzeniach hiperwypuktych
(zobacz [6, Theorem 5]). Wynika to z faktu, ze kazda metryczna przestrzen
hiperwypukta jest tez hiperwypukta jako réznorodnosé z funkcjg 6 zdefinio-
wana wzorem (5.9) (dowdd tego faktu wykazaliSmy w Lemacie 4.2 w pracy
12)).

Podczas badan nad hiperwypuktoscig réznorodnosci natrafiliémy na pro-
blem budowania nowych réznorodnosci poprzez sklejanie innych. Blizej tg
tematyka zajetam sie w pracy [P18], w ktérej udowodnitam miedzy innymi,
kiedy sklejanie dwoch roznorodnosci zachowa te sama strukture — bedzie tez
roznorodnoscig z funkcja o zdefiniowang nastepujaco:

Stwierdzenie 5.16. ([P18] Proposition 2.1)
Niech X 1Y bedg dwoma zbiorami, takimi ze XNY = {0}, a (X, dx) i (Y, dy)
sq roznorodnosciami. Wowczas (X UY,0) jest réznorodnoscig, gdzie

0(A) = x((ANX)U{f}) +oy((ANY)U{6}),
ANXNA{0}) #0, An(Y\{6}) #0

oraz 6(A) = 0x(A) (badZ 6(A) = 6y(A)) odpowiednio dla A C X (badZ
ACY).

Wowcezas otrzymujemy nastepujacy wynik:

Twierdzenie 5.17. ([P18] Theorem 2.2)

Niech (X,0) i (Y, ) bedg dwiema réznorodnosciami hiperwypukiymi, dla kto-
rych X NY = {6}. Wowczas (X UY,0), gdzie § zdefiniowano wzorem ze
Stwierdzenia 5.16, jest réznorodnoscig hiperwypuktq.

Ostatnio badania dotyczace sklejania hiperwypuktych przestrzeni me-
trycznych oraz hiperwypuktych réznorodnosci kontynuuja miedzy innymi
B. Miesch oraz M. Borkowski.

5.4 Pozostale prace
Prace [P06] — [P09] oraz [P11] dotyczyty tematyki mojej pracy doktorskie;

i byly poswiecone funkcjom wielowartosciowym. W szczegblnos$ci w pracach
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tych analizowatam warunki przy jakich multifunkcje, ktorych wartosciami sg
domkniete wypukte i ograniczone podzbiory przestrzeni Banacha, sg catko-
walne w sensie Riemanna. Ponadto badatam zwiazki catkowalno$ci w tym
sensie z istnieniem pochodnej Hukuhary oraz catkowalnoscia w sensie Au-
manna. Prace [P06] — [P08] zostaly opublikowane przed obrona mojego dok-
toratu.

Praca [P10] byta moja pierwsza praca poswiecona tematyce przestrzeni
geodezyjnych. Badatam w niej istnienie punktow statych ztozen multifunkeji
okreslonych na drzewach metrycznych i uogélnitam wspomniany juz wynik
W. A. Kirka (zobacz Twierdzenie 4.9).

Kolejna praca — [P13] — napisana we wspOlpracy z Rafaelem Espinola
i Aurorg Fernandez-Ledn dotyczyla istnienia punktéw stalych dla réznych
typow odwzorowan asymptotycznie nieoddalajacych okreslonych na jedno-
stajnie wypukltych przestrzeniach geodezyjnych.

Prace [P12] i [P14] dotyczyly kontrakeji cyklicznych. Zatézmy, ze A, B sa
dwoma podzbiorami przestrzeni metrycznej, a odwzorowanie T: AU B —
AU B spehia warunki T'(A) C B i T(B) C A. Rozwazamy, czy istnieje para
(x0,Y0) € A X B, taka ze d(zo,y0) = inf{d(z,y) : = € A,y € B}. W pracy
[P12] skupitam sie na asymptotycznych kontrakcjach cyklicznych, natomiast
w pracy [P14] — na kontrakcjach cyklicznych typu Meir-Keelera. W pracy
[P14] podatam miedzy innymi przyktad pary zbioréw, ktéra miata tak zwana
wtlasnos¢ WUC ale nie spetniata silniejszej wtasnosci UC, co dawato odpo-
wiedZ na pytanie z pracy [18]. Ponadto pokazalam, ze w przeciwienistwie do
kontrakeji cyklicznych (zobacz [18]) para zbioréw moze mie¢ wlasnos¢ WUC,
ale niekoniecznie dla kazdej kontrakcji cyklicznej typu Meir—Keelera istnieje
para punktéw najlepiej aproksymujaca (poréwnaj z [61]).

Praca [P26] dotyczyla sklejania przestrzeni wypuklych w sensie Buse-
manna, bardziej szczegdtowo rzecz ujmujac, we wspodtpracy z Alicja Samu-
lewicz badatysmy przy jakich dodatkowych zatozeniach sklejenie przestrzeni
wypuktych w sensie Busemanna daje przestrzen nalezaca do tej samej klasy.
O wynikach z tej pracy wspominaliémy juz na stronie 10, gdzie omawialiSmy
sklejanie przestrzeni geodezyjnych.

Praca [P28] poswiecona byla problemowi metryzowalnosci brzegu geode-
zyjnego przestrzeni wypuktej w sensie Busemanna wyposazonego w topologie
stozkows.

Praca [P20] byta praca przegladowa, w ktérej skupitam sie na najnow-
szych wynikach dotyczacych wlasnosci punktu statego w przestrzeniach
CAT(0).

Jednoczesnie bytam cztonkiem grupy badawczej pod kierunkiem Romana
Wituty, w ramach ktoérej badaliSmy wtasnosci ciagow i szeregdéw rzeczywi-
stych, ze szczegdlnym uwzglednieniem ciagéw liczb Fibonacciego i Lucasa,
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a takze centralnych wspétczynnikow dwumianowych. Wyniki naszych badan
ukazaly si¢ miedzy innymi w pracach [P22] — [P24] oraz [P27].
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