Twierdzenia graniczne dla ruchéw w polach losowych

Streszczenie

Motywacja

Niniejsza praca dotyczy problematyki ruchéw w niescisliwych polach losowych. Tego typu za-
gadnienie, opisuje np. transport substancji w turbulentnym ptynie. Przeptyw ten bywa bardzo
skomplikowany i nieregularny. Stopien jego komplikacji charakteryzuje liczba Reynoldsa Re :=
ul /v, gdzie u jest charakterystyczna predkoscia ptynu, [ jest typowym wymiarem liniowym
zagadnienia, a v jest jego lepkoscia kinetyczng. Ruch turbulentny, przy dostatecznie duzych
wartosciach liczby Reynoldsa, charakteryzuje si¢ w kazdym punkcie przeptywu, nieregularnymi,
nieuporzadkowanymi zmianami predkosci w czasie. Transport substancji w turbulentnym
przeptywie moze prowadzi¢ do tzw. zjawiska turbulentnej dyfuzji, t.j. dyfuzji wywotanej przez
skomplikowang nature adwekcji w turbulentnym przeptywie ptynu. Pojecie turbulentnej dy-
fuzji zostalo wprowadzone, na poczatku lat 20-tych XX wieku, przez G.I. Taylora w [19]. Za-
chodzenie takiego zjawiska w dostatecznie skomplikowanym uktadzie dynamicznym zostato
sformutowane jako hipoteza przez V.I. Arnolda [1]. Tto fizyczne tego zagadnienia mozna
znalez¢ w monografii Frischa [6].

W transporcie dyfuzyjnym sredniokwadratowe przemieszczenie substancji jest proporcjon-
alne do czasu. Ta zasada nazywa si¢ prawem Ficka ([6]). R. Kraichnan [13] przypuszczal, ze
przyblizenie dyfuzyjne jest wlasciwe, w wymiarze d > 3 przy dostatecznie duzym mieszaniu,
nawet dla niedcisliwych pdél losowych o sredniej réwnej 0, ktore nie zaleza od czasu. W drugiej
czesci swojej hipotezy przypuszczal, ze aproksymacja dyfuzyjna nie zachodzi dla d = 2 ze
wzgledu na ograniczenie topologiczne spowodowane wymiarem.

Poniewaz turbulentny transport jest przeptywem wysoce nieregularnym o duzej zmien-
nosci, to naturalnym modelem matematycznym, ktory jest wykorzystywany do badania tego
zjawiska sa losowe pola wektorowe. Transport opisany jest wtedy odpowiednim réwnaniem

rozniczkowym zwyczajnym z losows prawa strona.



Model pasywnego trasera

Najprostszym sformutowaniem problemu turbulentnej dyfuzji w zagadnieniu turbulentnego

transportu jest model pasywnego trasera. Model ten jest opisany nastepujacym rownaniem

ax(t) _
S = V(LX(), e mbR.

(1)

gdzie V : RM*9xQ — R? jest pewnym rzeczywistym, dostatecznie regularnym, d—wymiarowym
polem losowym nad przestrzenig probabilistyczna (€2, F,P). Jest to klasyczny model hydrody-
namiki statystycznej, patrz np. [15]. Jego interpretacja fizyczna jest ruch czastki zanieczyszczenia
unoszonej przez turbulentny przeptyw. Czastka ta jest nazywana traserem. Proces { X (¢), t >
0} modeluje jego trajektorie. W hydrodynamice badajac model pasywnego trasera zaklada

sie zwykle niedcisliwo$é pola, t.j.

d
Ve V(tz) =) V,Vi(t,x)=0, (t,z)cR"™ (2)

j=1
Jednymi z podstawowych pytan dotyczacych asymptotyki trasera, przy t — oo, jest py-
tanie czy trajektoria spetnia prawo wielkich liczb (PWL), a fluktuacje wokodt éredniej centralne
twierdzenia graniczne (CTG). Prawo wielkich liczb méwi, Ze istnieje deterministyczny wektor
v, € R? (nazywany dryfem Stokesa), taki, ze X (t)/t — v, przy t — +o0o. W przypadku, gdy
mozna pokazaé PWL to nastepnie pytamy sie czy zachodzi CTG, tzn. czy (X (t) —v.t)/v/ jest
zbiezny wedlug rozkladu, gdy ¢t — +o0, do wektora normalnego N (0, k). Macierz kowariancji

K = [Kijlij=1, 4 jest nazywana turbulentng dyfuzyjnoscig trasera.

Omoéwienie niektérych wynikéw w literaturze

W przypadku, gdy pole {V(¢,z),(t,z) € R')} jest stacjonarne po czasie i przestrzeni,
catkowalne tzn. E|V(0,0)| < +o0, oraz gdy zachodzi (2), to proces {V (¢, X(t)), t > 0} jest
stacjonarny ([17]). Z twierdzenia ergodycznego (patrz [14]) wiemy, ze zachodzi zbieznosé
1 t

tlim — [ V(s,X(s))ds =E[V(0,0)|Viny], p.n. oraz w L', (3)
gdzie Vi, jest o-ciatem zbioréw niezmienniczych wzgledem przesuniec Sciezki. W przypadku,
gdy proces {V (t, X (t)), t > 0} jest ergodyczny, (wtedy Vi, sktada sie ze zbioréw trywialnych).
Prawa strona (3) wynosi E[V(0, 0)].



Jedli chodzi o CTG, to w pracach [5, 3, 12] pokazano, ze jesli stacjonarne pole wektorowe
{V(t,z),(t,z) € R} ma $rednia zero, jest markowowskie po czasie i posiada wtasnosé
przerwy spektralnej to

X(t)
— = N(0,kr), t— oc.

Vit

Powyzej = oznacza zbiezno$¢ wedtug rozktadu.

W przypadku, gdy pole V' jest markowowskie po czasie, lecz nie posiada wtasnosci przerwy
spektralnej, mozliwe jest pokazanie CTG, przy zatozeniu o mieszaniu w zmiennej przestrzen-
nej, patrz [10] oraz [9], Chapter 12.

Jesli chodzi o pola niemarkowowskie, to w pracy [11] (patrz takze [4]) udowodniono, ze
CTG zachodzi, gdy gaussowskie pole V (-) jest stacjonarne po czasie i przestrzeni, niescisliwe,

o Sredniej zero oraz istnieje 1" > 0 takie, ze macierz kowariancji
R(t,z) = E[Vi(t,2)V;(0,0)];j=1, .4, © € R%t >0, (4)

spetnia R(t,z) =0, |t| > T, v € R
Nalezy tez wspomnie¢ o funkcjonalnej wersji powyzszych wynikéw. Problem pasywnego

trasera w skalowaniu dyfuzyjnym wyglada nastepujaco

0 1y (1 X00)

e’ ¢

dt €
X©(0) =0,

(5)

gdzie ¢ > 0 odpowiada ilorazowi skal mikro/makroskopowych. Badajac asymptotyke powyzszego
modelu przy € — 0 interesuje nas zasada niezmienniczosci. Méwi ona, ze {X©)(t), t > 0}
zbiega, do ruchu Browna {X (¢), t > 0}, wedtug rozktadu nad C([0, +00); R?). Zasada ta byta

pokazana m.in. we weze$niej oméwionych pracach [5, 3, 12] jak tez i w [7],[8].

Omoéwienie uzyskanych wynikow
Problem niezdegenerowania macierzy turbulentnej dyfuzyjnosci trasera

W Rozdziale 3 zajmujemy sie przypadkiem pola V', ktére jest T-zalezne, oraz ktore spet-
nia zatozenia pochodzace z [11]. Przypominamy, ze w pracy tej pokazano zbiezno$é wedtug
rozktadu X (t)/v/t do wektora normalnego N(0, ). Powstaje podstawowe pytanie czy tur-
bulentna dyfuzyjno$¢ s nie jest macierza zerowa. Zagadnienie to nie zostato roztrzygniete
w [11]. Rownosé k = 0 wskazywalaby na subdyfuzyjne zachowanie trasera. W Rozdziale 3
przedstawimy warunek dostateczny na to by x # 0. W koncowej sekcji pokazujemy przyktad

nietrywialnego, niescidliwego i mieszajacego pola dla ktérego x = 0.



CTG dla p6l niemarkowowskich

Przypominamy, ze CTG udowodniono w przypadku pél T-zaleznych oraz w przypadku, gdy
pole wektorowe {V (¢, z),(t,z) € R4} jest stacjonarne, markowowskie i posiada wlasno$é
przerwy spektralnej ([5, 12, 3]). W przypadku pél gaussowskich macierz kowariancji tego
typu pol losowych ma postac
Ryg(t, ) := B[V, (t, 2)V(0,0)] = / e Ry (dg), (6)
R
gdzie istnieje o takie, ze v(-) > v > 01 R(d¢) = [ﬁpq(df)], p,q = 1,...,d, jest miarg
borelowsks o wartosciach w przestrzeniach d x d macierzy hermitowskich, nieujemnie oznac-
zonych.
Na podstawie [11, 5] mozna sformutowaé przypuszczenie, ze centralne twierdzenie graniczne
zachodzi dla ruchéw w polach, ktorych kowariancje szybko maleja po czasie np. gdy istnieja

a,C > 0 takie, ze
|Rp(t, )] < Ce M p g=1,... d, dla wszystkich (£,2) € R,

Krokiem w tym kierunku jest wynik udowodniony w Rozdziale 4. Rozwazamy w nim

kowariancje, w ktorych czynnik exp{—~(&)|t|} we wzorze (6), jest zastapiony przez

€)= [ e EM(an),

gdzie 1 jest pewna nieujemna, skoniczong miara borelowska na R, a v : R — R jest nieu-
jemna, borelowska funkcja mierzalna. Rozwazamy zatem pola V (-), ktérych macierz kowari-

ancji jest rowna
R(t.0) = [ h(H.ORpald)  pa=1....d
R

Markowowskie pola odpowiadaja przypadkowi pu(d\) = do(dA). Zalozenie przerwy spektralnej
jest zastapione przez hipoteze, ze v(&, A) > o > 0.

Pola Lokalnie Stacjonarne

W dotychczasowych wynikach dla modelu pasywnego trasera zakladano stacjonarnosé¢ po
(t,x). Powodem byta koniecznosé uzycia twierdzenia ergodycznego w martyngatowym dowodzie
CTG. W Rozdziale 5 zajmujemy sie przypadkiem pola, ktére nie jest stacjonarne. Natu-

ralnym uogolnieniem tego zatozenia jest pojecie lokalnej stacjonarnosci. Pojecie lokalne;j



stacjonarnosci pojawito sie miedzy innymi w pracach [16], [18], [2] . Problem pasywnego
trasera dla pola lokalnie stacjonarnego mozna zapisa¢ nastepujacym réwnaniem

aXOw _ 1, (t X@)(t)) |

g2’ ¢

dt €
XE)(0) = 0.

(7)

Pola V_(t, x) sa postaci V (¢, z,ex), gdzie rozktady V (¢, 2,0) 1 V (¢, z,ex) zaczynaja sie istotnie
rézni¢ od siebie dla |z] ~ 1/e, dla matych € > 0 oraz V (¢, z,y) jest stacjonarne dla kazdego
y € R

Aby moéc powiedzie¢ co$ o asymptotyce konstruujemy przyktad klasy gaussowskich pol
lokalnie stacjonarnych i markowowskich po zmiennej czasowej i dla tej klasy pokazujemy
aproksymacje dyfuzyjna.

Nieco podobny problem badano w pracach [7, 8], gdy V©)(¢,2) jest deterministycznym
polem wektorowym sterowanym ergodycznym przeptywem (ang. flow) na pewnej rozmaitosci

M o losowym warunku poczatkowym.
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