
Twierdzenia graniczne dla ruchów w polach losowych
Streszczenie

Motywacja

Niniejsza praca dotyczy problematyki ruchów w nieściśliwych polach losowych. Tego typu za-

gadnienie, opisuje np. transport substancji w turbulentnym płynie. Przepływ ten bywa bardzo

skomplikowany i nieregularny. Stopień jego komplikacji charakteryzuje liczba Reynoldsa Re :=

ul/ν, gdzie u jest charakterystyczną prędkością płynu, l jest typowym wymiarem liniowym

zagadnienia, a ν jest jego lepkością kinetyczną. Ruch turbulentny, przy dostatecznie dużych

wartościach liczby Reynoldsa, charakteryzuje się w każdym punkcie przepływu, nieregularnymi,

nieuporządkowanymi zmianami prędkości w czasie. Transport substancji w turbulentnym

przepływie może prowadzić do tzw. zjawiska turbulentnej dyfuzji, t.j. dyfuzji wywołanej przez

skomplikowaną naturę adwekcji w turbulentnym przepływie płynu. Pojęcie turbulentnej dy-

fuzji zostało wprowadzone, na początku lat 20-tych XX wieku, przez G.I. Taylora w [19]. Za-

chodzenie takiego zjawiska w dostatecznie skomplikowanym układzie dynamicznym zostało

sformułowane jako hipoteza przez V.I. Arnolda [1]. Tło fizyczne tego zagadnienia można

znaleźć w monografii Frischa [6].

W transporcie dyfuzyjnym średniokwadratowe przemieszczenie substancji jest proporcjon-

alne do czasu. Ta zasada nazywa się prawem Ficka ([6]). R. Kraichnan [13] przypuszczał, że

przybliżenie dyfuzyjne jest właściwe, w wymiarze d ≥ 3 przy dostatecznie dużym mieszaniu,

nawet dla nieściśliwych pól losowych o średniej równej 0, które nie zależą od czasu. W drugiej

części swojej hipotezy przypuszczał, że aproksymacja dyfuzyjna nie zachodzi dla d = 2 ze

względu na ograniczenie topologiczne spowodowane wymiarem.

Ponieważ turbulentny transport jest przepływem wysoce nieregularnym o dużej zmien-

ności, to naturalnym modelem matematycznym, który jest wykorzystywany do badania tego

zjawiska są losowe pola wektorowe. Transport opisany jest wtedy odpowiednim równaniem

różniczkowym zwyczajnym z losową prawą stroną.
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Model pasywnego trasera

Najprostszym sformułowaniem problemu turbulentnej dyfuzji w zagadnieniu turbulentnego

transportu jest model pasywnego trasera. Model ten jest opisany następującym równaniem
dX(t)

dt
= V (t,X(t)) , t ∈ mbR,

X(0) = 0,

(1)

gdzie V : R1+d×Ω→ Rd, jest pewnym rzeczywistym, dostatecznie regularnym, d−wymiarowym

polem losowym nad przestrzenią probabilistyczną (Ω,F ,P). Jest to klasyczny model hydrody-

namiki statystycznej, patrz np. [15]. Jego interpretacją fizyczną jest ruch cząstki zanieczyszczenia

unoszonej przez turbulentny przepływ. Cząstka ta jest nazywana traserem. Proces {X(t), t ≥
0} modeluje jego trajektorię. W hydrodynamice badając model pasywnego trasera zakłada

się zwykle nieściśliwość pola, t.j.

∇x · V (t, x) =
d∑
j=1

∇xj
Vj(t, x) ≡ 0, (t, x) ∈ R1+d. (2)

Jednymi z podstawowych pytań dotyczących asymptotyki trasera, przy t → ∞, jest py-

tanie czy trajektoria spełnia prawo wielkich liczb (PWL), a fluktuacje wokół średniej centralne

twierdzenia graniczne (CTG). Prawo wielkich liczb mówi, że istnieje deterministyczny wektor

υ∗ ∈ Rd (nazywany dryfem Stokesa), taki, że X(t)/t→ υ∗ przy t→ +∞. W przypadku, gdy

można pokazać PWL to następnie pytamy się czy zachodzi CTG, tzn. czy (X(t)−υ∗t)/
√
t jest

zbieżny według rozkładu, gdy t→ +∞, do wektora normalnego N(0, κ). Macierz kowariancji

κ = [κi,j]i,j=1,...d jest nazywana turbulentną dyfuzyjnością trasera.

Omówienie niektórych wyników w literaturze

W przypadku, gdy pole {V (t, x), (t, x) ∈ R1+d)} jest stacjonarne po czasie i przestrzeni,

całkowalne tzn. E|V (0, 0)| < +∞, oraz gdy zachodzi (2), to proces {V (t,X(t)), t ≥ 0} jest

stacjonarny ([17]). Z twierdzenia ergodycznego (patrz [14]) wiemy, że zachodzi zbieżność

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

V (s,X(s))ds = E [V (0, 0)|Vinv] , p.n. oraz w L1, (3)

gdzie Vinv jest σ-ciałem zbiorów niezmienniczych względem przesunięć ścieżki. W przypadku,

gdy proces {V (t,X(t)), t ≥ 0} jest ergodyczny, (wtedy Vinv składa się ze zbiorów trywialnych).

Prawa strona (3) wynosi E[V (0, 0)].
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Jeśli chodzi o CTG, to w pracach [5, 3, 12] pokazano, że jeśli stacjonarne pole wektorowe

{V (t, x), (t, x) ∈ R1+d} ma średnią zero, jest markowowskie po czasie i posiada własność

przerwy spektralnej to
X(t)√
t

=⇒ N(0, κ), t→∞.

Powyżej =⇒ oznacza zbieżność według rozkładu.

W przypadku, gdy pole V jest markowowskie po czasie, lecz nie posiada własności przerwy

spektralnej, możliwe jest pokazanie CTG, przy założeniu o mieszaniu w zmiennej przestrzen-

nej, patrz [10] oraz [9], Chapter 12.

Jeśli chodzi o pola niemarkowowskie, to w pracy [11] (patrz także [4]) udowodniono, że

CTG zachodzi, gdy gaussowskie pole V (·) jest stacjonarne po czasie i przestrzeni, nieściśliwe,

o średniej zero oraz istnieje T > 0 takie, że macierz kowariancji

R(t, x) = E[Vi(t, x)Vj(0, 0)]ij=1,...,d, x ∈ Rd, t > 0, (4)

spełnia R(t, x) = 0, |t| > T, x ∈ Rd.

Należy też wspomnieć o funkcjonalnej wersji powyższych wyników. Problem pasywnego

trasera w skalowaniu dyfuzyjnym wygląda następująco
dX(ε)(t)

dt
=

1

ε
V

(
t

ε2
,
X(ε)(t)

ε

)
,

X(ε)(0) = 0,

(5)

gdzie ε > 0 odpowiada ilorazowi skal mikro/makroskopowych. Badając asymptotykę powyższego

modelu przy ε→ 0 interesuje nas zasada niezmienniczości. Mówi ona, że {X(ε)(t), t ≥ 0}
zbiega, do ruchu Browna {X(t), t ≥ 0}, według rozkładu nad C([0,+∞); Rd). Zasada ta była

pokazana m.in. we wcześniej omówionych pracach [5, 3, 12] jak też i w [7],[8].

Omówienie uzyskanych wyników

Problem niezdegenerowania macierzy turbulentnej dyfuzyjności trasera

W Rozdziale 3 zajmujemy się przypadkiem pola V , które jest T -zależne, oraz które speł-

nia założenia pochodzące z [11]. Przypominamy, że w pracy tej pokazano zbieżność według

rozkładu X(t)/
√
t do wektora normalnego N(0, κ). Powstaje podstawowe pytanie czy tur-

bulentna dyfuzyjność κ nie jest macierzą zerową. Zagadnienie to nie zostało roztrzygnięte

w [11]. Równość κ = 0 wskazywałaby na subdyfuzyjne zachowanie trasera. W Rozdziale 3

przedstawimy warunek dostateczny na to by κ 6= 0. W końcowej sekcji pokazujemy przykład

nietrywialnego, nieściśliwego i mieszającego pola dla którego κ = 0.
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CTG dla pól niemarkowowskich

Przypominamy, że CTG udowodniono w przypadku pól T -zależnych oraz w przypadku, gdy

pole wektorowe {V (t, x), (t, x) ∈ R1+d} jest stacjonarne, markowowskie i posiada własność

przerwy spektralnej ([5, 12, 3]). W przypadku pól gaussowskich macierz kowariancji tego

typu pól losowych ma postać

Rpq(t, x) := E
[
Vp(t, x)Vq(0, 0)

]
=

∫
Rd

eix·ξ−γ(ξ)|t|R̂pq(dξ), (6)

gdzie istnieje γ0 takie, że γ(·) ≥ γ0 > 0 i R̂(dξ) = [R̂pq(dξ)], p, q = 1, . . . , d, jest miarą

borelowską o wartościach w przestrzeniach d× d macierzy hermitowskich, nieujemnie oznac-

zonych.

Na podstawie [11, 5] można sformułować przypuszczenie, że centralne twierdzenie graniczne

zachodzi dla ruchów w polach, których kowariancje szybko maleją po czasie np. gdy istnieją

a, C > 0 takie, że

|Rpq(t, x)| ≤ Ce−a|t|, p, q = 1, . . . , d, dla wszystkich (t, x) ∈ R1+d.

Krokiem w tym kierunku jest wynik udowodniony w Rozdziale 4. Rozważamy w nim

kowariancje, w których czynnik exp{−γ(ξ)|t|} we wzorze (6), jest zastąpiony przez

h(|t|, ξ) :=

∫
R
e−γ(ξ,λ)|t|µ(dλ),

gdzie µ jest pewną nieujemną, skończoną miara borelowską na R, a γ : Rd+1 → R jest nieu-

jemną, borelowską funkcją mierzalną. Rozważamy zatem pola V (·), których macierz kowari-

ancji jest równa

Rpq(t, x) =

∫
Rd

eix·ξh(|t|, ξ)R̂p,q(dξ) p, q = 1, . . . , d.

Markowowskie pola odpowiadają przypadkowi µ(dλ) = δ0(dλ). Założenie przerwy spektralnej

jest zastąpione przez hipotezę, że γ(ξ, λ) ≥ γ0 > 0.

Pola Lokalnie Stacjonarne

W dotychczasowych wynikach dla modelu pasywnego trasera zakładano stacjonarność po

(t, x). Powodem była konieczność użycia twierdzenia ergodycznego w martyngałowym dowodzie

CTG. W Rozdziale 5 zajmujemy się przypadkiem pola, które nie jest stacjonarne. Natu-

ralnym uogólnieniem tego założenia jest pojęcie lokalnej stacjonarności. Pojęcie lokalnej
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stacjonarności pojawiło się między innymi w pracach [16], [18], [2] . Problem pasywnego

trasera dla pola lokalnie stacjonarnego można zapisać następującym równaniem
dX(ε)(t)

dt
=

1

ε
Vε

(
t

ε2
,
X(ε)(t)

ε

)
,

X(ε)(0) = 0.

(7)

Pola Vε(t, x) są postaci V (t, x, εx), gdzie rozkłady V (t, x, 0) i V (t, x, εx) zaczynają się istotnie

różnić od siebie dla |x| ∼ 1/ε, dla małych ε > 0 oraz V (t, x, y) jest stacjonarne dla każdego

y ∈ Rd.

Aby móc powiedzieć coś o asymptotyce konstruujemy przykład klasy gaussowskich pól

lokalnie stacjonarnych i markowowskich po zmiennej czasowej i dla tej klasy pokazujemy

aproksymację dyfuzyjną.

Nieco podobny problem badano w pracach [7, 8], gdy V (ε)(t, x) jest deterministycznym

polem wektorowym sterowanym ergodycznym przepływem (ang. flow) na pewnej rozmaitości

M o losowym warunku początkowym.
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