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1. Imie i nazwisko: Beata Rzepka
2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe:

czerwiec 1993 r. — dyplom magistra matematyki
uzyskany na Wydziale Matematyki i Fizyki Wyzszej Szkoty Pedagogicznej
w Rzeszowie
tytul pracy magisterskiej: Dodatnio okreslone operatory i ich zastosowanie
promotor: doc. dr hab. inz. E. Wachnicki

czerwiec 2003 r. — dyplom doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki
uzyskany na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. A. Mickie-
wicza w Poznaniu
tytut rozprawy doktorskiej: Zastosowanie miar niezwartosci do badania istnie-
nia 1 asymptotycznej stabilnosci rozwigzan réwnan réiniczkowych catkowych
promotor: prof. dr hab. J6zef Banas

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych:

1.11.1992 - 30.06.1993 — stazysta w Katedrze Matematyki Politechniki Rzeszowskiej
1.10.1993 - 31.07.2003 — asystent w Katedrze Matematyki Politechniki Rzeszowskiej
1.08.2003 - 30.06.2016 — adiunkt w Katedrze'Matema.tyki Politechniki Rzeszowskiej
od 1.07.2016 — adiunkt w Katedrze Analizy Nieliniowej Politechniki Rzeszowskiej

4. Osiggniecie naukowe:

Osiggniecie naukowe w rozumieniu art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 r.
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki
(Dz. U. 2016 r. poz. 882 ze zm. w Dz. U. z 2016 1. poz. 1311) stanowi cykl dziesieciu
publikacji powigzanych tematycznie.

(a) Tytul osiggniecia naukowego:

Rozwigzania nieliniowych réwnan catkowych i nieskonczonych
uktadéw tych réwnan w pewnych przestrzeniach Banacha
i wlasnoéci tych rozwigzan

(b) Lista publikacji wchodzacych w sklad osiggniecia naukowego:

[H1] W.G. El-Sayed, B. Rzepka: Nondecreasing solutions of a quadratic integral
equation of Urysohn type, Computers and Mathematics with Applications
51 (2006), 1065-1074.

[H2] B. Rzepka, K. Sadarangani: On solutions of an infinite system of singu-
lar integral equations, Mathematical and Computer Modelling 45 (2007),
1265-1271.




[H3] J. Banas, B. Rzepka: Monotonic solutions of a quadratic integral equation
of fractional order, Journal of Mathematical Analysis and Applications 332
(2007), 1371-1379.

[H4] B. Rzepka: On attractivity and asymptotic stability of solutions of a qu-
adratic Volterra integral equation of fractional order, Topological Methods
in Nonlinear Analysis, Journal of the Juliusz Schauder Center 32 (2008),
89-102.

(H5] J. Bana$, B. Rzepka: Nondecreasing solutions of a quadratic singular Vol-
terra integral equation, Mathematical and Computer Modelling 49 (2009),
438-496.

[H6] J. Banas, B. Rzepka: On local attractivity and asymptotic stability of solu-
tions of a quadratic Volterra integral equation, Applied Mathematics and
Computation 213 (2009), 102-111.

[(H7] J. Bana$, B. Rzepka: The technique of Volterra-Stieltjes integral equations
in the application to infinite systems of nonlinear integral equations of frac-
tional orders, Computers and Mathematics with Applications 64 (2012),
3108-3116.

[H8] B. Rzepka: On local attractivity and asymptotic stability of solutions of
nonlinear Volterra-Stieltjes integral equations in two variables, Zeitschrift
fiir Analysis und ihre Anwendungen 36 (2017), 79-98.

[H9] B. Rzepka: Solvability of a nonlinear Volterra-Stieltjes integral equation in
the class of bounded and continuous functions of two wvariables, Revista
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Serie A.
Matematicas (2017), DOI: 10.1007/s13398-017-0379-6.

[H10] J. Bana$, B. Rzepka: On solutions of infinite systems of integral equations

of Hammerstein type, Journal of Nonlinear and Convex Analysis 18 (2)
(2017), 261-278.

(c) Oméwienie publikacji wchodzacych w sklad osiggniecia naukowego

Omoéwig teraz cel naukowy prac [H1]-[H10] i osiagnietych wynikéw oraz mozliwosci
ich zastosowania.

WPROWADZENIE

Teoria réwnan rézniczkowych i catkowych w przestrzeniach Banacha tworzy wazna ga-
taz analizy nieliniowej. Klasycznymi réwnaniami w niej rozwazanymi sa réwnania catko-
we typu Fredholma, Volterry, Hammersteina i Urysohna. Teoria ta jest czesto stosowana
do opisu wielu probleméw, ktére wystepuja w realnym $éwiecie i znajduje zastosowanie
w fizyce matematycznej, inzynierii, mechanice, biologii, ckonomii, teorii sterowania, bio-
inzynierii, elektrochemii, czy tez kinetycznej teorii gazéw [2], [15], [25], [30], [31], [37], [38],
401, [46], [49], [54], [61], [62], [63], [67], [72], [73], [75]. Teoria réwnan catkowych rozwinela




sie gwaltownie w ostatnich dekadach za pomoca pewnych narzedzi analizy funkcjonalnej,
topologii i teorii punktéw stalych. W ostatnich latach wielu naukowcow badalo rozwig-
zania réznego typu réwnan catkowych okreslonych na ograniczonym przedziale lub na
nieograniczonej dziedzinie. Biorac pod uwage zastosowania réwnan catkowych do opisu
zdarzefi wystepujacych w rzeczywistym $wiecie, mozemy rozrézni¢ pewne klasy rownan
catkowych, ktére majg donioste znaczenie.

Jedng ze wspomnianych klas jest tak zwana klasa kwadratowych réwnan catkowych
typu Volterry-Chandrasekhara. W 1950 roku astrofizyk S. Chandrasekhar opublikowat
manuskrypt [29], w ktérym badal réwnanie catkowe nazwane od jego nazwiska réwna-
niem Chandrasekhara. Od tego czasu pojawily sig¢ liczne publikacje, w ktoérych rozwazano
réwnania tego typu, np. [7], [28]. Znajduja one zastosowanie m.in. w teorii przejs¢ radia-
cyjnych, biologii i teorii kolejek. Kwadratowe réwnania catkowe z nieosobliwymi jadrami
znajdujg zastosowania np. w kinetycznej teorii gazéw, w teorii transportu neutronéw, czy
tez w teorii ruchu [29], [49], [53]. Z tego tez powodu wielu autoréw badalo istnienie roz-
wiazan kilku klas nieliniowych kwadratowych réwnan catkowych z nieosobliwymi jadrami.
Natomiast po ukazaniu si¢ pracy [33] wzrosto zainteresowanie osobliwymi kwadratowymi
rownaniami catkowymi.

Inng wazna klasg réwnan catkowych jest klasa tak zwanych nieliniowych réwnan catko-
wych rzedu utamkowego. Dzieki zastosowaniu utamkowego rachunku rézniczkowego moz-
na w doktadniejszy sposéb przedstawi¢ modele matematyczne réznorodnych zjawisk, np.
w reologii, czy tez modele opisujace: przeptyw cieczy, procesy dynamiczne w osrodkach
porowatych, zjawiska w sieciach elektrycznych, wtasnosci materialéw lepkosprezystych.
Réwnania rézniczkowe i catkowe rzedu utamkowego moga by¢ stosowane réwniez do opi-
su probleméw pojawiajgcych sie w fizyce, mechanice, chemii, teorii sterowania, elektrycz-
nosci, w teorii chaosu i fraktalach, teorii kondensatoréw. W ostatnich latach rachunek
rézniczkowy 1 catkowy rzedu utamkowego stal sie niezwykle popularny. Nastapil rozwoj
badan naukowych zwigzanych z zastosowaniami rachunku utamkowego na wielu odmien-
nych polach naukowych: od fizyki dyfuzji i zjawiska adwekcji do uktadéw sterujacych oraz
finanséw 1 ekonomii. Ukazato sie réwniez wiele publikacji 1 monografii po$wieconych réw-
naniom rézniczkowym i catkowym rzedu utamkowego, zawierajacych réznego typu wyniki
egzystencjalne [1], [21], [23], [43], [46], [54], [58], [66], [67], [76].

W wielu pracach matematykéw XIX wieku mozna znalezé odniesienia do pojecia
pochodnej rzedu utamkowego. G.F.B. Riemann poszukujac uogélnienia szeregu Taylo-
ra wprowadzit wzor catkowy na pochodna dowolnego ujemnego rzedu. W 1823 roku N.H.
Abel zastosowal rachunek utamkowy do rozwigzania réwnania catkowego, ktére opisuje
problem tautochrony. Pierwsze szersze badania nad catka przeprowadzit J. Liouville. Za-
stosowal wyniki swoich prac w teorii potencjaléw, jednak ograniczaly si¢ one tylko do
pewnych funkcji. H. Laurent wychodzac ze wzoru catkowego Cauchy’ego wprowadzit de-
finicje calki znanej obecnie, w zaleznosci od granic calkowania, jako definicja Riemanna,
Liouville’a lub Riemanna-Liouville’a. Znane sg tez definicje caltki rzedu utamkowego po-
chodzace od Weyla, Griinwalda-Letnikova, czy tez Caputo.

Calka Riemanna-Liouville’a rzedu utamkowego o z funkeji = (¢) jest zdefiniowana wzorem




a1t z(s)
r2(t) = o3 [ o agrats tE (@)
gdzie z € L'(a,b), @ > 0 jest ustalona liczba rzeczywista, za$ ['(a) oznacza funkcje
gamma. Natomiast operator rézniczkowy (Riemanna-Liouville’a) rzedu ulamkowego o
jest okreslony réwnoscia D%z(t) = DI*"%z(t) dla « € (0, 1).

W pracy [23] autorzy zaproponowali nowe podejscie do teorii funkcyjnych réwnan
catkowych rzedu ulamkowego, a mianowicie przeksztalcili badane rownanie do postaci
funkcyjnego réwnania catkowego typu Volterry-Stieltjesa. To nowe podejscie pozwolito
bardziej efektywnie badaé¢ rozwigzania réwnan. Poza tym, stosujac to podejscie mozna
otrzyma¢é glebsze wyniki przy uzyciu mniej ztozonych instrumentoéw analizy nieliniowej.

Rozwazajac rézniczkowe 1 catkowe réwnania w ciggowych przestrzeniach Banacha,
otrzymujemy nieskoriczone uktady réwnan rézniczkowych i catkowych. Zatem wiele pro-
bleméw dotyczacych nieskoniczonych uktadéw réwnan rézniczkowych i catkowych tworzy
naturalne realizacje ogblnej teorii réwnan rézniczkowych i catkowych w przestrzeniach
Banacha.

Nieskoriczone ukltady réwnan catkowych tworzg bardzo wyrafinowang czes¢ teorii row-
nan catkowych. Oprécz faktu, ze uklady te tworza bardzo interesujace pole badan dla
specjalistow teorii réwnan catkowych, pojawily sie one rowniez w badaniach innych pro-
bleméw powiazanych z réwnaniami rézniczkowymi (zaréwno zwyczajnymi jak i czast-
kowymi) w przestrzeniach Banacha [18], [37]. Teoria nieskoficzonych ukladéw réwnan
rozniczkowych odgrywa bardzo wazng role i ma liczne zastosowania. Tego typu uklady
wystepuja w wielu problemach rozwazanych w mechanice, inzynierii, w teorii procesoéw
galazkowych, w teorii sieci neuronowych, w teorii dysocjacji polimeréw itd. [37], [47], [60],
[63], [77], [78]. Az do poczatku XXI wieku teoria dotyczaca twierdzen egzystencjalnych
dla nieskonczonych uktadéw rownan catkowych nie rozwijata sie w zadawalajacy sposob.
Pojawialy sie oczywiscie prace dotyczace tej tematyki, np. [47], [62], [63], [77], [78], ale
w literaturze mozna bylo rzadko spotkac¢ glebokie twierdzenia egzystencjalne dotyczace
wspomnianych nieskonczonych uktadéw.

W publikacjach wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego korzysta sie z aparatu
analizy nieliniowej dotyczacego kryteridéw relatywnej zwartosci w przestrzeniach Banacha,
warunkow wystarczajacych dla relatywnej zwartosci w przestrzeniach Banacha, twierdze-
nia Schaudera o punkcie statym, techniki miar niezwartosci oraz twierdzenia typu Darbo
o punkcie statym dla operatoréw zmniejszajacych miare niezwartosci.

Technika miar niezwartosci jest czesto wykorzystywana w kilku galteziach analizy nie-
liniowej 1 znajduje wiele zastosowan w teorii operatorow. Miara niezwartosci okazata
sie¢ bardzo pozytecznym narzedziem w teorii réwnan funkcyjnych, wlaczajac réwnania
rézniczkowe zwyczajne, réwnania roézniczkowe czastkowe, rownania catkowe i catkowo-
rozniczkowe, optymalng teorie sterowania. Jest ona réwniez uzytecznym narzedziem sto-
sowanym miedzy innymi w teoril egzystencjalnej dla réznych typow réwnan catkowych,
np. Urysohna-Stieltjesa, Fredholma-Stieltjesa, Hammersteina-Stieltjesa [4], [9], [13], [15].
Jednak w zastosowaniach najbardziej pozyteczne sg miary zdefiniowane aksjomatycznie

o




[15]. Stosujac tego typu miary oraz np. twierdzenie o punkcie stalym typu Darbo mozna
nie tylko udowodnié istnienie rozwiazan badanych réwnan catkowych, ale réwniez otrzy-
mac pewng charakterystyke tych rozwigzan [14], [15].

Pierwsza miare niezwartosci zdefiniowal w 1930 roku K. Kuratowski, gdy zajmowal sie
pewnymi zagadnieniami z topologii ogdlnej. W latach siedemdziesiatych i osiemdziesigtych
ublegtego stulecia zdefiniowano wiele nowych miar niezwartosci i rozwinieto zwigzang z ni-
mi technike stosujac ja do dowodu wielu twierdzef egzystencjalnych jak réwniez do teorii
operatoréw i geometrii przestrzeni Banacha. Miary niezwarto$cl nie sa tatwe w zastosowa-
niach, poniewaz w wielu przestrzeniach Banacha nie ma wygodnych formul wyrazajacych
te miary. Aby pokonaé te trudnosci zaproponowano aksjomatyczne podejscie. Ukazalo sie
wiele tego typu aksjomatyk. Pierwszym, ktéry podal taka definicje byt B.N. Sadovskii.

Jedna z najwazniejszych jest aksjomatyka podana przez J. Banasia i K. Goebla
w [15], ktora znalazla szerokie zastosowania w teorii réwnan rézniczkowych i catkowych.
Aksjomatyka ta dopuszcza wiele naturalnych realizacji, przez co w szczegdlnym przypadku
mozna otrzymacé wiele klasycznych miar niezwartosci.

Przytoczymy teraz aksjomatyke przedstawiona w pracy J. Banasia i K. Goebla [15].
W tym celu oznaczmy przez (E, || -||) ustalong rzeczywisty przestrzefi Banacha, w ktoérej 6
oznacza wektor zerowy. Symbolem B(z,r) bedziemy oznaczaé domknietg kule o srodku z
1 promieniu 7. B, oznacza kule B(#, 7). Przez Mg oznaczmy rodzine wszystkich niepustych
1 ograniczonych podzbioréw przestrzeni E, za$ przez Mg jej podrodzine sktadajaca sie
z wszystkich relatywnie zwartych zbioréw.

Definicja 1. Funkcje p: Mpr — R, = [0, 00) nazywamy miarg niezwarto$ci w przestrzeni
Banacha FE| jezeli spelnia nastepujace warunki:

1% Rodzina ker u = {X € Mp : u(X) = 0} jest niepusta oraz ker p C Ng.

2 X CY = pu(X)<p(Y)

g’ ,u(y) =t X,

4% u(ConvX) = pu(X).

5 n(AX+(1-NY)<Ap(X)+ 1 =N puY)darelo1].

6° Jezeli (X,) jest ciagiem domknictych zbioréw z Mg takich, ze X,.1 C X,

(1 =12, ;) Oraz nlim LX) =0, 1020000 Xy = ﬁ) X, jest niepusty.
e n=1

Rodzine ker u opisang w podpunkcie 1° nazywamy jadrem miary niezwartodci . Zbiér
Xoo z podpunktu 6° nalezy do ker u. Ta obserwacja bedzie podstawowa w naszych dalszych
rozwazaniach.

Miara niezwartosci w sensie tej aksjomatyki jest pewna funkcja okreslong na rodzinie
wszystkich zbioréw niepustych i ograniczonych w przestrzeni Banacha F i zerujaca sie na
pewnej podrodzinie rodziny wszystkich zbioréw niepustych i relatywnie zwartych w tej
przestrzeni.




Takie podejscie do definicji pojecia miary niezwartosci umozliwia ich konstrukcje
w takich przestrzeniach, w ktérych brak jest wygodnych warunkéw koniecznych i wy-
starczajacych dla relatywnej zwartosci zbioru. Z drugiej strony, dobierajac odpowiednio
jadro miary niezwartosci mozemy skonstruowac takie miary, ktérych stosowanie (poprzez
wariant twierdzenia typu Darbo) umozliwia nam scharakteryzowanie rozwiagzan rozwaza-
nych réwnan.

Jezeli p jest miarg niezwartosci w przestrzeni Banacha E, to méwimy, ze miara p jest

jednorodna, jezeli
p(AX)=Ap(X) da AeR

Jezeli miara p spetnia warunek
p(X+Y) <p(X)+p(Y),

to jest nazywana podaddytywna. Miare p, ktéra jest zaréwno jednorodna jak i podaddy-
tywna nazywamy podliniowa.
Miara niezwartosci ¢ ma wilasnosé maksimum, jezeli

p(XUY)=max{u(X),uY)}.

Jesli ker p = Mg, to p nazywamy miara pelna.
Podliniowa miara niezwartosci p, ktéra jest petna i ma wlasnoéé maksimum jest nazywana
miarg regularna.

Do klasycznych miar niezwartos$ci nalezg: miara niezwartosci Kuratowskiego 1 miara
niezwartosci Hausdorffa. Przypomnijmy, ze jezeli E oznacza przestrzeri Banacha, to dla
X € Mg funkcja x dana wzorem

x(X) =inf {¢ > 0: X ma skoficzong e-sie¢ w E}

jest nazywana miarg niezwarto$ci Hausdorffa w przestrzeni E. Miara ta zostala zdefinio-
wana w [45]. Ma ona liczne zastosowania i jest jedng z najbardziej wygodnych posréd miar
niezwartosci w przestrzeniach Banacha. Wykorzystanie miary niezwartosci Hausdorffa y
zalezy od mozliwosci konstrukeji wygodnej formuly wyrazajacej te miare w przestrzeni
Banacha. Okazuje sie, ze takie formuly sa znane w pewnych przestrzeniach Banacha [15].

W praktyce postugiwanie sie miarami niezwarto$ci wymaga podania formuly nawigzu-
jace] do struktury rozpatrywanej przestrzeni Banacha, jak réwniez do pewnego warunku
wystarczajacego dla relatywnej zwartosci w tej przestrzeni. Takie formuly sg stosowane
w pracach wchodzacych w sktad omawianego osiggniecia naukowego 1 bedziemy je poda-
wac podczas omawiania poszczegdlnych prac.

Specyfikacja jadra miary niezwartodci jest réwnowazna z podaniem kryterium relatyw-
nej zwartosci, na ktérej miara bazuje.

W pewnych przestrzeniach Banacha nie jest znana konstrukcja formul dla miar nie-
zwarto$ci, poniewaz nie sg znane kryteria dla relatywnej zwartosdci powiazane ze struktura
tych przestrzeni. W klasycznych przestrzeniach Banacha C([a, b]) i L”(a,b) znane sg wy-
godne i porgczne kryteria dla relatywnej zwartosci: w przestrzeni C([a, b)) to kryterium
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Arzéla-Ascoli, a w przypadku przestrzeni LP(a, b), to kryteria Riesza i Kolmogorowa. Ale
juz w przypadku klasycznej przestrzeni ciggowej [ oraz przestrzeni funkcyjnej BC (R,)
sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana. W tych przestrzeniach znane sa tylko
warunki wystarczajace dla relatywnej zwartosci i przy pomocy tych warunkéw mozna
skonstruowa¢ wygodne miary niezwartosci w tych przestrzeniach [15], [18]. Miary te sa
szeroko stosowane przy dowodzeniu rozwigzalnosci licznych funkcyjno-catkowych réwnan.

Twierdzenia o punktach statych stanowia jedna z najczesciej stosowanych metod do-
wodzenia twierdzen egzystencjalnych dotyczacych réznego typu réwnan roézniczkowych,
catkowych, funkeyjnych, catkowo-funkcyjnych i innych. Jednym z takich twierdzen jest
twierdzenie Schaudera, ktére pochodzi z konca lat dwudziestych poprzedniego stulecia.
Przewaznie stosuje sie jedna z dwoch wersji tego twierdzenia, pierwsza pochodzi z 1927
roku, a druga z 1930 roku i jest ona nazywana zasada Schaudera.

Trudno$é w stosowaniu twierdzenia Schaudera polega na tym, ze w zaleznosci od
tego, ktora wersje stosujemy przy badaniu istnienia rozwigzan badanego réwnania, trzeba
znalez¢ zwarty i wypukly podzbiér przestrzeni Banacha taki, ze operator ciggly skojarzony
z rozpatrywanym rownaniem przeprowadza go w siebie albo trzeba wykazaé, ze operator
skojarzony z badanym réwnaniem jest petnociggly. Wéwcezas przewaznie trzeba natozyé
dos$¢ mocne zalozenia na funkcje wystepujace w réwnaniu.

W drugiej potowie XX wieku pojawily sie twierdzenia, ktére stanowity uogdlnienia
twierdzenia Schaudera, a w 1955 roku G. Darbo [32] rozszerzy! twierdzenie Schaudera dla
operatorow niezwartych. Mianowicie, wykorzystujac miare niezwartosci Kuratowskiego
sformutowat twierdzenie o punkcie stalym, ktére umozliwito zaktadanie mniej restrykeyj-
nych ograniczeni. Mozna pokazaé, ze miara Kuratowskiego moze by¢ zastapiona dowolng
inna miara niezwartosci.

W teorii réwnan catkowych mozna stosowaé rézne twierdzenia o punkcie stalym, np.
twierdzenie Krasnoselskiego o punkcie stalym lub twierdzenie o punkcie stalym pocho-
dzgce od Burtona, jak réwniez ich modyfikacje 1 uogélnienia.

Przypomnimy teraz twierdzenie typu Darbo, ktére lgczy miare niezwartosci z teorig
punktu stalego. Wlasnie w twierdzeniach typu Darbo zawarte jest gléwne zastosowanie
miar niezwartosci w teorii punktu stalego.

Twierdzenie 1. Niech p bedzie miarg niezwartosci w przestrzeni Banacha E oraz niech
2 bedzie niepustym, ograniczonym, domknietym, wypukiym podzbiorem przestrzeni E. Za-
tozmy, ze F : Q0 — Q jest cigglym operatorem takim, ze istnieje stala k € [0,1) taka, ze
w(FX) < kp(X) dla kazdego niepustego podzbioru X zbioru Q. Witedy operator F ma
przynajmniej jeden punkt staly w zbiorze Q.

Uwaga 1. Przy zalozeniach Twierdzenia 1 mozna pokazaé, ze zbiér Fix F' punktéw statych
F nalezacych do 2 jest elementem jadra miary niezwartosci p [15].

Ta obserwacja pozwala nam scharakteryzowaé rozwigzania rozwazanego réwnania ope-
ratorowego.

Wigkszos¢ twierdzen o punktach stalych, wykorzystywanych w nieliniowej analizie
funkcjonalnej, pozwala otrzymac twierdzenia egzystencjalne dla réwnan funkcyjno-ope-
ratorowych, ale raczej trudno uzyskaé charakterystyke rozwigzai rozwazanych réwnan
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za pomocy tych twierdzen. Dzigki Uwadze 1 wiemy, ze technika tgczaca twierdzenie typu
Darbo o punkcie stalym z pewna miara niezwartosci moze by¢ uzyta do otrzymania twier-
dzen o istnieniu rozwigzan badanych réwnan jak i do scharakteryzowania rozwigzan tych
rownan. Zatem miary niezwartosci sa m.in. wygodnym narzedziem stuzacym do badania
monotonicznosci, kraficowej monotonicznosci, przyciagalnosci, stabilnodci i asymptotycz-
nej stabilnosci rozwigzan réwnan operatorowych réznego typu.

Istniejg rézne konstrukcje pojecia stabilnosci, zalezne od typu rozpatrywanego obiek-
tu, charakteru oddzialywan zewnetrznych, przy czym jednym z najbardziej waznych jest
pojecie stabilnosci wprowadzone przez A. Lapunowa. Podana przez nas definicja pojecia
asymptotyczne] stabilnodci jest ogélniejsza niz definicja klasycznej stabilno$ci w sensie
Lapunowa, dzigki czemu mozna badaé asymptotyczng stabilno$é rozwiazan réwnan cal-
kowych, funkcyjnych, catkowo-funkeyjnych, réwnan catkowych rzedu utamkowego.

Takie podejécie do badania asymptotycznej stabilnodci rozwigzan zostalo wprowa-

dzone w [P2], a nastepnie rozwazane dalej w [P3]. W 2006 roku ukazata sie praca [50],
w ktorej X. Hu i J. Yan wprowadzili pojecie globalnej przyciagalnodci rozwiazan, zas
w 2008 roku J. Bana$ i D. O'Regan w [21] oraz J. Bana$ i B.C. Dhage w [12] oméwili
m.in. pojecie lokalnej przyciggalnodci rozwiazan.
Wtasnos¢ rozwigzan rozwazanego réwnania, ktéra jest nazywana lokalna przyciagalnoscia
rozwigzafi jest odmiang wlasnosci asymptotycznej stabilnosci rozwigzani. Pojecie jedno-
stajnej lokalnej przyciggalnosci rozwigzaii jest réwnowazne pojeciu asymptotycznej sta-
bilnoéci rozwigzan, zatem mozna uzywaé tych poje¢ wymiennie.

Definicje asymptotycznej stabilnodei i przyciagalnosci rozwigzan bedziemy podawaé
podczas omawiania poszczegélnych prac.

ROZWIAZANIA NIELINIOWYCH ROWNAN CAEKOWYCH
W PEWNYCH PRZESTRZENIACH BANACHA I WEASNOSCI TYCH ROZWIAZAN

W tym rozdziale oméwimy wyniki zawarte w artykutach [H1], [H3]-[H6], [H8], [H9)].

W pracach [H1], [H3] i [H5] badaliSmy istnienie rozwigzan pewnych nieliniowych
rownan catkowych. Nasze rozwazania prowadziliémy w klasycznej przestrzeni Banacha
C(I) sktadajacej sie z wszystkich funkeji rzeczywistych, okreslonych i cigglych na prze-
dziale I = [a,b] z normg maksimum ||z|| = max{|z(¢)|: ¢ € I}, przy czym wzieliémy
I =[a;b] =[0,1].

W pracy [H1] dowodzimy istnienia rozwiazan nastepujacego nieliniowego kwadrato-
wego réwnania catkowego typu Urysohna

z(t) = alt) + f(¢, z(2)) /01 u(t, s,z(s))ds, ¢€][0,1]. (1)

Wyniki, ktore otrzymujemy uogélniaja wyniki dotyczace réwnan catkowych typu Urysoh-
na, ktére byly badane m.in. w [2], [7], [31], [38], [61], [75].
Rozwazane réwnanie (1) jako szczegdlny przypadek zawiera réwnanie

1

() = f(t,2(t)) / ult, s, 2(s))ds

0
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pojawiajace sie m.in. w modelach powiazanych z teoria ruchu i biologia [38].

Podamy teraz konstrukcje miary niezwartosci w przestrzeni C'(7), ktéra wykorzystamy
w naszych rozwazaniach. Ustalmy niepusty i ograniczony podzbiér X przestrzeni C(I).
Dla z € X i > 0 oznaczmy przez w (z, £) modutl ciaglodci funkcji z, czyli

w(z,e) =sup{|z(t) —z(s)| : t,s € I, |t — 5| < }.

Nastepnie potézmy
w(X,e) =sup{w(z,e):z € X},

wo(X) = 11I%\.J(X £). (2)
Definiujemy teraz nastepujace wielkodci:
d(z) =sup {|z(s) — z(t)| — [z(s) —z(¢)] : t,s € [,t < s},

d(X) =sup{d(z):z € X}.

Zauwazmy, ze d(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje nalezace do X sa
niemalejace na /.
Wreszcie definiujemy miare niezwartoéci p kadac:

p(X) = wo(X) + d(X). 3)

Jadro ker i tej miary zawiera wszystkie niepuste i ograniczone podzbiory X przestrzeni
C(I) takie, ze funkcje z X sa jednakowo ciggle i niemalejace na przedziale I.

Nastepnie naktadamy na sktadniki réwnania (1) takie warunki, ktére zagwarantuja,
ze rozwazane rownanie ma przynajmniej jedno rozwiazanie w przestrzeni C(1), ktoére jest
niemalejace na przedziale I.

Dowéd przeprowadzamy w kilku krokach. Rozwazamy operator U zdefiniowany na
przestrzeni C(I) przez prawg strone réwnania (1). Z przyjetych zalozen otrzymujemy, ze
operator U przeprowadza przestrzeii C'(I) w siebie, a nastepnie wykazujemy, ze istnieje
takie ro > 0, ze operator U przeprowadza kule B,, w siebie. W nastepnym kroku rozwa-
zamy zbiér Bf = {z € B,, : (t) > 0 dla t € I}, czyli niepusty, ograniczony, domkniety
1 wypukty podzbior kuli B,, i poprzez odpowiednie oszacowania pokazujemy, ze operator
U jest ciagly na zbiorze B. Korzystajac z faktu, ze funkcja u jest jednostajnie ciagla
na zbiorze I x I X [0,79] oraz z faktu, ze funkcja f jest jednostajnie ciagla na zbiorze
I x [0,79] po przeprowadzeniu odpowiednich rachunkéw dostajemy, ze

w(UX) < km (ro) w(X), gdzie km(rg) <1,

a m jest funkcja wystepujaca w naszych zalozeniach. Ostatecznie z twierdzenia typu
Darbo o punkcie stalym otrzymujemy, ze réwnanie (1) ma co najmniej jedno rozwigzanie
nalezgce do przestrzeni C'(1).

Wiadomo, ze zbiér sktadajacy sie z wszystkich punktéw statych jest elementem ro-
dziny ker ;1. Poniewaz jadro zastosowanej miary niezwartodci zawiera wszystkie niepuste
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i ograniczone podzbiory X w C(I) takie, ze funkcje z X sg jednakowo ciagle i niemalejg-
ce na przedziale I, wiec mozemy stad wywnioskowaé, ze wszystkie rozwigzania réwnania,
catkowego (1) nalezace do zbioru B} sa niemalejace na przedziale I.
Przy dodatkowym zalozeniu, ze a(t) > 0 dla ¢t € I otrzymujemy, ze wszystkie rozwigzania
réwnania (1), ktére naleza do B} sa ciagle, niemalejace oraz dodatnie na przedziale 1.
W [H1] zwréciliSmy takze uwage na kilka istotnych faktéw dotyczacych przyjetych
zatozen. Mianowicie, rozwazajac réwnanie (1), zakladamy w warunku (i), ze funkcja f
jest ciagla na I x R oraz, ze spelnia warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej.
Zalozenie to jest niezbedne, co pokazuje nastepujacy przyktad. Gdy a(t) = 1, u(t, s, z) = 1
i f(t,z) = 2%, to otrzymujemy szczegdlny przypadek réwnania (1)

5(8) = 1+ 22(t) /01 ds =120,

Réwnanie to spelnia przyjete zalozenia (ii)-(v), ale zalozenie (i) nie jest spelnione i réw-
nanie to nie ma rozwigzania w C'(I).

W [H1] analizujemy réwniez postaé przyjetych zalozen w sytuacji, gdy funkcja f =
f(t,z) dana jest wzorem f(t, z) = p(t)z+q(¢), gdzie funkcje p(t) i q(¢) sa ciagte i niemale-
jace na przedziale [ oraz p(t) > 01iq(t) > 0 dla ¢ € I. Rozwazamy réwniez przypadek, gdy
funkcja m wystepujaca w naszych zalozeniach ma postaé m(r) = cr, gdzie ¢ jest pewna
stala dodatnia oraz m(r) = r2.

Podajemy takze przyktad kwadratowego réwnania calkowego bedacego szczegdlnym
przypadkiem réwnania (1), dla ktérego spelnione sg wszystkie przyjete przez nas zatozenia

i t 1 t?(s)

Oznacza to, ze powyzsze réwnanie ma co najmniej jedno rozwiazanie z = z(t) okreslone,
ciggle i niemalejace na przedziale I.

W pracy [H3| zostal wskazany i “naprawiony” blad, jaki pojawil sie w gléwnym
wyniku pracy [33], w ktérej autor badal kwadratowe réwnanie catkowe rzedu utamkowego

postaci
e+ 28 e

gdzie t € [0, T]. My rozwazamy kwadratowe réwnanie calkowe rzedu utamkowego, ktére
Jest bardziej ogdlne niz to badane w pracy [33], a mianowicie réwnanie

2(t) = aft) + (f;(i(;)) . /0 t E‘;(i j)(f_)ads, (5)

gdziet € I = [0,1] i @ € (0,1), przy czym bierzemy przedziat I = [0, 1], aby uproécié¢ ra-
chunki. Réwnanie (5) badamy w przestrzeni Banacha C/(7). Stosujac technike powigzana
z miarg niezwartosci Hausdorffa udowadniamy, ze réwnanie (5) ma nieujemne i niema-
lejgce rozwigzanie. Przy czym w naszym dowodzie stosujemy znacznie prostsza miare
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niezwartosci niz ta, ktéra uzyl autor w pracy [33], a mianowicie dla niepustego i ograni-
czonego podzbioru X przestrzeni C(I) miare niezwartosci Hausdorffa wyrazong formuts

X(X) = g(X), (©

gdzie wy(X) dane jest wzorem (2). Miara niezwarto$ci Hausdorffa ma kilka pozytecznych
wlasnosci i jest czesto stosowana w nieliniowej analizie oraz w teorii operatoréw [8], [15].
Warto wspomnieé, Ze miara niezwartosci moze by¢ zdefiniowana w bardziej ogdlny sposob,
ale dla naszych celéw miara niezwartosci Hausdorffa jest wystarczajaca.

Formutujemy zatozenia, ktére gwarantuja istnienie rozwigzania réwnania (5) naleza-
cego do przestrzeni C(7), ktére jest nieujemne i niemalejace na przedziale /. Rozwazamy
podzbiér P = {z € C(I): z(t) > a(0)dlat € I} przestrzeni C(I) oraz operator T okre-
slony na P i skojarzony z prawa strong réwnania (5). Po udowodnieniu, ze operator
T odwzorowuje zbiér P w siebie, pokazujemy, ze istnieje ry > 0 takie, ze operator T
odwzorowuje niepusty zbiér P,y = {z € P:||z| <7y} w siebie. Niech @ bedzie pod-
zbiorem zbioru £, sktadajacym sie z wszystkich funkeji z P,,, ktére sa niemalejace na
przedziale I. Tak okreblony zbior () jest niepusty, ograniczony, domkniety i wypukly.
W nastepnym kroku dowodzimy, ze operator T odwzorowuje zbiér Q w siebie oraz, ze
jest ciagly na zbiorze @), a nastepnie, ze jest kontrakcja wzgledem miary niezwartodci
Hausdorffa x danej wzorem (6). Stad, na podstawie twierdzenia typu Darbo wnioskuje-
my, ze operator T ma przynajmniej jeden punkt staly, czyli réwnanie (5) ma nieujemne
i niemalejgce rozwigzanie na przedziale /.

Jako przyktad ilustrujgcy omawiany rezultat pokazujemy, ze réwnanie typu (5) postaci

= LY [ o1,

t—s)t-e

1
]

gdzie t € I = [0,1], o jest ustalong liczbg z przedziatu (0,1) i n jest liczba naturalna, ma
dodatnie i niemalejace rozwiazanie z = z(t) takie, ze z(t) € [e‘2, ﬂ dlat eI

Jak wspomnieliémy wczesniej, w pracy [33] autor badal réwnanie (4), ktore jest szcze-
golnym przypadkiem rozwazanego w pracy [H3] réwnania (5), w przypadku gdy f(t,z) =
z. W pracy [33] autor przyjal, ze funkcja u(t, ) jest niemalejgca tylko ze wzgledu na
zmienng t. To zalozZenie okazalo sie niewystarczajace, aby zagwarantowaé, zeby operator
U, okredlony wzorem (Uz)(t) = I*u(t,z(t)), odwzorowywal niemalejzgce funkcje z C(I)

f"li il ds gdzie

t € I =0, 1], nie odwzorowuje niemalejacych funkcji z podzbioru przmtwem C(I) skta-
dajacego sie z funkeji nieujemnych, w funkcje tego samego typu.

w funkcje tego samego typu. Na przyktad operator (Uz)(t) = ( 7]

W pracy [H5] badamy istnienie rozwiazafi osobliwego kwadratowego réwnania cal-
kowego typu Volterry postaci

o(t) = aft) + 1(t:2(0) || TN (Ga)s)ds, ")
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gdzie t € I = [0,1] i o € (0,1) jest ustalona liczbg, w przestrzeni Banacha C(I), przy
czym zalozenia dotyczace operatora G sa opisane ponizej.

Jezeli J jest niepustym przedzialem, I = [a,b], f : I x J — R, F jest operato-
rem superpozycji generowanym przez funkcje f oraz X; oznacza zbiér wszystkich funkeji
dziatajacych z przedziatu I = [a, b] w J, to wowczas prawdziwe jest nastepujace, uzyteczne
twierdzenie.

Twierdzenie 2. ([H5] Theorem 2) Zaldimy, Ze spetnione sqg nastepujoce warunki:
(i) funkcja f jest ciggla na I x J,

(ii) funkcja t — f(t,z) jest niemalejgca na I dla kazdego ustalonego x € J i funkcja
x — f(t,x) jest niemalejgca na J dla kazdego ustalonego t € I,

(ili) funkcja f(t,x) spetnia warunek Lipschitza wzgledem x, tj. istnieje stala k > 0 take,
ze dla kazdego t € I i dla wszystkich x1, x5 € J zachodzi nieréunosé

|f (8. 22) = f (,21)| S K |wo — 2]

Wtedy d(Fz) < kd(z) dla kazdego xz € X .

Przy czym d zostalo okredlone przy konstrukcji miary niezwartosei (3).
Ponizsze zalozenia gwarantuja istnienie rozwiazan réwnania (7) w przestrzeni C(I).

(i) Funkcja @ € C(I) i a jest niemalejgca i nieujemna na przedziale /.

(i) Funkcja f : I x J — R, spelnia warunki (i) i (ii) Twierdzenia 2, gdzie J jest
nieograniczonym przedziatem takim, ze J C Ry i ag € J, gdzie ag = a(0).

(iii) Istnieje niemalejaca funkcja k(r) = k : [ag, +00) — R, taka, ze
|f (@, 22) = f (¢, 21)| < k() |22 — 21]
dla kazdego t € I i dla wszystkich 1, 2, € [ag, 7).

(iv) Funkcja b: I x I — Ry jest ciagla i funkcje s — b(¢, s) i t — b(t, s) sa niemalejace
na [ dla ustalonych t € 11 s € I, odpowiednio.

(v) Operator G odwzorowuje ciggle przestrzen C(I) w siebie i istnieje niemalejaca funk-
cja ¥ : Ry — Ry taka, ze ||Gz|| < 9 (||z|]) dla kazdego z € C(I). Poza tym, dla
kazdej funkcji x € C(I), ktéra jest nieujemna na I, funkcja Gz jest nieujemna
1 niemalejaca na I.

(vi) Istnieje dodatnie rozwigzanie 7o nieréwnosci
lall + (rk(r) + F1) ()bl /(1 = o) <7,

gdzie Fi = max{f(t,0):¢ € I} 1 ||b|| oznacza norme funkcji b(t,s) w przestrzeni
C(I x I). Poza tym, zaktadamy, ze k (ro) 4 (ro) ||b]] /(1 — ) < 1.
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Oczywiscie rozwazany przedzial I = [0, 1] mozna zastapi¢ dowolnym przedziatem I =
[a. b]. Ponadto, jezeli ry > 0 spelnia nieréwnoéé z zalozenia (vi), to wowczas mamy

k(o) ¥ (ro) I8l /(1 — @) <1 —llall /ro = Fit (ro) 1Bl /(1 — a)ro -

Zatem nieréwnos¢ & (rq) ¢ (ro) ||b|| /(1 — @) < 1 jest spetniona pod warunkiem, ze funkcje
a(t) lub t — f(¢,0) i b(t, s) nie znikaja.

Stosujac twierdzenie o punkcie stalym typu Darbo w polaczeniu z miarg niezwartosci
powigzang z monotonicznoscia dana wzorem (3) dowodzimy twierdzenie:

Twierdzenie 3. ([H5] Theorem 3) Przy zatozeniach (i)-(vi) réwnanie (7) ma co najmniej
jedno rozwigzanie x = z(t) w przestrzeni C(I), ktére jest nieujemne i niemalejgce na
przedziale 1.

Otrzymany wynik mozna zastosowaé¢ do probleméw, w ktérych wystepuja réwnania
rozniczkowe z maksimum oraz do réwnan catkowych rzedu utamkowego. W szczegdlno-
sci, gtowne twierdzenie pracy [H5], Twierdzenie 3, mozna zastosowaé do nastepujacego
kwadratowego osobliwego réwnania catkowego Volterry z maksimum

2(0) = aft) + f (ta(t)) [

0o (t—s)°

max {|z(r)| : 7 € [0, p(s)]} ds, ®)

gdzie t € I = [0, 1]. Réwnania catkowe tego typu sg zwigzane z nastepujacym problemem
Cauchy’ego
2'(t) = f(t) max {|z(7)| : 7 € [0,%]}, =z(0)=0.

Problemy tego typu byly rozwazane m.in. w [5], [48], [79]. Kwadratowe osobliwe réwnanie
catkowe (8) uogolnia réwnanie catkowe z maksimum rozwazane w pracy [26].

Zatozmy, ze funkcje a(t), f(t,x) i b(t,s) speliaja zalozenia (i)—(iv) Twierdzenia 3.
Woweczas operator G wystepujacy w réwnaniu (7) ma postaé

(Gz)(s) = max {|z(7)| : 7 € [0,p(s)]},

dla z € C(I) i s € I. Niech funkcja p : I — I bedzie niemalejaca i ciggla na prze-
dziale I. Wtedy dla dowolnej funkcji 2 € C(I) jej obraz Gz jest nieujemny, niemalejacy
1 ciagly na I. Operator G odwzorowuje ciagle przestrzen C(I) w siebie oraz ||Gz| =
|z]| dla kazdego z € C(I). Otrzymujemy, ze operator (G spelnia wymagania narzucone
w zatozeniu (v) z ¥(r) = r, natomiast zalozenie (vi) Twierdzenia 3 ma postaé:

(vi’) Istnieje dodatnie rozwigzanie 7 nieréwnosci
lall + (r&(r) + Fy) r|lbl| /(1 — o) <.

Poza tym, rok (ro) [|b]| /(1 —a) < 1.
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Przy powyzej sformutowanych zalozeniach réwnanie catkowe (8) ma przynajmniej jedno
rozwiazanie z = z(¢) w przestrzeni C([), nieujemne i niemalejace na przedziale I.

Szczegdlny przypadek réwnania catkowego (8), a mianowicie kwadratowe osobliwe row-
nanie catkowe Volterry z maksimum postaci

_t+1 t+s
z(t = \/7/ 10+t+8\/_max{|a:(*r)|:'r6[U,ﬁ}}de

gdzie t € I = [0, 1], ma dodatnie i niemalejace rozwiazanie x = x(t), ciagle na I i takie,
ze x(t) € [%,1} dlatel.
W [H5] badamy réwniez kwadratowe réwnanie catkowe rzedu utamkowego postaci

= ft.z@) 1t (Gz)(s) -
(1) = alt) + “rey /0 e iats, te =D, 9)

gdzie G jest operatorem dzialajacym z przestrzeni C(I) w siebie, symbol I'(«) oznacza
funkcje gamma i « jest ustalong dodatnig stalg. Oczywiscie dla a > 1 roéwnanie (9) nie
jest rownaniem osobliwym, dlatego zatozylismy, ze o € (0,1). Uwzgledniajac definicje
calki Riemanna-Liouville’a mozemy réwnanie (9) zapisa¢ w postaci

z(t) = a(t) + f(t, 2(0)1*(Gz)(t).

Réwnanie catkowe (9) jest szczegdlnym przypadkiem kwadratowego osobliwego réwnania
Volterry (7) przy zalozeniu, ze « € (0,1).

Opierajac sie¢ na Twierdzeniu 3 formutujemy twierdzenie méwigce o istnieniu rozwigzan
rownania (9).
Twierdzenie 4. ([H5] Theorem 4) Zalézmy, ze funkcje a(t), f(t,z) i operator G spetniajg
zatozenia (1)-(iil) ¢ (v) Twierdzenia 3. Zaldzmy takze, ze
(vil) nierdwnosé

lall + (rk(r) + F)9(r) /T +1) <7
ma dodatnie rozwigzanie vy takie, ze k (ro) v (1) /T(a+1) < 1.

Wtedy réwnanie catkowe (9) ma co najmniej jedno rozwigzanie x(t) = x € C(I) nieujemne
i niemalejgee na 1.
Poniewaz zalozenie (vii) jest zmodyfikowang wersjg zalozenia (vi) Twierdzenia 3, wiec
Twierdzenie 4 wynika bezposrednio z Twierdzenia 3.

Zauwazmy teraz, ze nastepujace kwadratowe réwnanie catkowe rzedu utamkowego

1 tz?(t) /1 }1 + 5 Tz(T)dT
ra/4) 1+4+z(t) (t —s)3/4
gdzie t € I = [0,1], jest szczegblnym przypadkiem réwnania (9). Funkcje wystepujace

w tym réwnaniu spelniaja zatozenia Twierdzenia 4, czyli réwnanie (10) ma nieujemne
1 niemalejace rozwigzanie z = z(t) w przestrzeni C(I).

o(t) = M ds, (10)
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Rozwazania w pracach [H4] i [H6] prowadzimy w przestrzeni Banacha BC(R,)
sktadajacej sie z wszystkich rzeczywistych funkeji okreslonych, ciagtych i ograniczonych
na przedziale Ry = [0, +00), wyposazonej w standardows norme supremum

]| = sup {|z(#)[ : £ > O} .

W pracy [H4| badamy istnienie rozwiazan nieliniowego kwadratowego réwnania cal-
kowego Volterry rzedu utamkowego

(11)

el Y — f(t,x(t)) f"u,(t,s,aj(s)) .
o(t) =p(0)+ "y / L

gdzie t € Ry, a jest ustalong liczbg z przedziatu (0, 1), za$ I' (a) oznacza funkcje gamma.
W naszych rozwazaniach stosujemy technike miar niezwartoéci w potaczeniu z klasycz-
ng zasada Schaudera o punkcie statym. Jak wspomnieliémy wezeéniej, w klasycznych prze-
strzeniach Banacha C([a, b]) i L¥(a, b) znane s3 wygodne kryteria dla relatywnej zwartosci.
W przypadku przestrzeni BC (R, ) znane sg tylko warunki wystarczajace dla relatywnej
zwartosci. Przy pomocy tych warunkéw mozna skonstruowaé wygodna miare niezwartosci
w przestrzeni BC (R).
Aby przypomnie¢ okreslenie miary niezwartosci w przestrzeni BC'(R..), ustalmy niepusty
1 ograniczony podzbiér X przestrzeni BC (R, ) i dodatnig liczbe T'> 0. Dlaz € X ic >0
oznaczmy przez w’ (z,e) modul ciggtosci funkcji z na przedziale [0, T):

w' (z,€) =sup{|z(t) — z(s)| : t,s € [0, T), |t — s| < e} .

Nastepnie polézmy
wl (X,e) = sup{wT(x,e) T € X},
G (X) = lima (X.),
w(X) = Jim of (X).
Dla ustalonej liczby t € R, oznaczmy
X(t)={«(t) : z € X},

diamX (t) = sup {|z(t) — y(t)| : z,y € X},
a(X) = lim sup diam X (¢).

t—oo

Wreszcie rozwazmy odwzorowanie u okreslone na rodzinie Mper, ) wzorem
(X)) =wo (X) + a(X). (12)
Odwzorowanie p jest miarg niezwartosci w przestrzeni BC (Ry) [15]. Przy czym, ani

wo(X) ani a(X) nie sa miarami niezwartosci w przestrzeni BC (R,). Jadro kerw, jest
rodzing ztozong z takich zbioréw niepustych i ograniczonych X, ze funkcje nalezace do X
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sa lokalnie jednakowo ciggte na R, czyli wg mierzy lokalny modut ciagtosci zbioru ogra-
niczonego zlozonego z funkeji cigglych i ograniczonych na pétosi. Natomiast a(X ) mierzy
grubo$¢ wiazki utworzonej przez wykresy funkcji, gdy argument wzrasta nieograniczenie.
Zatem jadro ker p tej miary sktada sie z wszystkich niepustych i ograniczonych zbiorow
X € Mper,) takich, ze funkeje z X sg lokalnie jednakowo ciggte na R, 1 grubosc wiaz-
ki utworzonej przez wykresy funkcji nalezacych do X dazy do zera w nieskoficzonosci.
Ta wlasnosé moze by¢ zastosowana do scharakteryzowania rozwigzan badanego réwnania
catkowego.

Podamy teraz definicje pojeé¢ asymptotycznej stabilnodci i przyciagalnosci rozwigzan
w przestrzeni BC (R ). Zalézmy, ze € jest niepustym podzbiorem przestrzeni BC (R, )i Q
jest operatorem dzialajgcym z Q w przestrzen BC (R, ). Rozwazmy nastepujace rownanie
operatorowe

z(t) = (Qz)(1). teRy. (13)

Definicja 2. ([H4] Definition 2.2) Rozwiagzanie x = z (¢) réwnania (13) nazywamy glo-
balnie przyciagalnym, jezeli dla kazdego rozwiazania y = y (¢) réwnania (13) mamy

Jim (2(6) — (8)) = 0. (1)

Innymi stowy, méwimy, ze rozwiazania rownania (13) sa globalnie przyciagalne, jezeli dla
dowolnych rozwiazan z (t) i y (t) tego réwnania spelniony jest warunek (14).

Definicja 3. ([H4] Definition 2.3} Moéwimy, ze rozwiazania réwnania (13) sa lokalnie
przyciggalne, jezeli istnieje kula B (zg,7) w przestrzeni BC (R, ) taka, ze dla dowolnych
rozwigzan z () i y () rownania (13) nalezacych do zbioru B (zg,7) N§2 zachodzi warunek
(14).

W przypadku gdy zbieznos$¢ w (14) jest jednostajna na zbiorze B (zq, r) N, czyli gdy dla
kazdego € > 0 istnieje T' > 0 takie, ze

z(t) —y(B)| < ¢ (15)

dla wszystkich rozwiazan z (t), y (t) réwnania (13) z B (z,7) N2 i dla kazdego t > T, to
moéwimy, ze rozwigzania rownania (13) sa jednostajnie lokalnie przyciggalne.

Definicja 4. ([H4] Definition 2.4) Méwimy, ze rozwigzania réwnania operatorowego sa
asymptotycznie stabilne, jezeli istnieje kula B (zq,7) taka, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje
T > 0 takie, ze jezeli z = z(t), v = y(¢t) sa dowolnymi rozwigzaniami rozwazanego
réwnania i z,y € B (zg, ), to warunek (15) zachodzi dla kazdego t > T'.

Pojecie jednostajnej lokalnej przyciggalnosci rozwigzan jest réwnowazne pojeciu asymp-
totycznej stabilnosci rozwiazan. Mozna wiec uzywaé tych pojeé¢ wymiennie. Oczywiscie,
globalna przyciggalno$¢ rozwigzan implikuje lokalnag przyciagalnosé, ale odwrotna impli-
kacja nie jest prawdziwa.

Definicja 5. ([H6| Definition 2.4) Méwimy, ze rozwigzania réwnania (13) sg jednostajnie
globalnie przyciagalne, jezeli zbieznosé w (14) jest jednostajna na dziedzinie Q2 operatora
Q, czyli gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje T > 0 takie, ze warunek (15) zachodzi dla
wszystkich rozwiazan réwnania (13) i dla kazdego t > T.
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Witasnosé jednostajnej globalnej przyciagalnosci jest bardzo mocna i wymaga bardzo moc-
nych zalozen natozonych na operator @ w réwnaniu (13).

Badamy istnienie rozwiazan réwnania (11) w przestrzeni BC (R, ), a dokladniej szu-
kamy takich zatozen dotyczacych funkcji wystepujacych w badanym réwnaniu, ktére gwa-
rantujg, ze to rownanie ma rozwigzanie nalezace do BC (R ), ktore jest asymptotycznie
stabilne (czyli jednostajnie lokalnie przyciagalne) na R,. W tym celu, stosujemy podej-
Scie 1aczace klasyczna zasade Schaudera o punkcie stalym z technika miar niezwartosci.
Oczywiscie stosujemy miare niezwartosci (12), ktéra pozwoli nam otrzymaé zapowiedzia-
ny wynik. Stosujac zasade Schaudera nalezy przede wszystkim zbudowaé przestrzefi F,
w ktorej F' jest operacja pelnociagly. Za wypukly zbiér Q przyjmuje sie zazwyczaj pew-
ng kule w przestrzeni £, przy czym nalezy tak dobra¢ promieni i érodek tej kuli, zeby
operacja F' odwzorowywata kule w siebie. Zasada Schaudera zabezpiecza tylko istnienie
rozwigzania, ale nie podaje metody znalezienia tego rozwigzania.

W [H4] rozwazamy réwnanie catkowe Volterry rzedu utamkowego (11). Naktadamy na
funkcje wystepujace w réwnaniu (11) takie warunki, ktére gwarantuja, ze badane réwnanie
calkowe ma przynajmniej jedno rozwiazanie z = z(¢) nalezace do przestrzeni BC (R, ).
Ponadto, rozwigzania réwnania (11) sa jednostajnie lokalnie przyciggalne.

Dla dowodu rozwazamy operator V' zdefiniowany na przestrzeni BC (R,.) przez pra-
wg strone réwnania (11), pokazujemy, ze operator V' odwzorowuje przestrzenn BC (R.)
w siebie oraz laczac przeprowadzone rachunki z zalozeniami otrzymujemy, ze istnieje
ro > 0 takie, ze operator V' odwzorowuje kule B,, w siebie. Poprzez odpowiednie oszaco-

wania dostajemy
w(VX) < ku(X),

gdzie k jest stata, k& < 1. Nastepnie, ktadziemy B] = ConvV (B,,), B2 = ConvV (Bﬂo),

itd. i rozwazamy ciag zbioréw (B;i’ﬂ) Zauwazamy, Ze cigg ten jest malejacy, tzn. B C
Bl dlan = 1,2,.... Ponadto, zblory tego ciggu sa niepuste, ograniczone, domkniete
i wypukte. Stad otrzymujemy

u(Br,) < k' (By,)

dlan = 1,2,... oraz mamy lim pu (Bfo) = (). Pamigtajac o Definicji 1 wnioskujemy, ze

TT—00
s}
zbiér Y = (N By jest niepusty, ograniczony, domkniety i wypukty. Zatem zbiér Y nalezy
1

=
do jadra ker p. W szczegdlnosei dostajemy

lirbn sup diamY (t) = tlingo diamY (t) = 0.
Operator V' odwzorowuje zbiér Y w siebie oraz jest ciggly na zbiorze Y. Laczac otrzyma-
ne fakty oraz nasze zalozenia wnioskujemy, ze operator V' odwzorowuje w sposob ciagly
zbiér Y w siebie.

Biorac pod uwage wszystkie informacje dotyczace zbioru Y i operatora V : Y — Y oraz
stosujgc klasyczng zasade Schaudera o punkcie stalym, wnioskujemy, ze V' ma co najmniej
jeden punkt staly z nalezgcy do zbioru Y. Oczywiscie funkcja z = z(¢) jest rozwiazaniem
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réwnania catkowego (11). Poniewaz Y € ker u, wiec otrzymujemy, ze wszystkie rozwigza-
nia réwnania (11) sg jednostajnie lokalnie przyciagalne w sensie Definicji 3.

Przyktadem konkretnego réwnania postaci (11), dla ktérego spelnione sa zalozenia
rozwazanego rownania, jest nastepujace réwnanie catkowe Volterry rzedu utamkowego

i \/E‘g{a’,‘z(s) +t2fi_\/t_:§

9 4t L(z +1) / Vi—st1

(#2+1)T(1/2) (t = )12 ds, (16)

0

gdziet € R, i L jest dodatnig stats. Rownanie (16) ma rozwiazanie w przestrzeni BC (R,)
nalezgce do kuli B;. Poza tym, wszystkie rozwigzania réwnania (16), ktére nalezg do B
sa jednostajnie lokalnie przyciagalne w sensie Definicji 3. Oznacza to, ze dla dowolnych
rozwigzan z (t) 1 y (¢) réwnania (16) nalezacych do B; mamy, ze tlirglo(x(t) —y() =0
jednostajnie na kuli B;.

Réwnanie catkowe rzedu utamkowego (11) bylo rozwazane w pracy [21], ale w zalo-
zeniu (iii) autorzy brali pod uwage funkcje n zalezaca od ¢ i ciagla na R,. W zalozeniu
(iii) zakladamy, ze funkcja n = n(t,s) zalezy od dwoch zmiennych ¢, s i jest ciggla na
R, X R;. Przy tej zmianie rezultat otrzymany w naszym giéwnym wyniku pracy [H4],
tworzy istotne uogélnienie wyniku z pracy [21], o czym $wiadczy chociazby réwnanie (16).
Funkcje wystepujace w tym réwnaniu nie speiniaja zalozen twierdzenia egzystencjalnego
udowodnionego w pracy [21].

Pewne problemy badane w teorii ruchu kotowego, biologii 1 teorii kolejek prowadza do
nastepujacego kwadratowego réwnania catkowego

wte) = f(t.,x(t))/Olv(t,s,x(s))ds? tic ik (17)

W pracy [H6] badamy istnienie rozwiazan nieliniowego kwadratowego réwnania catko-
wego Volterry postaci

#(t) = p(0) + 7,3(0) | ‘ot s, z(s))ds, te€R,. (18)

Réwnanie to jest volterrowskim odpowiednikiem réwnania catkowego (17). Otrzymany
wynik uogdélnia wyniki z prac [P3], [17], [27], [50], a takze wynik dotyczacy granicznego
przypadku kwadratowego réwnania catkowego Volterry rzedu utamkowego z pracy [21].
Rozwazania dotyczace réwnania (18) prowadzimy w przestrzeni BC(R, ). Aby oprocz
wyniku o istnieniu rozwiazafn réwnania (18) otrzymaé réwniez ich charakterystyke, sto-
sujemy technike miar niezwarto$ci w polaczeniu z klasyczna zasadg Schaudera o punk-
cie staltym. Do naszych celéw wykorzystujemy miar¢ niezwartosci (12) opisana w [H4].
Przypomnijmy, ze jadro kerp tej miary sklada si¢ ze zbioréw X € Mpem,) takich,
ze funkcje z X sa lokalnie jednakowo ciagle na R, i grubod$é wigzki utworzonej przez
wykresy funkeji nalezacych do X dazy w nieskoficzono$ci do zera. Dzieki tej wlasnodci
mozemy scharakteryzowa¢ rozwigzania réwnania (18) w terminach jednostajnie lokalnej
przyciggalnosci, czyli inaczej asymptotycznej stabilnosci. Formutujemy zalozenia gwaran-
tujace istnienie przynajmniej jednego rozwigzania réwnania (18) nalezacego do przestrzeni
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BC(R, ). Oprécz tego otrzymujemy, ze rozwiazania réwnania (18) sg jednostajnie lokalnie
przyciagalne, czyli asymptotycznie stabilne.

W [H6] rozwazamy dwa przyklady, ktére sg szezegdlnymi przypadkami réwnania (18).
A mianowicie pokazujemy, ze nastepujace réwnanie kwadratowe catkowe Volerry

2(z ()" + 2 (s) 1
G+D@E+1) 10 (t2+1)] s o)

z(t) = texp(—2t) + -2% arctg (\/E + ta:(t)) '/Of'

ma rozwigzanie w przestrzeni BC (R, ) nalezace do kuli B;. Poza tym, rozwigzania réw-
nania (19) sa jednostajnie lokalnie przyciggalne w sensie Definicji 3.
Podajemy takze drugie kwadratowe réwnanie catkowe typu Volterry

#) = = _i = + :—(:)l fot exp(s — t) {«/[:r:(s)l + exp (—3:2(3)) +exp(t—s— 1)] ds. (20)

Réwnanie (20) ma rozwiazanie nalezace do kuli B1 w przestrzeni BC (R,) i rozwiazania
tego rownania sg jednostajnie lokalnie przyciagalne w sensie Definicji 3.

Pojecie asymptotycznej stabilnosci (w sensie Definicji 4) zostalo wprowadzone w pracy
[P2]. Pojecie to zostalo zastosowane w [P3] do zbadania réwnania catkowego (18) z p(t) =
0. W [P3] badali$my réwnanie przy dodatkowym zalozeniu, ze funkcja f(¢.0) jest elemen-
tem przestrzeni BC (R). Poza tym w [P3] zakladali$my, ze funkcjav : Ry x Ry xR — R
jest ciagtla i istniejg ciggle funkcje a,b: Ry — R, takie, ze

i £l €

jest speiniona dla ¢t,s € R, i dla z € R.
Przy tych zalozeniach zostalo udowodnione, ze rozwazane réwnanie ma rozwiazanie z =
z(t) w przestrzeni BC (R.), ktére jest asymptotycznie stabilne w sensie Definicji 4.
Pokazalidmy, ze z tych zalozen wynika, Ze rozwiazania réwnania (18) sa globalnie przy-
ciggalne w sensie Definicji 2.

Gdy w réwnaniu (18) zalozymy, ze f(¢,2) = const., to otrzymamy nieliniowe réwnanie
catkowe Volterry postaci

t
S 4 / olt, 5:5(s))ds;, tER,. (23)

0
Wéwcezas, przy zatozeniu (i) gtéwnego twierdzenia [H6|, czyli przy zalozeniu, ze funkcja
p: Ry — R jest ciagta i ograniczona na R, oraz przy zatozeniu, ze funkcja v : R, x R, x

R — R jest ciagta i spetnia warunki (21) i (22), dostajemy, ze rozwiazania réwnania (23)
sg Jednostajnie globalnie przyciaggalne w sensie przyjete] przez nas Definicji 5.
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Podobne wnioski o globalnej przyciagalnosci i jednostajnej globalnej przyciagalnosci
rozwigzan mozna wyprowadzi¢ z zatozen natozonych w pracy [50]. Autorzy w pracy [50]
zalozyli, ze funkcja v(t,s,z) = v : Ry x Ry x R — R jest ciggla oraz, ze dla kazdego
z € BC (R;) zachodzi

tim [ "l s [ (24)
Jim m(t) [ o= (25)

gdzie m(t) jest funkcja z zalozenia (ii).
Przy zalozeniu, ze speliony jest warunek (24), otrzymujemy, ze rozwigzania réwnania
(23) sa jednostajnie globalnie przyciggalne.

Warto wspomnieé, zZe otrzymany przez nas wynik w gtéwnym twierdzeniu jest bardziej
ogoblny niz te otrzymane w pracach [P2], [P3], [50], poniewaz funkcje v(t, s, z) wystepujace
w réwnaniach catkowych (19) i (20) nie spelniaja ani warunkéw (21) i (22) ani warunkéw
(24) i (25).

W pacy [34] autorzy badali nieliniowe kwadratowe réwnanie catkowe typu Volterry-
Stieltjesa dwbch zmiennych postaci

u(t,z) = h(t,z) + f (¢ z,u(t,z)) /Ot /OL v(t, s, z,y,u(s,y)) dyge(z,y)dsar(t, s)

na ograniczonym kwadracie [0,1] x [0,1]. W pracach [H8] i [H9] rozwazamy to samo
réwnanie, ale w [H8] na zbiorze Ry x [0, M], gdzie M jest liczba dodatnia, zaé w [H9)]
badamy to réwnanie na zbiorze Ry x R,. Zatem wynik otrzymany w pracy [H8] uogélnia
wynik otrzymany w [34], natomiast wynik otrzymany w [H9] rozszerza wyniki otrzymane
w [34] i [H8]. Zaréwno w [H8] jak i w [H9] stosujac twierdzenie typu Darbo o punkcie
stalym w polaczeniu z odpowiednia miara niezwartosci pokazujemy, ze istnieje rozwigzanie
badanego réwnania w przestrzeni funkcji ciggtych i ograniczonych: w przypadku [H8] na
Ry x [0, M], a w przypadku [H9] na R, x R,.

W pracy [H8] prowadzimy rozwazania w przestrzeni BC (R, x [0, M],R), gdzie M
Jest liczba dodatnia. Przestrzen ta sklada sie z wszystkich funkcji u(t,z) = u : Ry x
[0, M] — R okredlonych, ciaglych i ograniczonych na zbiorze R, x [0, M] z norma supre-
mum

||““BC{R+><[0,M],R) = sup {[u(t, z)| : (t,z) € Ry x [0, M]}.

Dla naszych celéw wykorzystamy miare niezwartosci w przestrzeni BC (R x [0, M],R)
opisang ponizej. Niech U bedzie niepustym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni
BC (R x [0, M],R). Ustalmy liczb¢ dodatnia T > 0. Dla u = u(t,z) € Uie > 0
mamy modut ciagtosci funkeji u na zbiorze [0, T] x [0, M], okredlony nastepujaco

wT (u?E) = sup{|u (tg:&'}g) . u(t]>$1)| : tlr t? = [OT] y L1, T = [0: M]a
|t2 _tll < E;]xg —331‘ -<\5}

Nastepnie potdézmy
w” (U, €) = sup {wT (w,e) :u € U} :
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wi (U) = lilIéuJT (U,e),

W (U) = Jim of (U).
Dalej, dla ograniczonego zbioru U C BC (R, x [0, M],R) i dla dowolnie ustalonego
(t,z) € Ry x [0, M] definiujemy

Ut,z) = {u(t,z) :ue U},

diamU (¢, z) = sup {|ua (¢, 2) — u1 (¢, 2)| : u1,us € U},
a(U) = limsup {sup {diamU (¢t,z) : x € [0, M]}}.
t—oo

Wreszcie, dla U € Mper, xo,m)r) TOZWazmy odwzorowanie p okreslone wzorem
p(U) = (U) +a(U). (26)

Odwzorowanie p jest podliniows miara niezwartosci w przestrzeni BC (R x [0, M], R).
Jadro ker i tej miary sktada si¢ z wszystkich niepustych i ograniczonych zbioréw U ta-
kich, ze funkcje z U sa jednakowo ciagle na kazdym zwartym podzbiorze prostokata
R, x [0, M] (w szczegdlnosei, funkcje te sg jednakowo ciggle na kazdym prostokacie posta-
ci [0, 7] x [0, M]) i grubosé "plastra”, utworzonego przez powierzchnie bedace wykresami
funkcji nalezacych do zbioru U i przeciete w punkcie ¢ (¢t € R, ), dazy do zera w nieskori-
czonosci. Ta wilasnosé i Uwaga 1 pozwoli nam scharakteryzowaé rozwiazania badanego
rownania catkowego.

Podamy teraz definicje pojecia lokalnej przyciggalnodci i jednostajnej lokalnej przycia-
galnosci rozwigzan zaleznych od dwoch zmiennych nieliniowych réwnan catkowych dwéch
zmiennych w przestrzeni BC (R x [0, M],R). W przypadku réwnan jednej zmiennej moz-
na znalezé te pojecia np. w pracach [P2], [1], [21], [50] i byly one poprzednio omawiane.

Zatézmy, ze §2 jest niepustym podzbiorem przestrzeni BC (R, x [0, M],R) i @ jest
operatorem dziatajacym z Q2 w BC (R, x [0, M],R). Rozwazmy nastepujace réwnanie
operatorowe

u(t,z) = (Qu) (t.z), (t,z) € Ry x [0, M]. (27)

Definicja 6. ([H8] Definition 2.5) Méwimy, ze rozwigzania réwnania (27) sa lokalnie
przyciggalne, jezeli istnieje kula B (uo,r) w przestrzeni BC (R, x [0, M],R) taka, ze
B (ug,7) N Q # @ i dla dowolnych rozwiazan u(t,z) i v(t,z) réwnania (27) nalezacych
do zbioru B (ug,r) N2 i dla dowolnie ustalonego z € [0, M], zachodzi warunek

Jim (u(t.z) —v(t,z)) =0. (28)

W przypadku, gdy zbieznosé w (28) jest jednostajna na zbiorze B (ug,r) N, tzn. gdy
z € [0, M] jest dowolnie ustalone i dla kazdego ¢ > 0 istnieje T > 0 takie, ze

lu(t, z) —v(t, z)| < ¢

dla wszystkich rozwigzan u(t, ), v(¢, ) réwnania (27) z B (ug, 7) N2 1 dla kazdego t > T
moéwimy, ze rozwigzania rownania (27) sa jednostajnie lokalnie przyciagalne.
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Pojecie jednostajnej lokalnej przyciagalnosci jest rownowazne pojeciu asymptotycznej
stabilnosci.

Przypomnijmy, ze jezeli f jest rzeczywista funkcja okreslona na przedziale [a,b], to
symbol V® f oznacza wariacje funkcji f na przedziale [a,b]. Méwimy, ze f ma ogra-
niczong wariacje na [a,b], gdy V° f jest skoticzona. W przypadku funkcji rzeczywiste]
dwoch zmiennych g(w, z) okreslonej na zbiorze A C R? o niepustym wnetrzu, symbol
Ve_, 9(w, z) oznacza wariacje funkeji z — g(w, z) na przedziale la, b] zawartym w dziedzi-
nie funkeji z — g(w, z), gdzie zmienna w jest ustalona. Analogicznie definiujemy wielkosé

Vg}:p g(‘lﬂ, Z)'
W omawiane]j pracy rozwazamy podwdjng caltke Stieltjesa postaci

d d d pd
/c (f f(tjw)dygz(w)) dsgi(t, s) = f f Ft,x) dyga(z, y) dsgu(t, s),

gdzie g; : [a,b] x [c,d] — R (« = 1,2), a symbol d, wskazuje catkowanie ze wzgledu na y
(podobnie definiujemy symbol ds).

W pracy [H8|] badamy istnienie rozwigzan nieliniowego kwadratowego réwnania cal-
kowego typu Volterry-Stieltjesa dwédch zmiennych postaci

u(t,z) = h(t,z) + f (¢, z,u(t, z)) /Ot /Ox v(t,s,z,y,ul(s,y)) dyge(z,y) dsga(t, s), (29)

gdzie t € Ry = [0,400) i z € [0, M] (M jest ustalong liczba dodatnia).
Oznaczmy przez A; (i = 1,2) nastepujace tréjkaty

Ar={(t;s) ER*:0<s<t}, Ay={(z.y) eR*:0<y<z< M},
AT ={(t,s) eR*: 0< s <t < T},

gdzie T" > 0 jest dowolnie ustalong liczba.
Réwnanie (29) badamy przy nizej sformutowanych zatozeniach.

(i) h € BC (Ry x [0, M],R).

(ii) Funkcja f (¢, z,u) = f : Ry x [0, M]xR — R jest ciagla i spetnia warunek Lipschitza
ze wzgledu na zmienna u, tzn. istnieje stata k > 0 taka, ze

|f(t,$,ﬂl) = f (f’:x:UQ)I < k |’U,1 = u2|

dla wszystkich ¢ € Ry, z € [0, M] i uy,us € R. Poza tym, zaktadamy, ze funkcja
(t,z) — f(t,x,0) nalezy do przestrzeni BC (R, x [0, M],R).

Oznaczmy F = sup {|f (t,z,0)| : t € Ry, x € [0, M]}. Oczywiécie mamy, ze F < oo.

(iii) Funkcja g; (w,z) = g; : A; — R jest ciagha na tréjkacie A; (i = 1,2).
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(iv) Funkcja 2 — g¢; (w, z) ma ograniczong warlacje na przedziale [0,w] dla kazdego
ustalonego w € Ry gdy ¢ =1 oraz dla w € [0, M] gdy i = 2.
(v) a) Dla kazdego T'> 0 i € > 0 istnieje & > 0 takie, ze dla wszystkich ¢;,ts € [0, 7]
takich, ze t; < t3 1t — t; < ¢ zachodzi nastepujaca nieréwnosé
t1
'\—/0 [QJ (t2= S) — 01 (tl: 3)] SE.
b) Dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla wszystkich z1, z, € [0, M] takich,
ze 11 < 9 1 29 — 11 < 0 jest spelniona nastepujaca nieréwnosé
x]

v (92 (22,y) — g2 (z1,9)] < &
e

(vi) gi(w,0) =0 dla kazdego w € Ry gdy ¢ = 1 oraz dla w € [0, M] gdy i = 2.

(vii) Funkcja v : Ay x Ay x R — R jest ciagha i istnieje ciggla i niemalejgca funkcja
¢: Ry — R, taka, ze

v (&, 5. 2.y, u)| < ¢ (|ul)

dla wszystkich (¢,s) € Ay, (z,y) € Ay iueR.

(viii) lim ( togl (i,s)) —0.

W dowodzie gtéwnego wyniku korzystamy z ponizszych lematow.

Lemat 1. ([H8] Lemma 3.1) Zaldzmy, ze speinione sq warunki (iii)-(v). Wtedy:

a) Funkcja x — \a:/ g2 (2, y) jest ciggla na przedziale [0, M].
y=0

b) Dla dowolnie ustalones liczby x5 € [0, M) i dla kaidego € > 0 istnieje § > 0 takie, e
jezeli xq € [0, M], 2y < T3 139 — 21 < 4, to

o
V g2 (z2,9) < &

V=

Lemat 2. ([H8] Lemma 3.2) Zaldzmy, Ze speinione sq warunki (iii)-(v) oraz niech T > 0
bedzie dowolnie ustalone. Wiedy:

t
a) Funkcjat — V g1 (t,s) jest ciagla na przedziale [0, T).
=0

b) Dia dowolnie ustalonej liczby to € [0,T) i dla kazdego € > 0 istnicje 8 > 0 takie, e
Jezeli ty € [0,T), t; <ty ity —t; <6, to

t2
V g1 (ta,8) < &

s=11
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Biorac pod uwage Lematy 1 i 2 mamy nastepujacy wniosek:

Whiosek 1. ([H8] Corollary 3.3) Istniejg skoriczone state dodatnie K, i Ko takie, ze

t
Ky = Sllp{ Vg (t,s):te [U,T]}, gdzie T > 0 jest dowolnie ustalone oraz
5=0

y=0

K, =sup{\x/g2(:z:,y) = [OgM]}.

Podamy teraz kolejny lemat.

Lemat 3. ([H8] Lemma 3.4) Niech bedq spelnione zalozenia (iii)-(v) 1 (viii) oraz niech
¢
ki (t) bedzie funkcjg zdefiniowang réuwnoscig ky (t) = V g1 (¢, 5).
s=0
Wtedy K, = sup {k; (t) : t € Ry} jest skoriczong stalg dodatnig.

Sformutujemy nasze ostatnie zalozenie.
(ix) Istnieje dodatnie rozwiagzanie ¢ nieréwnosci
12l sogr, xjo,01.2) + (k”' & F) p(r)KiKa <7
takie, ze ¢ (1) kK1 Ko < 1.

Chociaz ostatnia nier6wnosé¢ wydaje sie doéé skomplikowana jest prawie zawsze spelniona.
Podamy teraz gtéwny wynik udowodniony w pracy [HS].

Twierdzenie 5. ([H8] Theorem 3.5) Niech bedg spetnione zatozenia (1)—(ix). Wtedy réw-
nanie (29) ma co najmniej jedno rozwigzanie v = u(t,x) € BC (Ry x [0, M],R). Poza
tym, wszystkie rozwigzania nalezgce do kuli B, sq jednostajnie lokalnie przyciggalne.

Idea dowodu powyzszego twierdzenia przedstawia sie nastepujaco. Rozwazamy opera-
tor @ zdefiniowany przez prawsg strone réwnania (29) i najpierw udowadniamy, przepro-
wadzajac do$¢ zmudne oszacowania, ze odwzorowuje on przestrzeii BC (R, x [0, M],R)
w siebie oraz, ze istnieje liczba 1 > 0 taka, ze operator () odwzorowuje kule B, w siebie.
W nastepnym kroku pokazujemy, ze operator @ jest ciagly na kuli B,,. Dla niepuste-
go podzbioru U kuli B,, otrzymujemy u(QU) < ¢ (r) KoKiku (U). Biorac pod uwage
Twierdzenie 1 i definicje miary niezwartosci dang wzorem (26) oraz uwzgledniajac zalo-
zenie (ix), wnioskujemy, ze istnieje co najmniej jedna funkcja u = u(t, ) nalezaca do kuli
B,,, ktéra jest rozwigzaniem réwnania (29). Pamigtajac o opisie jadra miary niezwartoéci
# zdefiniowanej wzorem (26) w przestrzeni BC (R, x [0, M],R) i uwzgledniajac Uwage
1 oraz Definicje 6 wnioskujemy, ze rozwigzania réwnania (29) nalezace do kuli B,, sa
jednostajnie lokalnie przyciggalne.
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W przypadku, gdy mamy ¢:1(¢,s) = s, g2(z,y) = y 1 Fu = 1, réwnanie (29) redukuje
sie do klasycznego nieliniowego réwnania Volterry dwdéch zmiennych postaci

t T
u(t, z) = h(t, 2) +-/o /0 v(t,s, x,y,u(s,y))dyds,

natomiast gdy ¢:1(t, s) = s, go(z,y) = v 1 A(f, 2) = 0 otrzymujemy nastepujace réwnanie

il s f(t}x:u(t;x))/ot [0 e, (5, 9)) dyds.

Oczywiscie rozwigzania tych réwnan powinny by¢ badane przy innych zatozeniach.

W [H8] podajemy przyktady funkcji g;(w, z) = ¢; : A; — R (i = 1,2) wystepujacych
w réwnaniu (29). Pokazujemy, ze funkcje go(z,y) = g2 : Ay = R, Go(z.9) =92 : Ay — R
zdefiniowane nastepujaco

- é (52 =l .addle 0D,

25 zln®™2 dla O<y<z<M
Gz, y) = 0 dla z=0

spelniaja zatozenia, ktére dotyczg funkceji gs.
Weryfikujemy réwniez zalozenia dotyczace funkcji g1 w przypadku, gdy funkcja ¢, (¢, s) =
g1 : A1 — R dana jest wzorem

91(t, s) = a(t)b(s),

gdziea : Ry — R, b: R, — R oraz gdy

a;(t)bi(s)

I
'M?’“

=1
gdziea; R, - R bR, - Rdlai=1,2,... k.
[ustrujemy takze na przykltadzie gtéwny wynik [H8], a mianowicie wykazujemy, ze
réwnanie catkowe postaci
wltz) = In{z+1) N arctg (2% + u(t. z))
t+ 2 etz + 1

// mxsm £+ s +3/J+1)[(t+8)1n(l+§)+s]dyd9 (30)

(z+y) (t+5) (2 +1)

gdzie t € Ry = [0,400) i z € [0,1] (tzn. M = 1), bedace szczegblnym przypadkiem réw-
nania (29), ma rozwigzanie w przestrzeni BC (R x [0, M], R) nalezace do kuli By. Poza
tym, rozwiazania réwnania (30) nalezace do kuli B; sa jednostajnie lokalnie przyciggalne
w sensie Definicji 6.

W pracy [H9] udowadniamy twierdzenie egzystencjalne dla nieliniowego réwnania
catkowego Volterry-Stieltjesa dwoch zmiennych postaci (29), gdzie ¢,z € R,. Rozwazania
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przeprowadzamy w przestrzeni BC (Rzi) = BC (R, x R, ,R) wszystkich funkcji rzeczy-
wistych u (t,2) = v : Ry x R,y — R okreslonych, ciaglych i ograniczonych na zbiorze
R, x Ry z norma supremum

lull sy = 5up {1 (6, 2)|  (t.2) € Ry x Ry}

Miare niezwartosci w tej przestrzeni konstruujemy w nastepujacy sposéb. Niech U €
Ech(Rﬁ) oraz niech T' > 0 bedzie ustalong liczba. Dla w = u (t,z) € U i £ > 0 rozwazmy

modul ciagtodci funkeji u na zbiorze [0, 7] x [0, T
wT (u,e) = sup{|u (fg,.’lig) — u(t1?$1)| 4 tl,t27I1}$2 c [O}T] 5 |t2 - t1| é & |$2 — 331| < E} r

Potézmy
w” (U, €) = sup {wT (u,€) 1u € U} i

uf (V) = lim " (U,¢),
W (U) = Jim i (U).

Nastepnie, dla ograniczonego zbioru U C BC (Rﬁ_) i dla dowolnie ustalonego (t,z) €
R, x R, definiujemy
U@z ={utz) vue U},
diamU (¢, z) = sup {|uz (t,2) — w1 (¢, 7)| : uy,up € U},
o (U) = limsup {diamU (¢,z)}.
f—00

Na zakoficzenie rozwazmy dla U € SJTBC(RQ) odwzorowanie y okreslone wzorem
+

pU)=wg* (U)+0(U). (31)

Uwaga 2. ([H9] Remark 2) Odwzorowanie u jest podliniowa miarg niezwartosci w prze-
strzeni BC (Ri) Jadro ker o tak zdefiniowancj miary sktada sic z wszystkich niepustych
1 ograniczonych zbiorow U takich, ze funkcje z U sa jednakowo ciagle na kazdym zwartym
podzbiorze Ry x R, w szczeg6lnosci funkcje te sa jednakowo ciggte na kazdym kwadracie
postaci [0, 7] x [0, 7T7], 1 grubos¢ ”plastra” utworzonego przez powierzchnie bedace wykre-
sami funkcji nalezacych do zbioru U i przecigte w punkcie (¢, z) (t,z € R, ), dazy do zera
w nieskonczonosci.

Dzigki tej uwadze mozemy scharakteryzowaé rozwigzania badanego réwnania.

Uwaga 3. ([H9] Remark 3) W definicji miary niezwartoéci (31) mozemy rozwazaé modut
cigglosci funkcji u dla #1,% € [a,b] 1 x1,22 € [c,d]. Aby uproéci¢ rachunki bierzemy
tl: t?-: T1,%2 € [0} T]
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Przyjmujemy nastepujaca definicje pojecia lokalnej przyciggalnosci rozwiazan zalez-
nych od dwéch zmiennych nieliniowego réwnania catkowego dwoch zmiennych w prze-
strzeni BC (Ri) Zaltozmy, ze §) jest niepustym podzbiorem przestrzeni BC (Ri) i@

jest operatorem dziatajacym z Q w BC (Ri) Rozwazmy nastepujace réwnanie operato-
rowe

wit, o) = (Quit2), (t,z) e Ry x R,. (32)

Definicja 7. ([H9] Definition 2) Méwimy, ze rozwiazania réwnania (32) sg lokalnie przy-
ciggalne, jezeli istnieje kula B (ug,r) w przestrzeni BC (Ri) taka, ze B (ug,7)NQ # 0
oraz dla dowolnych rozwiazan wy (t,z) i us (t,x) réwnania (32) nalezacych do zbioru
B (ug, ) N Q mamy

lm (uy (t,z) —up (t,z)) =0. (33)

tx—oo

Gdy zbiezno$¢ (33) jest jednostajna na zbiorze B (ug, 7) N2, czyli gdy dla kazdego € > 0
istnieje T' > 0 takie, ze
|ug (¢, 2) —us (¢, 2)| < &

dla wszystkich rozwiazan u; (¢, z), ug (¢, z) réwnania (32) z B (ug, ) N Q2 i dla wszystkich
t,x > T, méwimy, ze rozwiazania réwnania (32) sa jednostajnie lokalnie przyciagalne.

Przypomnijmy, ze w [H9] badamy istnienie rozwigzan nieliniowego kwadratowego réw-
nania catkowego typu Volterry-Stieltjesa dwéch zmiennych postaci

i @
u(t,z) = ht.z) + f (t, 7, u (t, 7)) / / v(t, s, 2,y u(s,y)) dyga(w,y) dsgi(t, s),  (34)
Jo Jo
gdzie ¢,z € Ry = [0, +00). Przyjmujemy nastepujace oznaczenia
Alz{(t,s) €R2:O§sét}, AQ:{(:I:,;;)ERQ:(}Q,@%Q:},

AT ={(t.s) eR*:0<s<t<T}), Al={(z,9)eR*:0<y<z<T},
gdzie 1" > 0 jest dowolnie ustalong liczbg.
Réwnanie (34) badamy przy ponizej sformutowanych zalozeniach.

(i) h e BC (RZ).

(i) Funkcja f(t,z,u) = f : Ry x Ry x R — R jest ciagla i istnieje ciagla funkcja
p: Ry — R, taka, ze

|f (82, u1) = f (¢, 2, up)| < p(2) [ur — g

dla wszystkich £,z € R, i uy,us € R.
Ponadto, zakladamy, ze funkcja (¢.z) — f (¢,z,0) nalezy do przestrzeni BC (Ri)

Oznaczmy Fy =sup{|f(¢,z,0)| : ¢,z € R, }, wtedy Fy < 0.
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(ili) Funkcja g; (w,z) = ¢; : A; — R jest ciagla na tréjkacie A; i g; (w, 0) = 0 dla kazdego
w e R+ (?; = 12)

iv) Funkcja z — ¢; (w,2) ma ograniczona wariacje na przedziale [0, w| dla kazdego
g
ustalonego w € R, (i =1,2).

(v) Dla kazdego T > 0 ie > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla wszystkich wy, ws € [0,7]
takich, ze wy < wo 1 wy — wy < & zachodzi nastepujaca nieréwnosé

un

V [gi (wo,2) — gi (wy,2)] e dla i=1,2.
z=0

(vi) lim (\/ 9 (Mf)) =0.
y=0

(vii) Funkcja v: Ay x Ay x R — R jest ciggla oraz istnieja ciagla i niemalejaca funkcja
¢ : Ry — R, oraz ciagta funkcja a : Ay — R, takie, ze

vt sz, 9,u)| <alt.s)d(|u])

dla wszystkich (¢, s) € Ay, (z,y) € Ag, u € R i takie, ze

lim Uia,(ts) ds (\j/ a1 (t,p)) ==

t
—* 00 ?}:0

oraz

Ll_i.lg,p(t) /Ota(trs) ds (\j/ 9 (t:p)) = 0.

Na podstawie zalozenia (vil) mozemy zdefiniowaé nieujemne stale

Ay =sup {/;a(t: S) ds (\i/ 1 (f,p)) :tER-E—}:

Ay =sup{p(t)/ota(t38)ds (\j/gl (tap)) =t€R+}-

Bedziemy korzysta¢ z nastepujacego lematu.

Lemat 4. ([H9] Lemma 3) Zaldimy, ze spelnione sq warunki (iii)-(v) oraz, ze T > 0 jest
dowolnie ustalone. Wiedy:

a) funkcja w — {/ gi (w, 2) jest ciggla na przedziale [0,T) dlai= 1,2,
z=0




b) dla dowolnie ustalonej liczby wy € [0,T] i dla kaZdego € > 0 istnieje § > 0 takie, Ze
jezeli wy € [0,T), wy <ws twy —w; <9, todlai=1,2

wo

v gi (we, z) < .

z=n

Z Lematu 4 wynika, Ze istnieja skonczone nieujemne state G; (i = 1, 2) takie, ze
G; = sup { Vogi(wz):we [O,T]} ,
z=0

gdzie T' > 0 jest dowolnie ustalone oraz i = 1, 2.
Mamy teraz nastepujacy lemat:

Lemat 5. ([H9| Lemma 4) Niech bedg spetnione zafozenia (iii)-(vi).
Wtedy G = Sllp{ \7 g (z,y) 1z € R+} jest skoficzong nieujemng stalq.
y=0

Ostatni warunek, przy ktérym rozpatrujemy réwnanie (34) ma postac:
(viii) Istnieje dodatnie rozwigzanie ry nieréwnosci

”hHBG(Ri) + (Aor + FoA) ¢ (1) G r

takie, ze ¢ (19) GAs < 1.

Przy powyzszych zalozeniach dowodzimy, ze réwnanie (34) ma przynajmniej jedno
rozwigzanie v = u(t,z) € BC (Ri) oraz, ze wszystkie rozwigzania badanego réwnania
nalezgce do kuli B, sa jednostajnie lokalnie przyciagalne.

W [H9] analizujemy pewne przypadki szczegdlne nieliniowego kwadratowego réwnania
catkowego typu Volterry-Stieltjesa dwéch zmiennych. Badamy, jak wygladaja zalozenia
(ili)-(vi) réwnania (34) dotyczace funkcji gi(w,2) = ¢ : A; — R (i = 1,2), przy ich
réznych postaciach, np. gdy

g1(t, s) =g (t) s, gdzie a Ry =R, (ts8) el

oraz
g2 (z,y) = az (z) y, gdzie az Ry = R, (z,y) € Ay
lub gdy
k ! -
git.s) => () Bi(s) 1 gle.y) =) T ()5 (v).
i=1 j=1

gdzie o; (t), G; (s), &5 (z), B; () : Ry - R, i=1,...,k j=1,...,1 (k,l €N).
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Podajemy réwniez przykiad réwnania, ktore jest szczegbdlnym przypadkiem nielinio-
wego kwadratowego réwnania catkowego typu Volterry-Stieltjesa dwéch zmiennych (34)

u(t::c):sin< B )+tgh(tx+ut3:)fj

te +C 2+ t2 4+ M

A{t—s)' “tgh(z+y) 4
|1H ( w((t—s)*+12+4)

ul)
dyds,
(zy +1)* (t — 5) 5

gdzie t,z € R, = [0,+00), « € (0,1) i B, C, M s dodatnimi rzeczywistymi statymi.
Réwnanie to ma rozwigzanie w przestrzeni BC (Ri) nalezagce do kuli B,,. Poza tym,
wszystkie rozwigzania tego réwnania, ktére nalezg do kuli B,,, sa jednostajnie lokalnie
przyciggalne w sensie Definicji 7.

ROZWIAZANTA NIESKONCZONYCH UKEADOW NIELINIOWYCH ROWNAN CARKOWYCH
W PEWNYCH PRZESTRZENIACH BANACHA I WEASNOSCI TYCH ROZWIAZAN

Omoéwimy teraz wyniki zawarte w publikacjach [H2|, [H7], [H10], a dotyczace
istnienia rozwiagzan nieskonczonych uktadéw réwnan catkowych.

Jezeli E jest rzeczywista przestrzenia Banacha z norma || - || g, a I = [a, b] jest danym
przedziatem, to wowczas C(I, E) oznacza przestrzen Banacha sktadajaca sie z wszystkich
funkcji okreslonych i cigglych na I o wartoSciach w ustalonej przestrzeni E. Przestrzen
C(I, E) jest wyposazona w norme

x|l = max {||z(t)|g : t € E} .

Jezeli X jest podzbiorem przestrzeni C(I, E), to dla ustalonego ¢ € I przez X(t)
oznaczamy podzbiér E zdefiniowany nastepujaco

X(t) ={z(t) :x € X}.

Przypomnijmy kryterium zwartosci w przestrzeni C(I, E), ktére jest uogdlnieniem
twierdzenia Arzéla-Ascoli.

Twierdzenie 6. Ograniczony podzbiér X przestrzeni C (I, E) jest relatywnie zwarty wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy funkcje naleigce do X sq jednakowo ciggle na przedziale I i zbior
X () jest relatywnie zwarty w przestrzeni E dla kazdego t € I.

W pracy [H2], wykorzystujac klasyczng zasade Schaudera o punkcie statym, wyka-
zujemy istnienie rozwigzania nieskoficzonego uktadu osobliwych réwnan catkowych

fils, zils), za(8)y: =) 4.
£i(t) = ai(t / t—a} ds, (35)

gdzie i = 1,2,..., t € I = [0,1], a & jest ustalong liczba z przedziatu (0, 1). Pokazuje-
my réwniez, ze otrzymany wynik moze byé¢ zastosowany do rozwigzania nieskonczonego
uktadu réwnan rézniczkowych rzedu utamkowego. Wyniki [H2] sg uogélnieniem wynikéw
otrzymanych w pracy [16].
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Roéwnanie (35) badamy w przestrzeni ciggowej Banacha ¢, skladajacej sie z wszystkich
rzeczywistych ciagéw x = (z;) zbieznych do zera, wyposazonej w norme

[Zlleo = I (i) lleo = max{|a:] :2=1,2,...}.
Przypomnijmy, ze ograniczony podzbiér X przestrzeni ¢, jest relatywnie zwarty [39]
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

00 re

lim {sup {max [|zy| : k > ?]}} =f
X

Wymienione ponizej zatozenia gwarantuja istnienie rozwiazan nieskonczonego uktadu
osobliwych réwnan catkowych (35).

(i) Funkcje f; sa okreslone na zbiorze I x R™ i przyjmuja rzeczywiste wartosci (i =
1,2,...). Poza tym operator f okreslony na przestrzeni I x ¢y w nastepujacy sposob:

(t,2) = (f2) (t) = (fi(t, 2), folt, 7). ...)

odwzorowuje przestrzen I x co w przestrzen ¢ oraz rodzina funkcji {(fz) (t)},., jest
jednakowo ciggta w kazdym punkcie przestrzeni cq.

(ii) Istnieja funkcje B;(t) i vi(t) (i = 1,2,...) okreélone, nieujemne, niemalejace i jed-
nostajnie ograniczone na [ oraz takie, ze [y (11(s) /(1 — s)*)ds < m, gdzie m jest
staty taka, ze m € (0, 1). Poza tym, ciag funkcyjny (fg (Bi(s) /(t — 8)*) ds) jest mo-
notonicznie zbiezny do zera w kazdym punkcie ¢t € I, podczas gdy cigg funkcyjny
(fdf’ (v(s) /(t — 8)%) ds) jest nierosnacy w kazdym punkcie ¢ € I oraz jest spelniona
nastepujaca nieréwnosé:

|fi (¢, 21, 22, .. )| < Bi(t) + vi(t) sup {|zx| : k& > ¢},
dla kazdego t € I, i =1,2,... i dla kazdego = = (z;) € ¢.

(iii) Funkcje a; : I — R sg ciagle na I i ciag (|a;(¢)|) jest zbiezny monotonicznie do zera
w kazdym punkcie ¢t € 1.

Zatozenie (i) o jednakowej ciagtosci rodziny funkeji {(fz) (¢)},.; w kazdym punkcie
przestrzeni ¢y oznacza, ze dla kazdego xzgy € ¢y i dla kazdego € > 0 istnieje & > 0 takie, ze
1(fz) &) = (fzo) (t)],, < € dla kazdego ¢ € I i dla kazdego z € ¢, takiego, ze |z — zo| < §
[70].

Poza tym, funkcje [ (8:(s)/(t—s)*)ds i |a;(t)] (i = 1,2,...) wystepujace w (ii)
oraz (iii) sy ciggle na I, tak wiec na podstawie twierdzenia Diniego [70], ciagi funkcyjne
(fgt (G:(s) /(t — 5)*) ds) i (|a:(t)]) sa jednostajnie zbiezne do funkeji znikajacej tozsamo-
Sciowo na I. Stad mozemy wywnioskowaé, ze w szczegélnosci ciag funkeyjny (a;(t)) jest
jednakowo ciggly na przedziale 1.

Gléwny wynik pracy [H2] zawarty jest w twierdzeniu:
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Twierdzenie 7. ([H2] Theorem 2) Przy zalozeniach (i)-(iil) nieskoriczony ukiad osobli-
wych réwnarn catkowych (35) ma co najmniej jedno rozwigzanie x(t) = (z;(t)) takie, ze
z(t) € ¢ dla kazdego t € I.

W dowodzie Twierdzenia 7 rozwazamy podzbidr @ przestrzeni C (I, ¢q) skladajacy sie
z wszystkich funkeji z(¢) = (x;(¢)) takich, ze

sup {|zx(£)] : k > i} < wi(t) +wi(t),

dlai=1,2,...1t € I, gdzie funkcje w;(t) i v;(t) ( = 1,2,...) sa okreslone na przedziale
I wzorami

B
il fOt . (SS) ds U(t)_sup{[ai( s):0< s <t}
. - i (1) = t
7 1= JU (f{z{q)}a dS 1 — [‘é (2‘ (:) ds

Funkcje w;(t) 1 vi(t) (4 = 1,2,...) sa niemalejace na przedziale I. Pokazujemy, ze operator
F okreslony na przestrzeni C (7, ¢y) nastepujaco

(F2)(t) = (F0i(0) = (O + [ 1/t = 9°) fils,a(5),2a(s),..) ds)

odwzorowuje zbior () w siebie oraz ze jest ciagly na zbiorze (). Wowcezas zbior Q1 = F(Q)
sktada sie z funkcji jednakowo cigglych na /. Natomiast domknieta, wypukla powloka
zbioru @, czyli zbiér Y = Conv@Q;, jest zbiorem domknietym, ograniczonym i jednako-
wo clagtym na przedziale /. Dowodzimy, ze operator F' odwzorowuje zbiér Y w siebie,
a nastepnie z kryterium zwartosci w przestrzeni ¢y otrzymujemy, ze dla kazdego ustalonego
t € I zbiér Q1(t) jest relatywnie zwarty w przestrzeni cg. Stad na podstawie Twierdzenia
6 dostajemy, ze zbior Y jest relatywnie zwarty w przestrzeni C (I, cy). Pamietajac, ze
zbiér Y jest domkniety, mamy, ze jest on zwarty w przestrzeni C (I, ¢p). Biorac pod uwa-
ge fakt, ze F' odwzorowuje w sposéb ciagly zbiér YV w siebie i stosujge zasade Schaudera
o punkcie stalym wnioskujemy, ze F' ma punkt staly w zbiorze Y, bedacy rozwigzaniem
nieskonczonego ukladu réwnan catkowych (35).

W [H2]| pokazujemy réwniez, ze wynik zawarty w Twierdzeniu 7 moze byé zastosowany
do nieskoniczonego uktadu réwnan rézniczkowych rzedu utamkowego.
Rzeczywiscie, rozwazmy nieskoriczony uktad réwnan rézniczkowych rzedu utamkowego
postaci

D) =g e L) T lh)yoan) (36)

razem z warunkami poczatkowymi

gdziei=1,2,...,t € I =[0,1] oraz « jest ustalong liczba, o € (0, 1).
Z wtasnosci calki rzedu utamkowego dostajemy, ze problem (36)—(37) mozna zapisaé
w postaci nastepujacego nieskonczonego ukladu osobliwych réwnan catkowych
1

nlt) =2l + 5 /O (£ — 8)%1gi (5, 21(5), 72(s), . ..) ds, (38)
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gdziet€ I orazi=1,2,....

Oczywiscie, nieskonczony uktad réwnan catkowych (38) jest szczegdlnym przypadkiem nie-
skoriczonego uktadu osobliwych réwnan catkowych (35), gdzie a;(t) = 201 fi (t, 21, 22,...) =
(1/T (a)) g; (t. 21, 22, .. .). To implikuje, ze mozemy tatwo sformutowaé twierdzenie o ist-
nieniu rozwigzania nieskonczonego ukladu (38).

Twierdzenie 8. ([H2] Theorem 3) Zaldzmy, ze spelnione sq warunki (1) oraz (ii) 2 Twier-
dzenia 7, gdzie zamiast funkcyi f; (L, z1, x2, . . .) rozwazamy funkcje (1 /T («)) g: (¢, 21, 79, .. .)
(i=1,2,...) oraz zamiast warunku (iii) mamy warunek:

(iii") cigg (|2?|) jest monotonicznie zbieiny do zera.

Wiedy nieskoriczony uktad osobliwych réwnari catkowych (38) (réwnowaznie: nieskoniczony
uktad rownari rézniczkowych rzedu utamkowego (36) z warunkami poczgtkowyms (37)) ma
co najmniej jedno rozwigzanie x(t) = (z;(t)) takie, ze x(t) € ¢y dla kazdego t € I.

W pracy [H7] badamy istnienie rozwiazan nieskoficzonego uktadu nieliniowych réw-
nain catkowych rzedu utamkowego na skoficzonym przedziale [a, b]. W tym celu rozwazymy
bardziej ogdlng sytuacje, a mianowicie zbadamy najpierw istnienie rozwiazan nieskoniczo-
nego ukltadu nieliniowych réwnan catkowych typu Volterry—Stieltjesa z jadrami zaleznymi
od dwéch zmiennych rzeczywistych.

Zastosowane przez nas podejscie umozliwia wykorzystanie narzedzi, ktére pojawity sie
w ostatnich latach w pracach po$wieconych nieliniowym réwnaniom catkowym Volterry-
Stieltjesa (3], [10], [11], [20], [22], [23]. Pozwala nam réwniez uzyskaé, jako szczegdlne
przypadki, kilka interesujacych wynikéw dotyczacych nieskoriczonych ukladéw nielinio-
wych rownan catkowych rzedu utamkowego. W przypadku nieliniowego réwnania catko-
wego rzgdu utamkowego takie techniki byly stosowane w pracy [23]. Zatem praca [H7]
moze by¢ traktowana jako uogdlnienie pracy [23]. Wyniki otrzymane w [H7] uogélniaja
réwniez wyniki otrzymane w [16]. Z drugiej strony, wyniki pracy [H7] uogélniaja takze wy-
niki otrzymane w [H2|, gdzie byly badane nieskoficzone ukltady réwnan catkowych rzedu
utamkowego, stanowigce szczegblny przypadek nieskoriczonych ukladéw réwnah catko-
wych rzedu utamkowego rozwazanych w pracy [H7).

W pacy [H7] badamy nieskoniczony uklad nieliniowych réwnan catkowych typu Volterry-
Stieltjesa

s8] =8 % fo ‘B ala ), e, (39)

dlai=1,2,...idlat € [0,1]. Podstawowe narzedzie wykorzystywane w dowodzie gtéw-
nego wyniku pracy [H7], to klasyczne twierdzenie Schaudera o punkcie stalym. Stosuje-
my to twierdzenie do operatoréw zdefiniowanych na przestrzeni C (I, cp), skladajacej sie
z funkcji okreslonych i cigglych na przedziale I = [0,1] o wartoéciach w klasycznej cia-
gowe] przestrzeni Banacha ¢y rzeczywistych ciagéw zbieznych do zera z klasyczng norma
maksimum.

Oznaczmy przez A tréjkat A = {(t,s) : t,s € I,s < t}.

Uktad (39) rozwazamy przy nastepujacych zalozeniach:
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(1)

(i)

(iii)

(vii)

(viii)

Funkcja p; = pi(t) jest ciagla na przedziale I dlai = 1,2,.. .. Poza tym, ciag (|p:(¢)])
jest monotonicznie zbiezny do zera w kazdym punkcie ¢ € I.

v; : AXR*® - R (i=1,2,...) i operator V okre$lony na przestrzeni A x ¢y wzorem
ey 2]V 2)(E8) = (ill:8:2) 1 valt8i B o)

odwzorowuje przestrzen A X ¢y w ¢p 1 rodzina funkcji {(Vz)(¢, 8)}; en jest jedna-
kowo ciagla na przestrzeni cp.

Dla kazdego ograniczonego podzbioru S przestrzeni ¢g funkcja ¢ — (Vz)(¢,s) jest
jednostajnie ciggta na zbiorze A x .S, tzn. dla dowolnego £ > 0 istnieje d > 0 takie, ze
jezeli (t1, ), (t2, s) € A sg takie, ze [ty — t1] < 9, to [|[(Vz) (t2,8) — (V) (t1, 9)]|,,, <
¢ dla wszystkich =z € S.

Funkcja ¢;(t, s) = ¢; : A — R jest ciggla na tréjkacie A (i=1,2,...).

Funkcja s — g¢,(t, s) ma ograniczong wariacje na przedziale [0,¢] dla kazdego t € I
(=13

Dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla wszystkich t1, ¢, € I takich, ze t; < t,
1ty —t; < & zachodzi nastepujaca nieréwnosé

t1

V [gi (t2,8) — gi (t1,8)] < &

s=0
dla wszystkich ¢ = 1,2, .. ..
Gt 0)=0dlateTFii="1,2: .

L
Ciag (K;) stalych zdefiniowanych nastcpujaco K; = Sup{ V ogi(t,s) : te f} jest
s=0

ograniczony.

Istnieja nieujemne funkcje o; = ay(t, s) 1 B; = B;(¢, s) okreslone na tréjkacie A dla
kazdego 1 = 1,2, ... takie, ze ciagi (o4(¢,s)) 1 (Bi(¢,s)) sa wspélnie ograniczone na
A 1 dla kazdego ustalonego ¢ € [ istnieja calki

t i
[ ot )dats) [ Bt s)dagitt. s
0
(¢=1,2,...). Istnieje réwniez stala m € (0, 1) taka, ze
t s
| 8.9 [V at.p)) <m
0 B

dla kazdegote [1i=1,2,....




(x) Ciag funkcyjny ( o ai(t, s)ds (Vf;:o gi(t;p))) jest monotonicznie zbiezny do zera na

I, a cigg funkcyjny (f(f Bi(t, s)ds (\/;,:g 9?:(15,3)})) jest nierosnacy w kazdym punkcie
t € 1. Poza tym, zachodzi nastepujgce oszacowanie

lvi (¢, 8, 21, @a, .. .)| < a(t, s) + Bi(¢, s)sup {|zx| : k& > i}
dla kazdego (t,s) € A,z = (z;) €¢o (i =1,2,...).
Wowcezas mozemy sformutowaé twierdzenie:

Twierdzenie 9. ([H7] Theorem 3.5) Przy zatozeniach (1)-(x) nieskoriczony ukiad réwnar
catkowych Volterry-Stieltjesa (39) ma co nagmniej jedno rozwigzanie x(t) = (z;(t)) takie,
ze z(t) € co dla kazdego t € I.

Dowdd tego twierdzenia opiera sie na podobnych ideach jak we wczesniejszej pracy
1 nie bedziemy go tutaj szczegdlowo omawiad.

Jako szczeg6lny i bardzo wazny przypadek badanych nieskoniczonych ukltadéw nieli-
niowych réwnan catkowych Volterry-Stieltjesa otrzymujemy nieskoficzone ukiady nielinio-
wych réwnain catkowych rzedu utamkowego. Zatem gléwny wynik [H7] mozna zastosowaé
do nieskonczonego uktadu nieliniowych réwnan catkowych rzedu utamkowego postaci

$¢(t) = pi(t) + = (1%:) /Ot U; (t, S,(Cfl_(%z):iiis): i ’)dg‘:‘, (40)

gdziet € I =[0,1]iv € (0,1) dlai=1,2,... oraz I'(y) oznacza funkcje gamma.
Uktad (40) przedstawia uktad osobliwych réwnan catkowych typu Volterry. Szczegdl-
ny przypadek tego typu uktadéw byl rozwazany w pracy [H2]. Réwnania wystepujace
w uktadzie (40) wystepuja w opisie kilku probleméw rzeczywistego $wiata i byly badane
w kilku pracach i monografiach, np. [33], [43], [46], [54], [58], [64], [67], [68].

Dla ustalonej liczby naturalnej ¢ rozwazmy funkcje g;(¢, s) = g; : A — R zdefiniowana,
wzorem

I'Ya'_ _S’}'i
gilt,8) = —[¢% = (¢ — )]

k3

Funkcja g; jest ciagla na trojkacie A dla ¢ =1,2,..., zatem zalozenie (iv) Twierdzenia 9
jest spelnione. Poniewaz

893- . 1

89-—m>0 dla 0g3<f,

wige funkcja s — g;(t,s) jest rosnaca na przedziale [0,#| dla kazdego ustalonego ¢t € I.
Oznacza to, ze funkcja g; spelnia zalozenie (v) dla¢=1,2,.... Poza tym mamy

t

|
V 9i(t,s) = 9i(t.t) — 9:(t,0) = gi(¢, t) = ;tm'
s5=0 &
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Stad wnioskujemy, ze stala K; ma postac

t
Kizsup{\/gi(t,s):tef}=%

s=0
dla¢=1,2,.... Zatem zalozenie (viii) Twierdzenia 9 zachodzi, jezeli przyjmiemy:

(viii’) Ciag (i) jest ograniczony z dolu przez dodatnig stala «, czyli istnieje v > 0 takie,
ze v; =2 v dla wszystkich i = 1,2, .. ..

Nastepnie pokazujemy, ze funkcje g;(t,s) (: = 1,2,...) spelniaj@ zatozenia (vi) i (vii)
Twierdzenia 9. Biorac pod uwage fakt, ze d,g;(t,s) = ],—S)-T_—Ah dlai = 1,2,..., mozemy
uktad (40) wyrazi¢ w postaci

5 () =50 + s [ v (s ar(s)hals) ) dat o)

dlatelidlai=1,2,.

Wéwezas jezeli poiozymy Tiltys, z)= e )U%(t s, %) dla(t:8) e, 2 € epidi=1,2.. .
to widzimy, ze nieskonczony uktad me,lm]owych rownan catkowych Volterry rzedu ulam—
kowego (40) jest szczegblnym przypadkiem nieskoficzonego ukladu nieliniowych réwnan
catkowych Volterry-Stieltjesa (39), gdy zastapimy funkcje v; przez funkeje7; (i = 1,2,...).
Zatem laczac powyzej opisane fakty, mozemy sformutowaé nastepujacy wynik dotyczacy
nieskonczonego uktadu réwnan catkowych rzedu utamkowego (40).

Twierdzenie 10. ([H7] Theorem 4.1) Zalézmy, Ze funkcje p; wystepujoce w ukladzie
(40) spetniajq zalozenie (1), a funkcje v; = vi(t,s,x) spelniajg 2alozenia (ii), (iii) i (x)
dlai=1,2,.... Zalozmy takze, Ze spelnione sq hipotezy (ix) 1 (viii’). Wiedy istnieje co
nagmniej jedno rozwigzanie x = x(t) ukladu (40) nalezgce do przestrzeni C (I, ¢q).

W pracy [H10] badamy istnienie rozwigzan nieskoriczonego uktadu réwnafi catkowych
typu Hammersteina. Rozwazane przez nas uklady tworza istotne uogdlnienie nieskonczo-
nych uktadéw réwnai catkowych typu Hammersteina rozwazanych w pracach [19], [59)].
We wspomnianych pracach autorzy badali nieskoficzone uklady réwnan catkowych Ham-
mersteina powiazane z pewnymi zagadnieniami brzegowymi dla nieskoniczonych ukladow
réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego. Wszystkie réwnania catkowe wyste-
pujace we wspomnianych nieskoriczonych uktadach badanych w [19], [59] maja to samo
proste jadro. Dlatego nasze rozwazania w istotny sposéb uogélniajg wyniki otrzymane
w [19], [59)].

W naszych badaniach stosujemy technike powigzang z miarami niezwartodci w cig-
gowych przestrzeniach Banacha ¢y i [;. Podstawowym powodem uzasadniajacym takie
podejscie jest fakt, ze rozwiagzania nieskorficzonych uktadéw réwnan catkowych sg ciggami
funkeji z wartosciami w odpowiedniej ciggowe]j przestrzeni Banacha.

Najpierw rozwazmy ciagowa przestrzeni Banacha ¢ skladajaca sie z wszystkich rzeczy-
wistych ciagéw = = (z,) zbieznych do zera i wyposazona w norme supremum. Wéwczas
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dla dowolnego zbioru X € M, miara niezwartosci Hausdorffa dana jest wzorem [15]
XY= ling { sup {sup{|z,|:n = k}}}
k—oo Ty cX

Natomiast w przypadku ciagowej przestrzeni Banacha [y, skladajacej sie z wszystkich

=
ciagdw = = (x,,) takich, ze Y. |z,| < 0o, wyposazone] w norme
n=1

2l = lI(zn)ll,, = Z |zn],

dla X € MY, mamy [15]
x(X) = lim {SUP {g 1z,| : (z,) € X}} _

W [H10] rozwazamy przestrzei Banacha C (I, F) skladajaca sie z wszystkich funk-
cji okreslonych i cigglych na przedziale I = [a,b] o wartosciach w ustalone]j przestrzeni
Banacha £ z normg || - ||g. Norma w. przestrzeni C (I, F) dana jest wzorem

l2lle = sup {{|l=(®)]|g - t € I}

Jezell xg jest miarg niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni E oraz X € Mg gy jest
zbiorem sktadajacym sie z funkeji jednakowo ciaglych na przedziale I, to wowczas miara
niezwartosci Hausdorffa zbioru X w przestrzeni C(/, E') wynosi

X(X) =sup{xg (X)) :t €I},

gdzie X (t) oznacza przekrdj zbioru X w punkeie ¢, czyli X(t) = {z(¢) : v € X }.
Zatem gdy E = ¢y, to dla dowolnego zbioru X € Mg ., skiadajacego sie z funkeji
jednakowo ciaglych na przedziale I, mamy

() =sup i { sup (sup a0 0> 11} .

tel | k—oo (zn)EX

Natomiast gdy E = [;, to dla dowolnego zbioru X € Mgz, skladajacego sie z funkeji
jednakowo ciaglych na przedziale I, dostajemy

1) = sup{ im {sup { 3l s (@) € X .

tel n=k

W [H10] badamy nieskoriczony uklad réwnan catkowych typu Hammersteina postaci

Ta(t) = pn(t) + f: Ko (t, $) fn (s, 21(8), 22(8),...) ds, (41)

gdziet € I = [a,b] in =1,2,..., zaréwno w przestrzeni Banacha C (I, ¢p) jak i w prze-
strzeni Banacha C (1, l;). Opiszemy najpierw pierwszy przypadek. A mianowicie zbadamy
rozwigzalnoéé uktadu (41) w przestrzeni C (I, ¢g) przy nastepujacych zatozeniach.
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(i) Funkcje f, sa okreslone na zbiorze I x R* i przyjmuja rzeczywiste wartosci (n =
1,2,...). Operator f zdefiniowany na przestrzeni I X ¢y w nastepujacy sposéb

(fo)(t) = (fult, 2)) = (Hi(t. 2), folt,2), .. )

odwzorowuje przestrzen I x cg W ¢, a rodzina {(fx)(t)},., jest jednakowo ciggla
w kazdym punkcie z € ¢, czyli spelniony jest nastepujacy warunek

V.l 3 Y vl <6 = 1(fD)®) - (PO, <e.

e=0 w€cp 40 YEco tef

(ii) Istnieja ciagle funkcje gn, h, : I — R, takie, ze dla kazdego ¢ € I i dla wszystkich
x € ¢y zachodzi nastepujgca nieréwnosé

|fn(t, )| < gult) + hn(t) sup {|zk| : & = n}

dla n = 1,2,.... Ciag funkcyjny (h,) jest wspdlnie ograniczony na przedziale I,
podczas gdy ciag funkcyjny (g,,) jest jednostajnie zbiezny do zera na przedziale I.

Poniewaz cigg jednostajnie zbiezny funkcji ograniczonych na przedziale I jest wspdlnie
ograniczony na I, wiec dostajemy, ze ciag funkeyjny (g,) jest wspdlnie ograniczony na I.
Stad i z zalozenia (ii) wnioskujemy, Ze nastepujace state sg skoniczone:

G=supfga(t) 2t €l n=12...},
H=sup{h,(t):tel,n=12,...}.
Sformutujemy teraz kolejne zatozenia.

(iii) Funkcje K, : I — R sa ciagtena I? (n = 1,2,...). Poza tym, zaktadamy, ze funkcje
K, sa jednakowo ciagle ze wzgledu na zmienna ¢ jednostajnie ze wzgledu na s, czyli
jest spetniony nastepujacy warunek:

V AV V V [lt—ti] 6= |Knlts,s) — Kn(ts,5)| < e].

£>0 630 s€l ti,tz€] neN
Dodatkowo, zakladamy, ze ciag (K, (¢, s)) jest wspdlnie ograniczony na zbiorze I2.
Zauwazmy, ze z powyzszych zatozen wynika, ze stala K zdefiniowana wzorem
K =wuip{|K/3,8)| it, 806 Ln=1,2, ...}
jest skonczona.

(iv) Funkcje p, : I — R sa ciagle na I oraz cigg funkcyjny (p,) jest jednostajnie zbiezny
do zera na przedziale 1.
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Z zalozenia (iv) wynika, ze mozna okresli¢ nastepujaca skoriczong stala:
P= gapgd o8| it €L =1, 200

Z zatozenia (iv) wnioskujemy réwniez, ze funkcje w ciagu (p,) sa jednakowo ciagte na
przedziale 1.
Podamy teraz ostatnie zalozenie.

(v) Speiona jest nieréwnos¢ (b — a)KH < 1.

Teraz mozemy sformutowaé twierdzenie egzystencjalne dotyczace nieskonczonego ukladu
réwnan catkowych (41).

Twierdzenie 11. ([H10] Theorem 3.3) Przy zafozeniach (1)—(v) nieskoriczony uklad réw-
nari catkowych typu Hammersteina (41) ma co nagmniej jedno rozwigzanie z(t) = (x,(t))
takie, ze x(t) € co dla wszystkich t € 1.

Dowdd polega na tym, ze rozwazamy operator ) okreslony na przestrzeni C' (I, co)
wzorem

(@) ()= (@2 (0) = (po(0)+ [ Kalt: o 0.21(6) 22, )

dla dowolnego elementu z = (z,) € C (I,¢o) idlat € I.

Pokazujemy, ze operator Q) odwzorowuje przestrzefi C' (I, ¢g) w siebie. A nastepnie uwzgled-
niajac zalozenie (v) otrzymujemy, ze istnieje ry > 0 takie, ze operator Q odwzorowuje
kule B,, w siebie. W nastepnym kroku dowodzimy, ze operator @ jest ciagly na kuli B,,.
Dalej rozwazamy podzbiér QB,, kuli B,, i wykazujemy, ze zbiér QB,, jest jednakowo
ciggly na przedziale I. Wéwczas zbidr ¥ = ConvQB,, jest jednakowo ciagly na I oraz
Y C B,,. Dla niepustego podzbioru X zbioru Y dostajemy

X(QX) < (b - a) HKx(X),

gdzie x oznacza miare niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni C (I, ¢y). Ostatecznie z po-
wyzszego oszacowania, zatozenia (v) oraz Twierdzenia 1 dostajemy, Ze operator Q ma co
najmniej jeden punkt staly z w kuli B,,, czyli funkcja z(t) = (z,(t)) jest rozwigzaniem
nieskoriczonego ukfadu réwnan catkowych (41) na przedziale I takim, ze z(t) € ¢, dla
kazdego t € I.

Jako szczegdlny przypadek nieskoniczonego uktadu réwnan catkowych typu Hammer-
steina (41) w przestrzeni C (I, ¢y) badamy nastepujacy nieskoniczony uktad

1 2 1+4n2 + 52 (4 +s selisl] ¢ o
m,,,_(t)z—a.rctgt”+f " (H‘S)ln +4n? + s? (4 + sup {|zx(s)| IAWS
n 1 n 4(s? +n?)

dlat € I =[1,2]in =1,2,.... Uklad ten ma rozwigzanie z = z(t) = (z,(¢)) w przestrzeni
C (1, ¢o) oraz rozwiazanie to z = z(t) nalezy do kuli B,,, gdzie ry = 2 (% + arctg 2) .

W drugiej czeéci pracy [H10] badamy réwniez nieskoniczony uklad réwnan catkowych
typu Hammersteina (41), ale teraz w przestrzeni Banacha C (I,/;) przy nastepujacych
zatozeniach:
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(i) Funkcja f(t,z) = (f1(t, z), fo(¢, z), .. .) odwzorowuje zbiér I x R® w R*. Operator
f okreslony na przestrzeni I x [; wzorem

(fz)(t) = (fult. 2)) = (it 7), fo(t, ), .. )

odwzorowuje przestrzen [ X Iy w Iy oraz rodzina {(fz)(t)},; jest jednakowo ciggta
w kazdym punkcie z € [, czyli dla kazdego ¢ > 0 i z € [; istnieje § > 0 takie, zZe
dla kazdego y € Iy z ||z — yl|;, < & zachodzi nieréwnosc ||(fz) (t) — (fy) ()|l < e
dla wszystkich ¢t € 1.

(i) Istnieja ciagle funkcje gn, b, : I — R, takie, ze dla wszystkich t € I iz € [ jest
spelniona nastepujaca nieréwnosé

[falts )| = [fo (821, 22, )] < gn(E) + 1 () |20

dla kazdego n = 1,2,.... Zakladamy, ze szereg funkcyjny Z gn(t) jest jednostajnie

zbiezny na przedziale I, podczas gdy ciag funkcyjuy (hy, (t)) jest wspolnie ograni-
czony na /.

Z zalozenia (ii) wnioskujemy, ze stata H = sup{h,(t):t € I,n=1,2,...} jest skon-
czona. Opréez tego, mozemy zdefiniowaé funkeje ¢ = g(¢) na przedziale [ kladac

Oczywiscie funkcja g jest ciagta na I, co implikuje, ze stala G = max{g(t) : t € I} jest
skonczona.
Teraz sformutujemy pozostale zalozenia.

(iii) Funkcje K, : I? — R sa ciggle na 12 (n = 1,2,...) i ciag (K,(t, s)) jest wspélnie
ograniczony na [?. Zakladamy, ze funkcje K, sa jednakowo ciggle ze wzgledu na
zmienng ¢ jednostajnie ze wzgledu na s, czyli spelniony jest nastepujacy warunek

V 3V VY [lta—t] <= |Kulta, s) — Ku(ts, )] < e].

ex0 §=0 sel t1,f22] nel

Podobnie, jak w pierwszej czesci pracy [H10] z zalozenia (iii) wnioskujemy, ze stata K =
sup {|K,(¢,s)| : t,s € I, n=1,2,...} jest skoficzona.

(iv) Funkcje p, : I — R sa ciagte na I (n = 1,2,...), a ciag (pa(t)) jest elementem
przestrzeni C (1, ).

Zatozenie (iv) implikuje, Ze ciag (p,(t)), traktowany jako funkcja dzialajaca z I w prze-
strzen [y, jest ciagly na przedziale . Oczywiscie stad wynika, Ze ta funkcja jest jednostajnie
ciggta na I, czyli spelniony jest nastepujacy warunek

Yo 3 e [0 <5 =100 () = Gu) (), = 3 o 1) = 0] < ] (42
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Stad wnioskujemy, ze funkcje ciagu (p,(t)) sa jednakowo ciagte na przedziale I. Oprécz

[e.0]
tego, wynika stad, ze szereg Y. p,(t) jest zbiezny na przedziale I. Z oczywistej nieréwnosci
n=1

> pat2) = - pa ()] < 3 Ipn (62) = pa (1)

n=1

oraz z (42) wnioskujemy, ze funkcja p : I — R zdefiniowana wzorem
p(t) = Z pn(t)
n=1

jest ciggla na I. Stad mamy, ze stale P, = max{p,(t):t€l} < oo (n = 1,2,...)
i P=max{p(t):tel} <o
Nasze ostatnie zalozenie ma taka sama postaé jak w przypadku T'wierdzenia 11.

(v) Spelniona jest nieréwnos$é (b — a)KH < 1.

Teraz sformulujemy twierdzenie egzystencjalne dotyczace nieskoriczonego uktadu row-
nan catkowych (41) w przestrzeni Banacha C (1, 1;).

Twierdzenie 12. ([H10] Theorem 4.2) Przy zalozeniach (1)~(v) nieskorniczony ukiad (41)
ma co najmniej jedno rozwigzanie x = x(t) = (r,(t)) w prezestrzeni ly, czyli (x,(t)) € L
dla kazdego t € 1.

Oznaczmy przez F operator okre$lony na przestrzeni C (I, 1;) wzorem
b
(F2) (t) = ((Fa), () = (pn(t) + [ Kt )fu (s 2(5) ds)

= (pl(r,) & / Y Rede ot le s e @ / " Kot ) ho (s?x(s))ds,...)

Oczywiscie dowodzimy, ze operator F' odwzorowuje przestrzeni C' (I,1;) w siebie oraz, ze
istnieje 75 > 0 takie, ze operator F' odwzorowuje kule B,, w siebie. Poza tym, operator
F jest ciggly na kuli B,,. Nastepnie wykazujemy, ze zbiér F' (B,,) jest jednakowo ciagly
na przedziale I. Rozwazmy zbiér B} = ConvFB,,. B} C B,, oraz zauwazmy, ze funkcje

nalezace do zbioru BED sa jednakowo ciggte na /. Nastepnie dla niepustego podzbioru X
zbioru B, otrzymujemy, ze

X(FX) < (b—a)KHx(X).

Laczac powyzsza nieréwnosé z zatozeniem (v) i Twierdzeniem 1 dostajemy, ze operator F
ma co najmniej jeden punkt staly w zbiorze Bﬁo} ktoéry jest rozwiazaniem nieskoriczonego
uktadu réwnan catkowych (41).
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Nastepujgcy nieskoniczony uktad réwnan catkowych typu Hammersteina w przestrzeni
C (I,1,), bedacy szczegblnym przypadkiem nieskoriczonego uktadu (41)

In(t + n)
Ta(t) = O"T
T sinns 3 (s)
tg(t + - ste ™ 7 ( “
+/1 arctg( 9+?’1)(‘3 e "+ s?4+n? 1+ 23(s)+23(s) +... +22(s) .

dlat e [1,7] (T'>1)idlan=1,2,..., ma co najmniej jedno rozwigzanie z(t) = (z,(t))
w przestrzeni lj, czyli (z,(t)) € {; dla kazdego t € 1.

5. Omoéwienie pozostalych osiagnieé naukowo-badawczych

W tym rozdziale oméwimy wyniki zawarte w publikacjach, ktére nie weszty w sklad
osiggniecia wymienionego w punkcie 4.

[P1] J. Bana$, B. Rzepka: Functions related to convezity and smoothness of normed spa-
ces, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 46 (1997), 395-424.

[P2] J. Bana$, B. Rzepka: An application of a measure of noncompactness in the study
of asymptotic stability, Applied Mathematics Letters 16 (2003), 1-6.

1

[P3] J. Bana$, B. Rzepka: On existence and asymptotic stability of solutions of a nonlinear
integral equation, Journal of Mathematical Analysis and Applications 284 (2003)
165-173.

1

[P4] J. Bana$, B. Rzepka: On asymptotic stable solutions of nonlinear quadratic integral
equation of Volterra-Stieltjes type, Nonlinear Functional Analysis and Applications
8 (2) (2003), 287-306.

[P5] J. Bana$, B. Rzepka: On existence and asymptotic behavior of solutions of infinite
systems of differential equations, PanAmerican Mathematical Journal 14 (1) (2004),
105-115.

[P6] B. Rzepka: Asymptotic behaviour of solutions of the Darbouz problem for nonlinear
hyperbolic differential equation, Archives of Inequalities and Applications 2 (2004),
95-112.

[P7) W. Aziz, H. Leiva, N. Merentes, B. Rzepka: A representation theorem for @-bounded
variation of functions in the sense of Riesz, Commentationes Mathematicae 50 (2)
(2010), 109-120.

(P8] T. Ereu, N. Merentes, B. Rzepka, J.L. Sanchez: On composition operator in the
algebra of functions of two variables with bounded total ®-variation in Schramm
sense, Journal of Mathematics and Applications 33 (2010), 35-50.
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[P9] M.A. Darwish, B. Rzepka: Asymptotically stable solutions of a generalized fractional
quadratic functional-integral equation of Erdélyi-Kober type, Journal of Function
Spaces Volume 2014, Article ID 192542 (2014), 9 stron.

[P10] J. Rocha, B. Rzepka, K. Sadarangani: Fized point theorems for contractions of ratio-
nal type with PPF dependence in Banach spaces, Journal of Function Spaces Volume
2014, Article ID 416187 (2014), 8 stron.

[P11] O. Mejia, N. José Merentes Diaz, B. Rzepka: Locally Lipschitz composition opera-
tors in space of the functions of bounded k®-variation, Journal of Function Spaces
Volume 2014, Article ID 606307 (2014), 8 stron.

[P12] J. Banas, N. Merentes, B. Rzepka: Measures of noncompactness in the space of
continuous and bounded functions defined on the real half-azis. Rozdzial w Advances
in Nonlinear Analysis via the Concept of Measure of Noncompactness (Redaktorzy:
J. Bana$§, M. Jleli, M. Mursaleen, B. Samet, C. Vetro), Springer Nature Singapore,
Singapore 2017, 1-58.

Wymienione publikacje dotycza kilku zagadnieri: funkeji powiazanych z wypukloscia
i gladkoscig przestrzeni unormowanych ([P1]), nieliniowych réwnaf calkowych w prze-
strzeni BC (Ry) ([P2], [P3], [P4], [P9]), nieliniowych réwnan rézniczkowych i ich nie-
skonczonych uktadéw ([P5], [P6]), wariacji funkeji dwéch zmiennych oraz wariacji w sen-
sie Schramma-Korenbluma ([P7], [P8], [P11]), twierdzeii o punktach statych z zalezno-
Scig PPF ([P10]) oraz miar niezwartosci w przestrzeniach funkeji ciaglych, ograniczonych
i okreslonych na R, ([P12]).

FUNKCJE POWIAZANE Z WYPUKEQSCIA I GEADKOSCIA PRZESTRZENI UNORMOWANYCH

W pracy [P1] wprowadzamy kilka funkcji, ktére pozwalaja zmierzyé wypukloéé
i gtadkos¢ przestrzeni unormowanych. Funkcje te sa uogélnieniem pewnych wspélczyn-
nikéw przestrzeni unormowanych wprowadzonych przez J. Gao i K.S Lau w [41], [42].
Pokazujemy, ze niektére z tych funkeji sa modutami wypuktosci lub gladkoécei, podczas
gdy pozostate odgrywaja posrednig role.
Moduty wypuklosci i gtadkosci sa bardzo waznymi narzedziami w teorii geometrii prze-
strzeni unormowanych, poniewaz umozliwiaja klasyfikacje przestrzeni unormowanych [44].

Niech E bedzie przestrzenia unormowana z norma | - || oraz niech S oznacza sfere
jednostkows w przestrzeni E. Dla liczby ¢ € [0, 1] i danego = € Sk oznaczmy

ay(e) = inf {max {||z + y||. |z = yll} : ly] = €}

oraz
Pz(e) = sup {min{||z + y|, |z — g} : lyll = <} .

Rozwazamy funkcje Ag, Bg, Cg, Dg : [0,1] — R, = [0, c0) okreslone wzorami

Ap(e) = inf {a,(e) 1z € Sg}, Bgle) =sup{a,(e):z € Sk},
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Cple) =inf{8.(c) :z € Sg}, Dgle) =sup{F.(e):z € Sg}
oraz funkcje ag, bg, cg i dg okrelone na przedziale [0, 1] nastepujaco
ag(e) = Agp(e) — 1, bg(e) = Bple) — 1,
cele) =Crle) =1, dgp(e) = Dp(e) — 1.
Dowodzimy w [P1] twierdzenia opisujace whasnosci tych funkcji, np.

Twierdzenie 13. ([P1] Theorem 1) Niech ¢ bedzie ustalong liczbg z przedzialu [0,1].
Wéwczas zachodzq nastepujgce nieréwnosci

AE(E‘:) < BE(S) < DE(S),
Ag(e) < Cple) < Due).

Twierdzenie 14. ([P1] Theorem 4) Dia kazidego ¢ € [0,2] zachodzi nastepujgca nieréw-
nosé

ap(e/2) < 26p(e) < ag (m) ;

gdzie 0g oznacza modul wypuklosci przestrzeni E.

ap(e) > 0 dla e > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dg(e) > 0 dla € > 0, czyli funkcja ap jest
modutem wypuklosci przestrzeni E. Z Twierdzenia 13 mamy, ze funkcje bg i cg odgrywaja
posrednig role pomiedzy modutami wypuktosei a gladkogei.

W pracy podajemy wzory na funkcje Ag, Bg, Cg i Dp w przestrzeniach [P i LP(0,1).

Twierdzenie 15. ([P1] Theorem 5) Zaldzmy, ze E =17, 1 < p < 0o. Wtedy mamy

(i) jezeli 1 <p <2, to dlae € 0,1]

(1+e) +(1- e)P)l"p

Bg(e) = Cp(e) = Dp(e) = (L + )" i Ag(e) = ( 2

(i) gezelip > 2, to dia e € [0,1]

(1+€)P + (1 - s)?’)”p
. .

Ap(e) = Bp(e) = Cpe) = (1 + M) i Dy(e) = (

Z Twierdzenia 15 wynika, ze bp(e) = cp(e) = ¢ dla € € [0, 1], czyli wowcezas funkcie te
peinig role modutéw gltadkosci, ale nie modutéw wypuklosei.

Twierdzenie 16. ([P1] Theorem 6) Zaldzmy, ze E = LP = L*(0,1), 1 < p < oo. Wiedy
mamy




(i) jezelil < p <2, to

\p _ e\ Ve
as0) = Bo(e) = (LELLOZIN T 0ofe) = Dite) = (129,

(ii) jezeli p > 2, to

(1+5)p+(1—6)p)ljp_

Ag(e) = Bgle) = (1+)? i Cgle) = Dgle) = ( 5

Z Twierdzenia 16 wynika, ze b1(e) = 0 podczas gdy cri(e) = ¢. Zatem funkcja b1 jest
modulem wypuklodci przestrzeni L' i nie jest modutem gladkosci, za$ funkcja c;1 jest
modutem gladkosci przestrzeni L', ale nie jest modutem wypuklodci.

W [P1] rozwazamy takze przestrzeti Hilberta, przestrzeti C|[0, 1], przestrzen [ z normg
supremum i przestrzenn L>°(0, 1) oraz przeprowadzamy dowody nastepujacych twierdzen:

Twierdzenie 17. ([P1] Theorem 7) Jezeli H jest przestrzenig Hilberta, to
o\ 1/2
An(e) = Bu(e) = Cu(e) = Du(e) = (1 +¢%)

dla kazdego € € [0, 1].

Twierdzenie 18. ([P1] Theorem 8) Niech E = C[0,1]. Wtedy dla wszystkich ¢ € [0, 1]
mamy
Bg(e) =Cgle) = Dp(e) =1+¢, Agp(e)=1.

Twierdzenie 19. ([P1] Theorem 9) Niech E = I°°. Wtedy dla wszystkich € € [0, 1] mamy
AE(E) = OE(E) =1. % BE(E) = DE(S) = l.}&

Z Twierdzenia 19 wynika, ze g;=(g) = c=(¢) = 0 dla £ € [0, 1]. Zatem funkcja ¢~ jest
modutem wypuktosci przestrzeni (*° ale nie jest modulem gtadkosci.

Twierdzenie 20. ([P1] Theorem 10) Niech E = L*(0,1). Wtedy dla € € [0, 1] mamy
Ag(e)=1 i Bg(e)=Cgr(e) = Dgpe)=1+ec¢.

W [P1] wyprowadzamy réwniez zwiazki, jakie zachodzg pomiedzy rozwazanymi funk-
cjami a jednostajng niekwadratowoscia przestrzeni F.

NIELINIOWE ROWNANIA CAEKOWE W PRZESTRZENI BC (Ry)
W pracach [P2]-[P4] i [P9] rozwazamy nieliniowe rownania calkowe w przestrzeni
Banacha BC (R, ) skladajacej sie z wszystkich rzeczywistych funkeji okreglonych, ciagtych

1 ograniczonych na R, ze standardowa normg supremum.
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Stosujac technike twierdzenia o punkcie stalym oraz odpowiednie miary niezwartosci, udo-
wadniamy, ze réwnania studiowane w [P2]-[P4] i [P9] maja rozwiazania, ktére sg cigglymi
i ograniczonymi funkcjami na przedziale [0, 00), a wybér odpowiedniej miary niezwartosci
pozwala scharakteryzowaé te rozwigzania w terminach asymptotycznej stabilnosci. Warto
zaznaczy¢, ze w pracy [P2] zostalo wprowadzone po raz pierwszy pojecie asymptotycznej
stabilnosci.

W [P2] badamy istnienie rozwiazan nieliniowego réwnania funkcyjnego zaburzonego
operatorem catkowym typu Volterry postaci

o(t) = flt20) + [ “ult, s, z(s))ds, 30, (43)

Dla ponizej podanych réwnan, ktére sg szczegblnymi przypadkami réwnania (43), spet-
nione sa zalozenia gléwnego twierdzenia [P2]

1+t2 +/ 1+|

In(1+1) t s>arctgz(s)
z(t) = ———=sinz(t +/ ———ds.
2 L4 ) 1+t
W pracy [P3] studiujemy réwnanie catkowe bedace volterrowskim odpowiednikiem
rownania stosowanego w teorii ruchu ulicznego, w biologii 1 w teorii kolejek, a mianowicie
réwnanie postaci

gt} =

o(t) = f(t,2(0)) | “u(t, s, z(s))ds, t30. (44)

Roéwnania funkcyjno-catkowe

In(1 + s|z(s)|)
T+ (1 +22(9)

z(t) = cos(tz(t)) /; ( ds,

t sexp (—t — z%(s))
z(t) = arctg (t2x(t /
sq szczegblnymi przypadkami réwnania (44), a funkcje w nich wystepujace spelniaja za-
lozenia gléwnego wyniku pracy [P3].
Natomiast w [P4] rozwazamy nastepujace nieliniowe, kwadratowe réwnanie calkowe
typu Volterry-Sieltjesa

ds

t
z(t) = h(t) + (Tx)(t)/§ u(t, s, z(s))dsg(t, s), (45)
gdzie t € R, a operator T" dziala z przestrzeni BC (R, ) w siebie. W pracy [P4] omawiamy

réwniez przypadki szczegblne réwnania (45). Gdy g¢(t,s) = s 1 Tz = 1, to réwnanie (45)
redukuje si¢ do klasycznego nieliniowego réwnania catkowego Volterry

0+ | il selelds: (46)
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Jezeli operator T jest zdefiniowany jako operator superpozycji generowany przez funkcje
f(t, ), to wéwezas réwnanie (45) ma postaé

o(t) = b)) + £(t,2(0)) | s sl (47)

Natomiast gdy w réwnaniu (47) mamy g(¢t,s) = s i h(t) = 0, to otrzymujemy réwnanie
(44), ktore byto badane w [P3], czyli wynik otrzymany w [P4] uogélnia wynik z pracy
[P3]. W [P4] rozwazamy réwniez kwadratowe réwnanie calkowe

o(t) = h(t) +(t) [ " e (48)

t+s
ktére jest volterrowskim odpowiednikiem kwadratowego réwnania catkowego Chandrase-
khara i oczywiscie jest tez szczegblnym przypadkiem réwnania (45). Omawiamy réwniez,
jak powinny by¢ zmodyfikowane zalozenia nalozone na réwnanie (45), aby wymienione
réwnania (46), (47) i (48) mialy rozwiazania w przestrzeni BC (R,).

W pracy [P9] badamy kwadratowe funkcyjno-catkowe réwnanie rzedu ulamkowego
typu Erdélyi-Kober postaci

G g(t, x(t t gl
FE= alfse F (t, g 91(“('@)( ) ,/o e Sﬁ)lwu(t’s’x(s)) ds) , teER,, (49)
gdzie o € (0,1) i 8> 0.
Réwnanie to zawiera jako szczegllne przypadki inne réwnania catkowe. Gdy § =
i f(t,u) = u dostajemy kwadratowe réwnanie Urysohna-Volterry rzedu utamkowego, kté-
re bylo badane przez J. Banasia i D. O’Regana w [21], natomiast gdy 8 = 1, f(t.u) =
w i u(t,s,z) = v(t,z) mamy kwadratowe réwnanie catkowe rzedu ulamkowego typu
Hammersteina-Volterry badane przez M.A. Darwisha w [33]. Poza tym, w przypadku gdy
B =1, otrzymujemy kwadratowe funkcyjno-calkowe réwnanie rzedu utamkowego badane
przez M.A. Darwisha i K. Sadarangani w [35].

Przypomnijmy, ze catka rzedu utamkowego Erdélyi-Kober cigglej funkcji f jest zdefi-
niowana nastepujaco

Slf
1f / ds, 3>0,0<~< 1.
.6 "y) SJB) “'T SRR Y

Gdy @ = 1, otrzymujemy calke rzedu utamkowego Riemanna-Liouville’a.
Jako szczegolny przypadek réwnania (49) analizujemy nastepujace réwnanie catkowe

rzedu utamkowego
) QII] / 1!1+5|C{ teR
t2 +1 é 0 /5\/Vi- \/‘ g

z(t) = te™

1
1443
a 0 jest dodatnia stala.
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NIELINIOWE ROWNANIA ROZNICZKOWE I ICH NIESKONCZONE UKEADY

W pracy [P6] udowadniamy twierdzenie egzystencjalne, dotyczace problemu Darboux
dla nieliniowego réwnania rézniczkowego czastkowego typu hiperbolicznego na nieograni-
czonym prostokacie. Teoria rownan rézniczkowych czastkowych typu hiperbolicznego jest
czesciowo podobna do teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych w przestrzeni Banacha,
zatem mozna zastosowaC pewne metody wykorzystywane w badaniu réwnan rézniczko-
wych w przestrzeni Banacha do réwnan omawianych w [P6]. Dla naszych badan konstru-
ujemy specjalng przestrzen Banacha, a mianowicie utozsamiamy funkcje dwéch zmiennych
zdefiniowane na nicograniczonym prostokacie, z elementami przestrzeni Banacha sktada-
jacej sie z funkcji dziatajacych z ograniczonego przedziatu w przestrzen Banacha BC (R, ).
Takie podejscie pozwala nam zastapi¢ zagadnienie istnienia rozwigzafi problemu Darboux
zagadnieniem istnienia punktéw statych operatora zdefiniowanego na kuli w skonstruowa-
nej przestrzeni Banacha.

W pracy [P6] badamy nastepujace nieliniowe réwnanie rézniczkowe czgstkowe typu
hiperbolicznego

Vay = [ (T, 4,0, Uay) (50)

gdzie 2 € Ry, y € [0,d] i v = v(z,y) jest nieznang funkcja, z nastepujacymi warunkami
granicznymi
v(0,y) =aly), ye[0.d], (51)

v(z,0) = b(z), zeR,, (52)

gdzie a: [0,d] = R ib:R; — R sy funkcjami ciagltymi takimi, ze a(0) = b(0).
Problem (50)-(52) jest nazywany problemem Darboux dla réwnania (50).
Kladac

U’(xa y) - *ny(:z:,y),

mozemy problem (50)-(52) zapisa¢ w postaci nastepujacego funkcyjno-catkowego réwnania

u(e.y) = £ (2.9.00) +0@) o) + [ ([ utt.9)ds) de.u(z.n)), (5

gdziez € Ry iy € [0,d].
W gtéwnym wyniku [P6] udowadniamy twierdzenie egzystencjalne dotyczace réwnania
(53) oraz wykazujemy, ze rozwiazania tego réwnania s asymptotycznie stabilne. Ozna-
cza to, ze mieszane pochodne czastkowe drugiego rzedu rozwigzan problemu Darboux
(50)-(52) zachowuja asymptotyczna stabilnogé. Oczywiécie nie wynika stad asymptotycz-
na stabilnod¢ rozwigzan problemu Darboux (50)-(52), mozemy tylko stwierdzié¢, ze te
rozwigzania sg lokalnie stabilne na prostokacie R, x [0, d].

Metoda zaprezentowana w [P6] do rozwigzania problemu Darboux (50)-(52), moze by¢
wykorzystana do badania rozwigzalnosci problemu Darboux dla nieliniowego réwnania
rozniczkowego czgstkowego typu hiperbolicznego postaci

U—'P?y = f (xuy:?}:ym:vyavmy) 3
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dla ktérego sa spetnione warunki graniczne (51)-(52).
W celu zilustrowania wyzej oméwionych wynikoéw mozna rozwazy¢ nastepujace nieli-
niowe rownania rézniczkowe czastkowe typu hiperbolicznego

Ty

U- ————
W T ] 422 4 g2

1
+ zy (exp(—z)) arctgv + 3 Sin (vgy) .

sinv + exp(—v2 ),

vy = arctg(z +y) + Ty

LY
1+ 24
z dowolnym warunkiem granicznym postaci (51)-(52) i mozna pokazaé, ze spelnione sa
zalozenia gtéwnego wyniku [P6].

W pracy [P5] zajmujemy sie nieskofczonymi, semiliniowymi, nadprzekatniowymi
uktadami réwnan rézniczkowych zwyczajnych

z, —Z% Yo+ gi (6, 21,29 . .) (54)

z warunkami poczatkowymi '
E(0) =, (55)

gdzie i = 1,2,... it € [0,T]. Tego typu uklady wystepujg w teorii sieci neuronowych
1 wykorzystuje sie je do rozwiazywania pewnych probleméw dla réwnan rézniczkowych
czastkowych poprzez proces dyskretyzacji. W [P5] rozwazamy nieskoriczone uklady réw-
nan rézniczkowych jako szczegdlny przypadek réwnan rézniczkowych zwyczajnych w prze-
strzeniach Banacha. Dzieki takiemu podej$ciu mozna zastosowaé wiele wygodnych i uzy-
tecznych narzedzi, rozwinietych we wspomnianej teorii.

Badania prowadzimy w klasycznej przestrzeni Banacha rzeczywistych ciagéw ograni-
czonych [* ze standardowag normg supremum. Problem poczatkowy Cauchy’ego (54)-(55)
ma co najmniej jedno rozwigzanie zdefiniowane na przedziale [0, 7] i takie, ze z(t) =
(z:(t)) € I°° dla kazdego ustalonego ¢ € [0, T] oraz wszystkie rozwigzania nieskonczonego
ukladu réwnan rézniczkowych (54), speiniajacych warunki poczatkowe (55) sa asympto-
tycznie stabilne wzgledem wspotrzednych.

W [P5] formulujemy réwniez twierdzenie egzystencjalne dla szczegélnego przypadku
nieskonczonego uktadu (54), a mianowicie dla zaburzonego, przekatniowego, nieskonczo-
nego uktadu réwnan rézniczkowych postaci

l,; = Qi(t):lii + gi (t, b (K 7 ) (56)

z warunkami poczatkowymi
.T?;(O) =S SLO

i

(57)
gdziei=1,2,...i¢t € [0,7].

Aby zilustrowaé nasze badania pokazujemy, ze nieskoficzony, semiliniowy, nadprze-
katniowy uklad réwnan rézniczkowych wraz z warunkami poczatkowymi (54)-(55), dla
ktorego

i/ dla =4

T

(MJ (t) = { j—1—1 M G . ;
- (1 B *'U"—'i}) Gy da j>i+1
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tarctg (x;41 + ;)

i\t Ty, X, ...) = ; "

ga(. 1y 42, ) 3+$2.2+1+$?2- 3

gdzie ¢,7 = 1,2,... 1 M jest nieujemng stala, ma przynajmniej jedno rozwiazanie z(¢) =
(z:(t)) okreslone na przedziale [0,7], (z;(t)) € {™ dla kazdego ¢ € I oraz rozwigzania
badanego uktadu sg asymptotycznie stabilne po wspéirzednych.

WARIACJE FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH, WARIACJE W SENSIE SCHRAMMA-KORENBLUMA

Pojecie wariacji funkeji zostalo wprowadzone przez C. Jordana w 1881 roku w [52].
W pézniejszych latach pojawily sie uogdlnienia klasycznego pojecia wariacji oraz funkeji
o warlacjl ograniczonej. W 1924 roku takie uogélnienie podal N. Wiener, a wprowadzone
przez niego pojecie zostato uogélnione w 1937 roku przez L.C. Younga [74]. W 1910 roku F.
Riesz w [65] podatl pojecie p-wariacji funkeji. W nastepnych latach L.C. Young wprowadzit
klase funkcji oznaczang przez @, funkcje tej klasy nazywamy funkcjami Younga. Yu.T.
Medvedev [57] uogdlnit wyniki otrzymane przez L.C. Younga i laczac je z pojeciem p—
wariacji, wprowadzil pojecie funkeji o ograniczonej p—wariacji na przedziale [a, b] w sensie
Riesza [6].

Wiadomo, ze kazda funkcja lipschitzowska na ograniczonym przedziale, jest funkcjg
o ograniczonej catkowitej y—wariacji w sensie Riesza. Poza tym, dobrze znany lemat Rie-
sza moéwi, ze funkcja jest funkcja o ograniczonej p—wariacji na [a, b] wtedy 1 tylko wtedy,
gdy jest absolutnie ciggla na [a, b] i jej pochodne nalezg do L”([a,b]) z 1 < p < 0.
W pracy [P7] badamy funkcje dwéch zmiennych okreslone na prostokacie I8 = [ay, by] x
lag, by] C R?, gdzie a = (a1,az), b = (b1, by) sa dowolnie ustalonymi punktami R?. Uogél-
niamy lemat Riesza dla klasy funkcji V.7 (Iﬁ), czyli dla funkeji o ograniczonej catkowitej
p-warlacji w sensie Riesza na prostokacie I°.
Przeprowadzamy dow6d m.in. nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 21. ([P7] Proposition 3.1) Istnieje funkcja Younga ¢ € ® taka, Ze nie
zachodzi Lip (Ig) @ WF (If;)

Wskazujemy réwniez kilka klas funkcji, ktére naleza do V,} (I g)

Przez TV, (u) oznaczamy calkowita p—wariacje w sensie Riesza funkeji u : I — R.
Przypomnijmy, ze funkcja ¢ : Ry — R, spelnia co;—warunek, jezeli p(t)/t — +oo gdy
t — 4+o00. W [P7] udowadniamy nastepujace uogélnienie lematu Riesza:

Twierdzenie 22. ([P7] Theorem 4.6) Zatézmy, ze funkcja Younga v € ® spetnia warunek
o0y i u: I° — R jest dowolng funkcjg. Wtedy TVR( ) < oo wtedy i tylko witedy, gdy u
jest absolutnie ciggla na I° w sensie Carathéodory’ego i

bl (‘—ts)dt+/b2 (’—ta)d.SnL/bl/a (mts)

) dtds < oo.




W 1985 roku M. Schramm [69] podal uogdlnienie klasycznego pojecia wariacji, ktore
nazywamy $-wariacja w sensie Schramma.

W pracy [P8] rozwazamy operator superpozycji odwzorowujacy algebre Banacha funk-
cji dwoch zmiennych o ograniczonej catkowite] ®—wariacji w sensie Schramma w siebie.
Podajemy charakterystyke tego operatora, w przypadku, gdy funkcja generujaca jest lip-
schitzowska ze wzgledu na drugg zmienng.

Rozwazamy funkcje dwdch zmiennych o ograniczonej ®—wariacji w sensie Schramma za-
rowno ze wzgledu na pierwszg zmienna (z ustalona druga zmienna) jak i ze wzgledu na
druga zmienng (z ustalona pierwsza zmienna). Wielkosé Vé’: p Oznacza dwuwymiarows
wariacje w sensie Schramma funkeji u. Zbi6ér wszystkich funkcji u : I — R majacych
ograniczone catkowite ®-wariacje w sensie Schramma oznaczamy przez BVy (1°).

W [P8] udowadniamy twierdzenie charakteryzujace lipschitzowskie operatory super-
pozycji dzialajace z przestrzeni BV (I°) w siebie.

Jak wspomnieliSmy wczesniej pojecie funkeji o ograniczonej wariacji byto uogélniane
przez wielu autorow. W 1975 roku B. Korenblum [56] wprowadzil nowy rodzaj wariacji,
nazywany s-wariacjg. W tym celu zdefiniowal najpierw pojecie x—funkcji. W 1986 roku
S.K. Kim i J. Kim w [55] rozwazali funkcje o ograniczonej x®—wariacji w sensie Schramma-
Korenbluma.

W pracy [P11] udowadniamy twierdzenie typu Helly’ego, ktére odgrywa istotna role
w dowodzie twierdzenia typu Sobolevskij’ego. W 1984 roku E.P. Sobolevskij [71] udo-
wodnil, ze autonomiczny operator superpozycji generowany przez funkcje h : R — R
jest lokalnie lipschitzowski w przestrzeni Lip[a, b] wtedy i tylko wtedy, gdy pochodna A’
istnieje i jest lokalnie lipschitzowska. W [P11] udowadniamy podobny wynik w przestrze-
ni funkcji k®BV [a, b], gdzie x® BV [a, b] oznacza przestrzen wektorowa generowana przez
klase funkcji o ograniczonej k®-wariacji w sensie Schramma-Korenbluma na przedziale
[a, b)].

Twierdzenie 23. ([P11] Theorem 17) Zaldimy, ze operator superpozycji H generowany
przez h odwzorowuje przestrzeri k® BV [a, b] w siebie. Wiedy H jest lokalnie lipschitzowski
wtedy @ tylko wiledy, gdy h' istnieje i jest lokalnie lipschitzowska w R.

TWIERDZENIA O PUNKTACH STAEYCH Z ZALEZNOSCIA PPF

W [24] S.R. Bernfeld, V. Lakshmikantham i Y.M. Reddy udowodnili twierdzenia
o punkcie statym dla nieliniowych operatoréw w przestrzeniach Banacha, w sytuacji gdy
dziedzina i zbidér wartosci tych operatoréw nie sy takie same. Tego typu twierdzenia
o punkcie stalym nazywamy twierdzeniami o punkcie stalym z zaleznoscia PPF (past,
present, future).
W pracy [P10] przedstawiamy twierdzenie o punkcie stalym dla uogélnionych kontr-
akcji typu wymiernego z zaleznoscia PPF, z ktérego mozna otrzymaé wiele ciekawych
wnioskéw. Twierdzenia o punktach stalych z zaleznoécig PPF sg uzyteczne w dowodzeniu
istnienia rozwigzan nieliniowych funkcyjno-rézniczkowych oraz catkowych réwnan, kto-
re mogg zaleze¢ od przesztosci, obecnych danych i przyszlych rozwazan. B.K. Dass i S.




Gupta w [36] oraz D.S. Jaggi w [51] jako pierwsi dowodzili twierdzen o punktach statych
wykorzystujac kontrakeje typu wymiernego.

Jezeli (E, |- ||g) oznacza przestrzefi Banacha, a Ey = C([a, b], E) przestrzen funkcji
okreslonych i ciagltych na [a, b] o wartodciach w przestrzeni F z norma

I8l = sup [60)]ls dla 6 € By
e |a,

oraz T': By — E, to méwimy, ze ¢ € Ej jest punktem staltym T z zaleznoscig PPF, jezeli
T¢ = ¢(c) dla pewnego ¢ € [a, b].
Dla ustalonego ¢ € [a, b] klase funkeji Razumikhina R. definiujemy jako

R.=A{¢ € Ep: ||9]lz = lle(0)llz}-

Definicja 8. Odwzorowanie T : Ey — E nazywamy kontrakcja typu wymiernego, jezeli
istnieja rzeczywiste liczby a, 8 € [0, 1) takie, ze @ + 8 < 1 oraz c € [a, b] takie, ze

|6(c) — To||ellé(c) — Té||e
1+ ||T¢ - T¢||e

IT¢ — T¢|le < allg — &llg, + B

dla wszystkich ¢, &€ € E.

Symbolem § bedziemy oznaczaé¢ klase par funkcji (i, ¢) spelniajacych nastepujace
warunki:

(i) ¢.¢:[0,00) = [0,00),
(ii) dla t,s € [0,00), jezeli ¢(t) < ¢(s), to t < s,
(iii) dla ciggéw (t,) 1 (s,) w [0, 00) takich, ze Jim ¢, = lim s, = a, jezeli p(tn) < ¢(s,)
dla kazdego n € N, to a = 0.

W [P10] podajemy przykiady par funkcji nalezacych do klasy §, ktére sg istotne w naszych
badaniach. Natomiast gléwny wynik pracy [P10] zawarty jest w nastepujacym twierdze-
niu.

Twierdzenie 24. ([P10] Theorem 8) Niech T : Ey — E bedzie takim odwzorowaniem, #e
istnieje para funkeji (¢, ¢) € F i c € [a,b] takie, ze

[€(c) — T¢||z - |In(c) — T??HE) }
1L+|T¢€ - Tnlle

o(IT€ - Tnll) < max {¢(II€ - ol (

dla kazdego &,m € Ey. Jezeli klasa R, jest zaréwno topologicznie jak i algebraicznie za-
mknieta ze wzgledu na réinice, to T ma w R, dokladnie jeden punkt staly z zaleznoscig
PFF.

Po przeprowadzeniu dowodu Twierdzenia 24 podajemy wnioski, ktére mozna otrzymad
z T'wierdzenia 24.
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MIARY NIEZWARTOSCI W PRZESTRZENIACH FUNKCJI CIAGEYCH,
OGRANICZONYCH I OKRESLONYCH NA R,

Praca [P12] jest rozdzialem w monografii Advances in Nonlinear Analysis via the
Concept of Measure of Noncompactness (Redaktorzy: J. Banas, M. Jleli, M. Mursale-
en, B. Samet, C. Vetro). Zawiera ona przeglad wynikéw dotyczacych miar niezwarto-
sci w przestrzeni BC (R,) rzeczywistych funkeji okreslonych, ciagtych i ograniczonych
na R, wyposazonej w klasyczng norme supremum oraz w bardziej ogdlnej przestrze-
ni BC (R, p(t)) funkcji okreslonych i ciaglych na R, i temperowanych dana, dodatnig
1 ciggla funkcjg, ktéra dazy do zera w nieskoficzonosci. Zaprezentowane podejscie umozli-
wia nie tylko otrzymanie wynikéw o istnieniu rozwigzan réwnan funkcyjno-catkowych, ale
réwniez charakterystyke tych rozwigzai w terminach, np. asymptotycznego zachowania w
nieskoriczonosci, stabilnodci, przyciagalnosci, monotonicznosci, czy tez krancowej monoto-
nicznosci. W [P12] przedstawiamy takze zastosowania oméwionych miar niezwartodci do
badania rozwiazalnosci nieliniowych réwnan catkowych, np. nieliniowego kwadratowego
rownania catkowego Hammersteina postaci

() = p(t) + f (¢, z(t) /gt'rh,’rz,(f))dfr,

dla ¢t € Ry. Réwnania tego typu wystepuja m.in. w teorii ruchu, w teorii kolejek, w teorii
transferu promieniowania, w kinetycznej teorii gazéw i mechanice.
Rozwazamy takze neutralne réwnanie rézniczkowe z zaburzonym argumentem

2(t) = f(tz (H(), 2 (h(t))),
gdzie t € R, z warunkiem poczatkowym
(0=

Teoria réwnan rézniczkowych z zaburzonym argumentem ma liczne zastosowania w fizyce,
mechanice, teorii sterowania, biologii, ekonomii i inzynierii.
Omawiamy réwniez osobliwe funkcyjne réwnanie catkowe postaci

2(t) = fu (t 2(t)) + fgtm fut*ra:('r ir.

g—
UtT)

gdzie t € Ry, a « jest ustalona liczba, a € (0,1).
Dowodzimy takze istnienia rozwigzail nastepujacego funkeyjnego réwnania catkowego

B(t)

2(t) =/ (ta (@) + [ g(ts.2(4(s))ds,

0

gdzie t € R, oraz pokazujemy, ze rozwiazania tego réwnania sg globalnie asymptotycznie
stabilne.
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