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1. O temacie pracy.

Matematyk, jesli badajac jaka$ przestrzeni topologiczna, stwierdzi jej zwar-
todé, odczuwa 7 przyplyw mocy”. Przestrzenie zwarte maja bowiem wiele unika-
towych wlasnoéci pozwalajacych na stosowanie silnych metod. Dobrym przykta-
dem jest tu metoda punktéw statych. W klasycznym twierdzeniu Brouwera,
wystepujaca w nim kula domknieta w R™, jest automatycznie zbiorem zwartym,
a w twierdzeniu Schaudera, uogélniajacym tw. Brouwera, wystgpujace w nim
odwzorowanie jest zwarte (pemociagle), co umozliwia wykorzystanie wlasnosci
przestrzeni zwartych. Jednak w praktyce, gdy stosujemy twierdzenia o punktach
statych w konkretnych sytuacjach, to nie mamy zwartoéci danej z zalozenia, lecz
musimy jej dowiesé¢/sprawdzié¢ ja dla konkretnego zbioru X C F, gdzie E jest
zazwyczaj (tj. w przypadku twierdzer o istnieniu dla réwnani rézniczkowych
i calkowych) jakaé przestrzenia (funkcyjng) Banacha. Wynika stad, ze silne
metody (jnp. twierdzenie Schaudera, a takze inne) wymagaja dodatkowego
”oprzyrzadowania” w postaci odpowiednich kryteriéw zwartoéci. Termin ”odpo-
wiednich” oznacza , ze kryteria te sa czesto specyficzne dla danej przestrzeni £
(ew. Kklasy przestrzeni) w tym sensie, ze sa formutowalne w jezyku elementéw
E. Klasycznym przykladem - zrédlowym dla wielu prac , w tym i niniejszej



pracy - jest twierdzenie Ascoliego- Arzeli, w ktérym ta wlasnoscia formulowang
w ”jezyku elementéw przestrzeni” jest réwnociggtosé.

Poszukiwanie ” pracujacych” kryteriéw zwartosci, ewentualnie wzglednej zwar-
todci, to wazna problematyka. Przez dziesiatki lat od jej pojawienia, udalo
sie znalezé wiele odpowiednich twierdzen. Wymienié¢ tu mozna dla przykladu
wymienione wyzej twierdzenieAscoliego-Arzeli, lub takryteria zwartosci zbiorow
w przestrzeniach z bazami Schaudera (czyli w szczegdlnosci dla wszystkich
przestrzeni [,). Ale dla wielu waznych klas przestrzeni Banacha, jeszcze ta-
kich satysfakcjonujacych kryteriéw nie mamy. Naleza do nich w szczegélnosci
tytulowe przestrzenie o utemperowanych przyrostach. Przestrzenie te, a w za-
sadzie klasy takich przestrzeni, stanowia uogdlnienie klasycznych przestrzeni
funkcji speiajacych warunek Holdera (a zatem w szczegblnodci warunek Lips-
chitza). T takie zadanie sobie Autor stawia:zdefiniowaé (mozliwie szerokg) klase
przestrzeni o utemperowanych przyrostach, udowodnié pewne kryteria zwartosci
w tych przestrzeniach i na koniec pokazal jakie$ zastosowania tych rezultatow.

Uwazam, ze powyzsza tematyka, jako mocno zakorzeniona w analizie matem-
atycznej, jest istotna i warta badania.

2. Opis zawartoséci rozprawy.

Praca zredagowana jest w o§miu rozdziatach poprzedzonych trzystronicowym
Wstepem i zakoriczonych dwustronicowymi Uwagami koricowymi.

Rozdzial pierwszy, poswiecony ustaleniu oznaczen i terminologii, nie zawiera
istotnych treéci. Istotny z punktu widzenia tresci rozprawy, jest rozdziat drugi,
w ktérym Autor omawia tzw. ”miary niezwartosci” zbioru w przestrzeni me-
trycznej, a w szczegdlnosci miary niezwartodci Kuratowskiego i Hausdorff’a.
Miary niezwartosci zostaly powotane do samodzielnego zycia w matematyce w
latach 50-tych ubieglego stulecia i okazaly sig nader porecznym narzedziem.
Szczegénie "sympatyczna” z punktu widzenia definicji, jest miara niezwartosci
Hausdorffa , gdyz jest to odlegloéé Hausdorffa zbioru od podprzestrzeni podzbio-
réw zwartych rozwazanej przestrzeni metrycznej. Autor omawia takze aksjo-
matyczna teorig takich miar wg. pracy pp. Banasia i Goebla z 1980 roku.
Rozdzial koriczy przypomnienie twierdzenia Darbo o punktach statych kon-
trakeji wzgledem miar niezwartodci (wykorzystywane w koficowych rozdziatach
pracy), ktére jest pewnym analogonem twierdzenia Banacha o punkcie statym.
Chociaz w rozdziale tym nie ma nowych rezultatéw, to jest on potrzebny dla
czytelnika nie obcujacego na codzieri z miarami niezwartosci.

W rozdziale trzecim Autor wprowadza tytulowe przestrzenie funkcji o przy-
rostach utemperowanych. Dla zadanej przestrzeni metrycznej (M, d), oraz zada-
nej funkeji w : [0, 00) — [0, 00) niemalejacej i takiej, ze w(t) = 0 tylko dlat = 0,
(zwanej modutem ciggloéci), wprowadzone sa przestrzenie przestrzenie C,, (M)
ztozone z tych funkcji rzeczywistych na M, dla ktérych istnieje stala K, zalezna
od funkcji, taka, ze

j2(w) — 2(v)| < K - w(d(u,v))-



Autor ”banachizuje” te przestrzenie, wprowadzajac stosowna norme i dowodzac
zupelnosci. Wprawdzie metody stosowane w dowodach wlasnodci przestrzeni
C, (M) sa analogiczne jak w przypadku funkeji holderowskich, ktérych sa uogél-
nieniem, i zapewne sa do znalezienia w literaturze przedmiotu, ale moze nie w
takiej ogélnosci, jaka proponuje Autor.

Najistotniejsze w omawianej pracy sa rozdzialy czwarty i piaty. W czwartym
Autor formuluje i dowodzi pewnego kryterium relatywnej zwartoéci podzbioréw
przestrzeni C, (M) (przy dodatkowym zatozeniu (subaddytywnos$é) o module
w). Wypowied? tego kryterium jest zblizona do wypowiedzi twierdzenia Ascoli-
ego-Arzeli i w dowodzie Autor stosuje to twierdzenie. Uzyskuje na tej drodze,
jako wniosek, kryteria relatywnej zwartosci (warunek konieczny) w przestrze-
niach funkcji z warunkiem Holdera. W rozdziale piatym Autor konstruuje pewna
miare niezwartodci §,(X) w przestrzeni typu C, (M) modyfikujac nieco proce-
durg opisang w przypadku M = [a,b] na stronie 12-tej rozprawy..

W dwu ostatnich rozdziatach Autor przedstawia zastosowania uzyskanych
rezultatéw do udowodnienia twierdzen o istnieniu rozwiazan réwnan catkowych
(nieliniowych, a ”kwadratowych”) typu Hammersteina i Volterry-Hammersteina
w rozwazanych przestrzeniach. Uzywa w tym celu twierdzenia o kontrakcjach
Darbo w zastosowaniu do skonstruowanej wczeéniej miary niezwartosci S,(X).

3. Ocena rozprawy.

Moja ocena rozprawy doktorskiej p. mgr Rafala Nalepy jest pozytywna.
Po pierwsze tematyka pracy, chociaz nie jest w peini nowatorska, to nalezy do
kluczowego dla analizy matematycznej nurtu twierdzenl o istnieniu rozwiazan
réwnan rézniczkowych i catkowych, w topologii do nurtu twierdzen o punk-
tach stalych, miarach niezwartosci, a w analizie funkcjonalnej rezultaty Au-
tora wzbogacaja poznanie przestrzeni funkcji typu o utemperowanych przy-
rostach. Po drugie, udowodnione przez Autora kryterium relatywnej zwartosci
w postaci Twierdzenia 4.1 jest wprawdzie z ogdlnego punktu widzenia, pewna
wersja twierdzenia Arzeli, jego uogélnieniem, ale na tyle niebanalnym, ze wynik
trzeba uznaé za nowy. Twierdzenie 4.1, jego konsekwencje , a takze konstrukcja
nowej miary niezwartosci B,(X), odpowiadaja, moim zdaniem, wymogom ory-
ginalnoéci i nowodci, jakie zwyczajowo stawia sie¢ w odniesieniu do prac dok-
torskich. Po trzecie, przedstawione w koncowych rozdzialach zastosowania,
wskazuja na potencjat uzyskanych rezultatéw. I po czwarte, rozprawa napisana
jest jasno, starannie i dodatkowo z pewna swada, o co nie zawsze dbaja kandy-
daci na doktoréw.

4. Konkluzja

Biorac pod uwage powyzsze uwazam, ze:

Omawiana rozprawa doktorska p. mgr Rafalta Nalepy pt. " WARUNKI ZWAR-



TOSCIOWE W PRZESTRZENI FUNKCJI O UTEMPEROWANYCH PRZYROSTACH I ICH
ZASTOSOWANIA W TEORII ROWNAN CALKOWYCH” spetnia ustawowe wymogi
stawiane pracom doktorskim. Zarazem wnosze o dopuszczenie p. mgr Rafata
Nalepy do dalszych etapdw przewodu doktorskiego.
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