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Recenzja rozprawy doktorskiej pana mgra Rafala Nalepy

Warunki zwartoSciowe w przestrzeni funkcji o utemperowanych
przyrostach i ich zastosowania w teorii réwnan caltkowych

Badania prowadzone w pracy doktorskiej pana mgra Rafala Nalepy ida w dwoch
kierunkach. Jednym z nich jest podanie warunkéw na relatywng zwartoé¢ zbior6w w
przestrzeniach funkcyjnych, w ktérych przyrosty funkcji sa utemperowane zadanym
modulem ciaglosci. Uzyskany warunek wystarczajacy staje sie punktem wyjscia
do konstrukcji miary niezwartosci zbioru w rozwazanej przestrzeni. Drugi kierunek
badaf, to zastosowanie miary niezwarto$ci do nieliniowych réwnan catkowych w
przestrzeniach funkcji holderowskich. Rozprawa, w zdecydowanej wigkszoci, za-
wiera wyniki opublikowane wspdélnie z opiekunem naukowym, panem profesorem
Jézefem Banasiem, w pracach [On the space of functions with growths tempered by a
modulus of continuity and its applications, J. Funct. Spaces and Appl. 2013, Article
ID 20437 (2013), 13 pages| oraz [On a measure of noncompatness in the space of
functions with tempered increments, J. Math. Anal. Apll. 435 (2016), 1634-1651].

Pojecie miary niezwartoSci zbioru zostalo wprowadzone przez Kuratowskiego i
pojawilo si¢ raczej w kontekscie zagadnien zwigzanych z topologia ogélna. W latach
pézniejszych zostalo opublikowanych wiele prac, w ktérych miara niezwartoéci byta
waznym narzedziem dowodowym, jak np. w teorii punktéw stalych. W zwiazku z
tym, Ze napotykano na duza trudnos¢ natury technicznej w okreslaniu postaci mia-
ry niezwartoSci w konkretnych przestrzeniach, cze$¢ prac skupiona byla na nowych,
wygodnych w zastosowaniach, definicjach miar niezwartoéci np. miara Hausdorffa,
czy tez definicja aksjomatyczna. Czes¢ prac podwiecona jest aspektom aplikacyjnym
warunkéw zwarto§ciowych np. w teorii operatoréw analizy nieliniowej. Przedlozona
mi do recenzji rozprawa wpisuje si¢ w nurt tych poszukiwan. Praca napisana jest w
jezyku polskim, zawiera 69 stron, sklada si¢ z oémiu rozdzialéw oraz wstepu i biblio-
grafii. We wstepie Autor bardzo rzetelnie wprowadza czytelnika w tematyke swoich
badan, przedstawia rys historyczny i dobrze umiejscawia swoje rezultaty wéréd
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wynikéw innych matematykéw, co Swiadczy o dobrej orientacji w danej tematyce
badawczej. Rozdzialy pierwszy i drugi, ktére moim zdaniem powinny stanowié je-
den, s3 o charakterze wprowadzajacym i zawieraja podstawowe oznaczenia, definicje
i twierdzenia niezbedne do dalszych rozwazan. W rozdziale trzecim Autor definiu-
je przestrzen C, (M) rzeczywistych funkcji okreSlonych na ograniczonej przestrzeni
metrycznej, ktérych przyrosty (moduly ciaglo$ci) sa utemperowane zadanym modu-
lem ciaggloéci w 1 dowodzi, ze tak okreSlona przestrzen funkcyjna z odpowiedniag
normgy jest przestrzenia Banacha. Kluczowym w dalszych rozwazaniach jest fakt,
ze wprowadzona norma nie jest rtéwnowazna klasycznej normie zbieznoéci jednostaj-
nej. Szczegélnym przypadkiem takiej przestrzeni jest przestrzen funkcji holderows-
kich, a co za tym idzie, przestrzen funkcji lipschitzowskich. Jest to ogélniejsza od
wystepujace] w literaturze definicji przestrzeni H,, gdzie zaklada si¢ dodatkowo
podaddytywnos¢ zadanego modulu ciaglosci, zwanego klasycznie funkcja Holdera.
W rozdziale czwartym Autor otrzymuje odpowiednik twierdzenia Arzeli-Ascolego w
zdefiniowanych wczeéniej przestrzeniach. Mianowicie dowodzi, ze kazdy ograniczony
podzbidér funkeji jednakowo ciaglych, w sensie wprowadzonej normy, jest relatywnie
zwarty. W rozdziale pigtym wynik ten staje si¢ punktem wyjscia do konstrukeji sub-
liniowej BG-miary niezwarto$ci z wlasnoScig maksimum. O tym, ze jest to zadanie
trudne $wiadczy nastepujacy cytat zaczerpniety z monografii [J. Appell, P.P. Zabrej-
ko, Nonlinear superposition operators, Cambridge University Press, Cambridge-Port
Chester-Melbourne-Sydney, 1990] "precompact sets are easily described in H, g, while
no simple compactness criterion in the space H, is known (some criteria mentioned
in the literature, e.g. [...| are false)". W rozdziale széstym oraz si6dmym Au-
tor wykorzystuje okreSlong wczeéniej miare do rozwigzywania nieliniowych réwnan
calkowych okreslonych w przestrzeniach funkcji holderowskich: kwadratowego réw-
nania calkowego typu Hammersteina oraz kwadratowego réwnania catkowego typu
Volterry-Hammersteina. Podstawowym narzedziem dowodowym jest tuta]j twierdze-
nie Darbo o punkcie stalym dla odwzowrowania kontrakcyjnego wzgledem wczeéniej
wprowadzonej miary niezwartoSci.

Moja ogélna ocena pracy doktorskiej jest wysoka. Rezultaty zawarte w rozprawie
sg oryginalne oraz stanowia wazny wklad w szeroko rozumiana nieliniows analize.
Warunek wystarczajacy relatywnej zwartosci zbioréw i skonstruowana po raz pier-
wszy miara niezwartosci na podzbiorach przestrzeni Holdera sg narzedziami, ktére
spotkajg sie z uzasadnionym zainteresowaniem i uznaniem specjalistéw. Niewatpli-
wym atutem jest opublikowanie uzyskanych wynikéw w czasopiSmie z listy filadelfij-
skiej. W zwiazku z tym, ze rozprawa w zdecydowanej wigkszoSci opiera si¢ na
wynikach opublikowanych wspélnie z promotorem, z punktu widzenia recenzenta,
cenna bylaby informacja na temat, ktére rezultaty sg samodzielnym osiagnieciem
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Struktura caloéci pracy jest dobrze przemy$lana, stanowi dobrze usystematy-
zowane studium zagadnienia matematycznego wpisujacego si¢ w stale rozwijajacy
si¢ nurt badan. Zwiezly sposéb wypowiadania twierdzen oraz prowadzenia rozu-
mowail, nietrywialne techniki dowodowe $wiadczg o dobrym poziomie profesjonal-
nym Autora. Rozprawa jest napisana precyzyjnie i zredagowana starannie, chociaz
mam pewne zastrzezenia co do stylu; niektére zdania stanowia wrecz kalke zdan
pisanych w jezyku angielskim. Podczas lektury tekstu znalazlam kilka drobnych
usterek, ktére wymieniam ponizej.

Strona 8 linia 7-8 od dolu: zdanie ,Odlegloé¢ d(X,Y) jest poprawnie zdefi-
niowana dla dowolnego niepustego podzbioru Y przestrzeni E” nie jest poprawne;

Strona 8 linia 8 i 10 od dotu: ,dy” zamiast ,d,”;

Strona 26: poniewaz w dowodach Twierdzen 6.1 i 6.2 wykorzystywana jest za-
leznoéé ||z||, < ||z|,, wiec powinno byé odwolanie do nieréwnoéci (3.15) lub ko-
mentarz, ze modut |z (uo)| w definicji normy ||z||, moze by¢ zastapiony przez ||z||__;

Strona 29 linia 2 od dotu: ,t € [0,1]”, zamiast .t € [0,1]”;

Strona 35 linia 2 od dotu: we wzorze na norme powinno byé ,z,y € M”, zamiast
»T, Y € X ”;

Strona 36 linia 5 od dotu: ,takich u,v € M, ze d (u.v) < & lub ,(u,v) € M>”,
zamiast ,u,v € M”;

Strona 37 linia 3 od dolu oraz 47 linia 3 od dohi: ,, (u,v) € M?”, zamiast
U, v) € M”;

Strona 39 linia 10 od géry: ,u,v € M”, zamiast ,u,v € X”;

Strona 40 linia 8 od dotu : powinno byé ,w przestrzeni C,, [a,b] lub C,, (M),
odpowiednio”; :

W dowodzie Twierdzenia 2.3 jest odwolanie do warunkéw (i)-(v) Definicji 2.3.1
podczas gdy warunki s3 numerowane jako 1-5;

Strona 49 linia 8 od dotu : ,w réwnaniu (6.45)” zamiast ,,w réwnaniu (5.34)”;

Strona 52 linia 3 od dolu : na koficu wzoru powinno byé .|t — s|™®” zamiast
”lt - Sla”;

Strona 55 linia 3 od gory: ,,Twierdzenia 6.1” zamiast , Twierdzenia 6.45”.

Podsumowujgc uwazam, ze rozprawa doktorska pana mgra Rafala Nalepy w pelni
odpowiada warunkom okreSlonym w art. 13 ust.1 ustawy z dnia 14 marca 2003 roku
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz stopniach i tytule w zakresie sztuki.
Z pelnym przekonaniem wnioskuje o dopuszczenie pana mgra Rafala Nalepy do
dalszych etap6w przewodu doktorskiego. '



